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De  femok  int^grili  /'  ^ää^tcSt^ 


D**.  Chris  ti  ano  Fr.  Lind  »na 
LecU  Streni^ii« 


Mnltb  loci«  dUnnaDatrataiD  «st,  «nnia  »(«fi«!!«»  ^pM  fornaU 

f\a:)da;  {ffx)=  fonc- 


/ 


c«nliii«Bt8r,  ponendo  ir  s  ^^^^  mutari  pOM«  in  aKa»  iibi  ImparM 

dignitates  varial^ilis  ^  sub  signo  radicali  nun  reperiantur,  et  deinde 
In  functiones  eliipticas.  Qiiae  quum  ita  sint,  nihil  aliud,  «i  est 
A'  SS  0,  opus  esse,  videtur,  nui  ut  uoa  radix  aequatioDis 


•  1  • 


iofioito  aequalis  constituatur  et  ratio  hahnatur  mutationum,  quas 
haec  FPS  ronmilis  reductionum  affert.  Quae  qnidem  ratio  adeo 
Simplex  atque  idonea  videtur«  ut  in  ea  iorsitan  quafretHla  nlt  caussa» 
cur  mentio  casu«  allati  (^'=0)  nnsqnam  fere  sit  fat  tii*).  Hlc 
tarnen  casus,  meo  quidem  judicio,  diguus  est,  de  quo  siugiiiatiiii 


•)  la  tabniii  ial^irniliaai  a  Cel*  MiadSaff  aiiCis  (BeroL  184») 
aiaatla  bafa«  Hll  ittM  att,  Md  fagida  data  iatardaai'  falDt«'  ^aia  ratta 
lIvftaBi  aaa  aal  liaMla.  *  • 


TkattXXm 
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iiM|iiiritiir«  ^ia  nfio  lila  et  interdom  io  erroren  potett  indncere 
«eqiw  fiMWIna  via  ad  optatnm  ezltn  vldetiir  aaae.  Itaqoe  mlbl 
proposttmi  cat  acratarl  latcgnila 

^  dx  

ubi  B'  non  est  riihilo  aequalis.  C^iia  iyitur  est  quantitas  quae- 
dam»  valorem  ejus  absolutini»  üisjuiiffere  hujusque  radicem  qua» 
dratam  ante  sigtium  radicnle  nt  factoreni  licet  cuilocare«  S^quitor» 
■I  coifficiena  ipalaa      ««mper  =  J;l  haberi  poaait 


Si  f  stillt  radices  aequationis,  qoae,  qoantitate  aub  algM 
ladlcali  ssO  poaita»  aritnr»  liaee  qmmtitaa  niiitatar  ia 

«nt  fai 

(a— j.;      ^)(y— «)f 

pimil  algDüfli  ipaliia  eat  «f  ant  Neceaae  aat,  eaa  qaanti- 
tatea«  qaae  per  jfi  et  reap.  dealgoentor,  peaifiTaa  eaae,  ai  Inte- 
grale poterSt  eaae  reale.  Quo  pacta  aint  paaitiTae,  poalea  exqoi* 

retur.   Auoc  eaa  positiTaa  lacio  et  primma  de  iategrall 


adgredier. 

eont  resp.  Ia  y^^«  81  loco  ipaiua  ;r  in 

quaatitatem  aubstituimua  et  bre?itatis  caussa  ponimua 

qnasiltaa  S  matator  In 
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ITnerator  et  denommator  hujus  frrjrtlonls  per  1 -f  ^  multipiicanHi 
ut  denominator  fiat  quadratum  et  extra  «ignum  radicaie  poDi 
Quo  facto  oumerator  •▼adiC: 

f      +  3/>»^  —  2Apq —lAp'^  +  ZBp  +      -  40y 
+  (3|i^(|» -  J(p +^)«  -  ^Apq\%B(p  +  ^)  -  «Oy* 

+  (9»  +  3/>v«— 2il;>9  —  2^9« + ZBq  \  Bp — 46) ^» 

im  «Inanfitate«  /7  et  ^  sie  eligendae  sunt,  nt  coMderftaa  impa- 

ffs^mfatiim  variabilis  y  tiihilo  fianf  aer^ales,  ob  earoque  caus- 
alores  bariini  quantitatum  ex  aequalionibus 

p*  +  3/>«9— 2^/19  — 2/4jb2+3Ä;?+  £?9~4Ca=0» 
g*H-3|»9«- 2J|i9  -  lA^-^^Bq  -f  B|>  -4C=0 

»odi  sunt.  Qaae  qoia  aequationea  tertil  sunt  ^radna,  eliroi- 
moleatiam  baud  parvam  afferret,  st  bis  aeqiiationibua  Ipaia 
mr.  AeqnatloDlbQS  yero  addendis  aobtrabeodiaque  pradenat 

0»  +  9)>- 2^(^-1- 9)^4- 4^(p -1^  9)- 6C=sO, 

(P  -  9)  i    +   H    9  -  2  ^  ( +  9) + 2   i  =  0. 

iori  aequationi  satisfit,  si  «terlibet  factor  ponitur  nihilo 
ts.  (^uuin  vero  manilcsto  lieri  nou  possit,  ut  in  \:ilore  ipsiiia 
ntitas  p=-q  sit,  hae  quantitates  ex  aequatiouibua 

(jp  +  y)3  _  2^  (/>  4^  9) +4Ä(;?  +  9)  -  8C=0, 
(P  ■•■  9)*  +  2/>9~  2^    +  9)  +  2B=  0 
igandae  sunt.  Prior  aeqnatio  cum  aeqaatiooe 

irata  illico  suppeditat 

|9  1-9=2«,  p\q—%ß^  p  +  9=2y. 

alores  in  posteriore  aequatione  subsfituti  dabuot  resp. 
saß-j-ay  —  ßy,   p'\^qz=ittß^ßy-'aY,  p>9  =  ay+/5y— a/S, 
deaiqiie  repatiantor 
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J|=/5±V(^-«)(i^-r). 


p 

9 


}.  3. 

Jam  qaaerendnm  est,  utrum  orone»  valares  sint  idonei,  an 
onus,  an  duo.  Primiim  patet,  ejusmodi  tantum  valores  adliiberi 
pos^c,  qui  quatititates  p  et  g  reddant  reales.  Aequado  vero  tertii 
graduis  «lut  iinani  habet  ra<liccni  realem  aut  tres.  2Si  onines  ra«lices 
aequationis  /if=^0  sunt  reales,  nihil  prorsus  impcdit,  quoniinus 
<<>^>y  ponatur.  Qua  re  pot^ita,  et  primuj$  et  tertius  valur  quan« 
titatum  p  et  9  est  realin.  Respectu  igitur  ejus  rei  uterque  vnlor 
est  idoneus,  scd  exquirendiim  eet,  num  uterqne  intes^rali  ipsi 
eonveniat.  iSi  superioreni  Talorem  quantitati  q  tribueriniua«  iiife* 
Tiorem  qoanlitafi  primom  ayatema  in  numeratore,  de  qao  eopra 
({.  2.)  dictum  eat,  daliit 


coifficientem  ipsius  2(« — y)(2a — /J— y). 

atqae  ideo  polynominm 

Tertiom  ayatema  eodem  nodo  dabit 

eo4lfficientem  ipaiua  9^  =  2(a— y)(^  — y)(a>|-/3— 2y)» 

93  -  Jg^  +  C=  -  (o-  y)  (i^ — y)  l  \  a— y  —  V^y  1« 
atqae  ideo  polyooalain 
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•5  i^¥¥^ 


dx 


■kribM  ^puuilltalliiii  p     9  solMtittttis,  priiuuiii  system« 
ertium 

ititvfionibii«  riU  ÜMti«  •!  radice  quadraU  tmÜDl  coostwiCte 
mcta,  ioT«Diiiii» 

•  primo  «yatanata: 


eC  e  tertio  «ystemate : 


_V^(g— y)(^-y)-~y-i-Q 
«1  ~ — ,      ^  >  - — g  • 


deinde  invenimiittr  (orrauiae 
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i.  4. 

Qiioniani  igitur  dao  valores  integraiis  «/  ioventl  fiunt^  decer 
nendum  est,  num  anibo  adbiberi  possint,  id  quod  fieri  non  potest, 
oisi  orones  valores  ipsius  y  uitra  liinites  (incliis.)  quantitateni  sub 
«gno  radicali  positivam  red^ant.  Qood  ad  formulain  (1)  attinet, 
neminem  fugit,  factor^ro  posteriorem  poaitivum  eese  non  posse, 

nisi      major  est  quam  ^*   £a  conditione  pripr,quo4^ue  jfactoresl 

posUiyua.  Sin  nutem  ^  non  est  unitate  minor,  nterqae  faetoi 
negati?nn  evadit  l)  atque  ideo  prodttctnm  positiynm.  Eodeni 
modo  invenitnrt  qnanlitatew      in  formnla  ('2)  neque  nnifate  ninoi 

rem  nec  quantitate        majorem  (i:|^<l)e«Be  oportere. 

Jam  ad  functiooein 

Ä  =  (a:-«)(a:-l5)(ar-y) 

redeamus.  Patet  eam  es^se  ^0  ab  x—y  ad  x  —  ß  et  ab  j;=< 
uaqae  ad  o?  s=  oo.    Substitute  igitur  ß      y  resp.  pro  ö  et  a  i( 

limitibus  fornmiae  (1),  invenitur  ^  =  j^>  S ~ — J*  Quia  vero  C 
miooltur,  decreacente  ei  g  major  fit«  creacente  eeqnitur,  o 
formula  (1)  aemper  uti  liceat,  qaum  est  b'^ß,  a^/. 

Inqnlaitin  fornmiae  (I)  panlio  moleatior  fit,  qnnm  6  et  «  inte 
iimites  «  et  00  cadunt  Quia  enim  6  et  a  tnro  ejnamodi  valor« 
aecipere  poaeunt,  nt  denominatore«  liroitum  G  ei  g  nibilo  fiait 
aeqaales,  intervallntn ,  de  quo  agttnr,  in  duaa  partea  dividendon 
est.  Qu  od  uIh  facieudum  svi,  lioc  modo  poteat  dijudicari.  Uterqu 
llmea  functione 

coDtinetar,  ubi  est  z  variabHis.  Variabili  s=soo  facta,  evad 
f^OD)=  — 1  et  praeteren  periapifütor,  fmictionem  illam  negativai 
et  reapectv  valorie  abeolati  nnltate  mqjorem  permanere»  qnum  ^ 
mlnnitor.    Sl  s  onqne  ad  V"(«-ft(«--y)  +  «  fnerit  minuti 


'  r 

m 

t=l  «t  crescit,  cresceate  s.  8i  z  perpetM  eietit  uj^uc  wi 

X— |J)ftt  —  y>-|-of,  fit  F(S^(a — $)(a  —  y)4c)  =  ^.    Intra  limit*« 
ir  ita  coimtituto9  variabilU      nullum  naociscitur  valorem, 
^Ute»  sab  «^no  railicali  lagatiy— i  red4at    Itay  f(W- 

i  (1)  uti  licet  ab  ad  6^  \  (a  — - (a  —  y)  -f  a  «t  ab 

Qood  si  ert  6  >  V  («— 7)  ^  alter  Üiiw  <t  p— 

»»  alter  negatlroa  Inferqne  eoa  valor  V(o— j3)(a — y)-!^« 
(ttatis  z  cadft ,  qui  F(i)  'io6nito  aequalU  reddit    Attamen  quam 

'S  itlern  sigaum  iiorj  hrifjent,  \,iriabneiii  sie  ▼arlanteiD  tac<»r6 
(,  ut  per  0,  nori  per  iniiitilum  tratmeat  Hoc  igitur  cosu  lor- 
(1)  rejiclenda  esl  aut  integrale  ita  disjunifendum,  ut  ea  quati« 
n  er  a  et  6,  qoae  F{f)^9i  reddit«  fiat  limea  iotenaadiiia. 
^to  ioveoitur 

'      •  •  V  (a-/J)(«-y)+«  • 

.«.UgnUi.  «c«d.to  U..U.d.  VrtaMI 

'oque  facta,  üdeni  quantitatoni  p  ttt  q  Valoren  atque  antea 
uot.  Nihil  aliud  tiiutatur,  iiiäi  limites^  quamobrem  iavauimua 


r  — 
¥  tt 


Bitea  fiaot  finltl,  in  prior«  fiitegrafi  y=  |»  io  poateilm 

I  iacienda  est,  oode  prodit 

I  1 
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8  Linäman:  De  fun/iuia  iulegriUi 

Ex  his  roMieitur,  pnmam  System a  vnlonim  quantitatuni  p  et 
f^j^emper  adhiberi  pcMMMt  dummodo  memioerimus,  formulam  (3)» 
non  (1),  atendaof  me»  qttoin  »liqQis  qnuititati»  %  vaior  ioter  «  et 
^  foiictioiieiD 

iotinitani  reddit.  Dixerit  fortasse  quispiam,  formulaiii  (3)  molestain 
esse,  quippe  quae  duo  iiitegralia  pru  uiio  j^uppediiet,  et  expe- 
riendiun  esse,  num  tertlo  systeoiate  valorum  quantitatuoi  p  et  ^ 
prapwtQiii  fkcUiiw  conseqai  liceat.  Quod  quideiii  faciendum  est 
•t  JDOZ  fiel;  eed  oon  est  oblivlseeoduni,  ei,  qni  rstlooa  Cel<  Le- 
gendr e*>  ati  volet,  duo  qooqoe  integralU  queereoda  esse»  nisi 
alter  liaes  est  =0. 


Ad  forDolam  Ql)  jam  traiiseamns.  Fonetio 

_  V(«~y)(/^-y)-y-f-« 


»•  * 


•nbe  lindtee  cempiectitur.   Variablü  2  =  7,  deinde  sa/l'laeta» 

prodit 

Qoi«  «>/»y  eoDSlHiiiniBS,  hsbemiis  «-y>jJ— y,  (a-y)(|3— y)>(/J— y)*, 

— y)  — y)  4- y  ^  unde  colligitur,  denojninatoreni  ipsius 
9(2)  nihilo  aequaiem  lieri  höh  posse,  si  2  qiiemlibet  iütra  y  et  ß 
valörem  babet  Posita  porro  z  =     tarn  2  =  00,  evadlt 


UenoDiiiiatsr  ipslns  9(2)  nihilo  aeqnalis  non  fit,  si  quilibet  Talor 
intra  limites  a  et  od  datnr.   Nam  si  id  fieri  posset,  valor  qnidain 

quantitatis  z  rep«^rin  deberet,  qui  quantitateiii  ici~y)(ß — 7)+y 
DÜiilo  aequaiem  redderet;  sed  qoia  est  a>^>y,  manifesto  est 

«-y>/J-r.  («-y)*>(«-y)tf-y),  «> V(«-y)öi-7)+y, 


^1  \i(ie  V  f^r,  Grniirrt.  Supplemente  lu  Kläael'e  mathen, 
Wörterbttebe,  pmg,  IdO«  «e^q. 
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/*  dx    i 

I  igitar  miDiniaa  etiam  vator  ipniu»  x  iotra  limitos  a     od  major 

qmuititete  («--yjtf  — ^-fy»  fomvU  (SQ  «mptr  et  alD«  ex- 
m»  adUIwri  potaat 

In  caso  spadftli,  a  qao  formala  (3)  origiDeni'traxIt,  Demo  non 

t,  formula  (2)  uti  licere,  qua  tarnen  valor  iflte|^ralis  proxime 
3  rioD  facilius  quam  usu  iorinulae  (3)  invenitur,  nisi  alter 
s  lormulae  (2)  sit  =0.  Quia  vero  e  valoribiis  ipsiua  <p{i) 
!r  allatiä  iotelligitur,  id  nuinquani  evenire  poaae«  formala  (2) 
ecta  bujua  rel  formuiae  (3)  oon  praeatat. 


Ad  aileniai  iatagiale 


leamus.  Primuni  patet,  qoantitatem  po^itivam  eaäe  opor* 
quod  evenire  non  potest,  nisi  x  intra  liniitea  —x  et  y  auf 
^  et  a  cadit.    Deiode  facUe  iotelligitur,  valore«  quaotitatum 

eHf~  * 
Y  .».»w  .^..«....«»«w    2  ^  ■  proxidem 

lomiom  ioveoitur^  praeterquani  quod  aigna  sunt  niutaU. 
[taqae  reperitar 

primo  syäteinate: 
 /'  ^   dy 

tertio  aystemate: 

1,  ff,  k.  Gl,  Si,  kl  idem  atque  antm  «ignificanL  Deiuile 
I  babebimus  formulM 

,  2_         /•«■__  rfy  ^  ■ 
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famola  (4;  aü  licet 

«I 

•t^ue  idev  Kemper 


wh  «^—00  ad  6^7.  h.e.  1  ad  C?,^J 


ab  Ä^V  (ff— yX^^yj  +  y  ad  O*»  Ii.  e.  a       — od  ad  triJl— £ 


aba^^ad  ft^\^(«-y)(i3-y)+y.  k  e.  a        p  ad     1  o». 

Quuii      est  ft^  \     —  ^U??  —  ^  ff*   formuia  (5)  ita  »e 

habet ,  ut  ante*  fomaia  (1).  Eodem  modo  repcritnr  fonaolaa  (3) 
«iniBa  fotnida 


 2_  r  P£>  du 


I 


+  /•   ^  T  (Q 


j.7. 

Paatquam  ▼idimos,  qnomodo  iat^gralia  «f  et  ad  formaai 
propaaftam  poMdnt  fedad,  qinhB  oomea  radleaa  aeqaafiaom  l^sCt 
i{|=:0  annt  realea,  relfqamn  eat»  ot  In  haae  integralia  iBf|alraBraa, 

quum  una  tantuni  radix  harum  aeqii*it(ODuni  est  realis.  Faciamua 
cf=  radici  reali,  ß=:f^hi,  f^f — Ät.  Primo  aspectn  apparet, 
quintitates  p  et  q  in  primo  tantuai  systeiiiate  ti^se  ieale>.  Supe- 
riore  valora  qnaotitati  q,  ioferlore  qaaotitati  p  dato  aabatitutoque 

^f^^J  V^o  St  eaadem.foimvlaa  iaTäpdiivinr«  qaaasnpia  a^  (I) 
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#1  iMittad  «not,  «i  Id  his  ponltw  ß^sf-^M,  fssf^kl.  Hm 
CMS  ett 


atque  idao  posterior  laotor  pooifimo«  qoteamqiie  Tolor  fooÜa  Toria' 
bili  daiiir.  So^itor,  ot  o  «t  6  in  iUo  cao«  noo  wiDom  quao- 
titato  in  boc  oon  majores  oodem  qaantifato  omo  debeant«  ai 
Integrale  erlt  roaie. 


Ex  antecedentibus  colligitar,  reductiooeni  integraliov  J  et 
/i»  ai  liabeatar  caaoa  i^eciatca  iategralia 


atliquantom  moleatiae  afferre  et  diligentem  Inqoiaitlonein  poatalare. 
Qoavdo  oronea  radicea  aeqoationiim  BssO  et  Rf  sO  anot  reale», 
fonmilae  aane  (2)  et  (4),  qoibot  aemper  nti  licet,  aemel  eligl 
poaannt;  quod  ai  ana  tantmn  radtz  aeqaatioiiia  |{sO  eat  realia» 
neeeaae  eot  foraivlani  <])  adldbete.  Seqaitir*  at  'tvea  aemper' fbi^ 
miae  ntoadae  «bit«  alal  qeia  »dicea  ae^atUeiiv  RsaO,  et 
J2i  s  0  segregare  Tolet,  qnod  tarnen  deductionem  alngiilamni  for* 
nalarain  eziget.  Qoae  qaina  IIa  eint,  operae  pretinm  eat  ceaari» 
nnn  alia  ratio  iotegralia  /  et  Ji  redaceodi,  ita  et  qnantitaa  anb 
eigDo  radicali  albi  Indnat  forinani  Ih^-^Ef^-^F,  reperiri  peeait. 

Si  Signa,  qitihns  ntttpri  lisi  snmtiK,  retlnuerimus,  facile  itive- 
lAemus,  polynonüum  R,  quuni  omnes  radires  a,  ß,  y  aequatiooia 
J2=0  Bunt  reales  et  a>|3>y,  pnsitivani  esse  quantitatem,  el 
Tariabili  x  omnes  valores  intra  y  et  jS  et  intra  a  et  oo  tribuuntar. 
Sin  aotem  aequatio  R=zO  unam  tantuni  habet  radicem  realem» 
quae  sIt  y»  polynomiuni  H  est  positivum,  dummodo  valor  qisioa 
aeo  minor  sit  quam  y.  Quia  i^itur  x  numquam  est  minor  qaam 
poaaumiia  iacere  a  —  y^f/^f  qiio  facto  iovenimiia 


fb—y 


(?) 


qiiod  integrale  formain  (^tatam  habet  et  sine  nllo  negotio  ad  fnneti- 
oaem  etUptieam  pdouie  apeeiel  poteat  redad. 
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IS  Z  thfu 99:  £iniffg  Fuuku  üäer  die  ßetUmmung  äer  ComUnUm, 

Quod  ad  integrale  Ji  attmet,  facile  intelliffitur ,  variabilein  x 
neque  fieri  posse  majorem  maxima  raJice  reali  aequationis  i?j  =0, 
£1  quantio  umnes  sunt  reales,  neque  niajomji  radice  reali,  si  una 
tantuiii  e^t  realls.  Sit  et  radix  maxiaia  realis  vel  i>ola  radix  reaüs« 
si  uoa  tautuu  datur;  facere  licet  U'-x^jjf*,  unde  iiivenitur 

J        f^^'   iS\ 

de  quo  eadem  diti  pu^i>uiit  ac  de  iurnmla  (7;. 


finue»  Pimkle  über  die  Bettiminiuig  der  Cenetenten, 

welche  bei  Integration  der  endlidien  Differenzenglei- 

Herrn  Dr.  G.  Xehfuss, 

IMvUlNrUcheni  Lehrer  der  höheren  Mathematik  und  höbereu  Mecimailc 
au  der  büherea  Gewerbschule  su  Oaruistadt. 


j.  1. 

Ftlr  die  Theorie  der  endlichen  DiffereDseogleicbaDgen  iet  die 

SU 

EioffiiirttBg  dee  in  einem  Bruclie     entlialteneo  BracbUieilee»  aln 

gesehen  von  dee  io  ^  enthaltenen  Ganzen  >  von  grossem  Eutzen. 
y/it  woUeu  iho  in  diesem  Autisatze  durch  ß^j^  auch  kflr* 


i^iy  j^cLj  L^y  Google 


MT  dndi  beieiebDen.  Dio  Zahl  -^—ßlj^J  wird  also  allem«! 
eine  n^anie  aeln.  Die  Faoction  ß        liat  s.  B.  die  Etgeiwcliafkea 


Um  eine  endüclie  DiffereDtengleicheng  nler  Ordmmg^aalSni» 
10m,  fca&D  man  eieh  der  Fermel 

af*=3r« + -j-     + ^  XU  + -  • 

bedieaen,  welche  aber  nur  wahr  Ut»  wenn  eine  gawe  Zahl 
oder  fs  eine  ganse  rationale  Fonetion  von  vorstelTt  üm  jener 
Anferderang  geoOgen,  reicht  ea  hio,  ^^^^J^  so  aetaen; 
ao  wird  man  die  DBr  alle  FiUe  geltend«  Formel  beben; 

(1) 

^i^Ä    U    ^ ^^Vj  1  •  ^^^^^  


welche  wir  nun  zur  Coostroetlon  de«  Aandrocke«  lienntsen. 

Man  kann  nenilich  au«  der  vorirelei>ten  Differenzengleichong  nter 
Ordnung  durch  «uccessives  Differenalren  tvleichungen  ableiten,  in 
welchen  J^-^^p,,  ^"+^»....  vorl^ommen.  In  diesen,  wie 

«ach  in  der  Urgieichung,  setzen  wir  nun  Aß^  för  ^,  nnd  erhai- 

ten  dann  eben  «o  Tiele  Gleichungen  zur  Beaiimmung  der  Werihe 
^..«*  ^'^^if^s'"*»  welche  aber  aftmmtlich  durch  die  st  ernten 

F uactiooett  y  , ....  ^  ansgedrficlit  erscheinen  wer- 

de».   Die»  m  wUlkuhriicheo  i:>uocüooea  «ind  periediache«  frail 

Da  ferner 
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ist,  00  wird  man  m  Bestiiomang  der  n  erstw  Fonctionea  der 
Keontnis«  des  ganzen,  zwischen  den  Wertlieo  drs5(>  and  s=^nh 
befriffenen  Bogens  der  dinech  die  Gleiekmif  y  yiv  dai]genleliiM 
Corre  beddrfen. 

Ist  nun  die  gegebene  Differeuzengleichung  iineSr,  oder  kommt 
auch  Dor  J*^s  oder  yx\-nh  in  derselben  auf  der  erstem  Potenz 
vor,  80  wird  das  nemliche  auch  für  /i^^^yx^  stattfin- 
den. In  dteeeiB  Falle  sind  sämmitiicbe,  atia  den  entsprechenden 
Gleicbungen  gezogenen  Wertbe  von  .^^H-i^....  eindeutig,  also  Ist 
nur  eine  einzige  Anfltoong  mit  it  periodiecben  Conatanten 

^Ifß» ....  J^hf^  för  yx  rooglicb.  Ist  aber  ^''yx  auf  einer  höhe- 
ren Potenz  darin  enthalten ,  so  werden  ^^^>  ^H-^^«,.,  vleldeiH 

Üg,  nnd  es  lisst  sich  In  diesen  FaUe  ans  der  Anxabi  der  In  dem 
Resultate  enthaltenen  ffUHriihrlleheii  Fimetionen  nicht  schtieesen, 

ob  die  gewünschte  Auflösung  durch  gehörige  Bestimmung  der  n 
Constanten  aus  derjenigen  Form  abgeleitet  werden  könne,  unter 
weicher  sieb  das  Resultat  präsentirt.  «So  bat  s.  B.  die  IjHeldnioig 

wo  Ja  =  h:=^l9  die  zwei  Auflösungen: 

wo  die  wiincfihrlichen  periodischen  Constanten  c  und  C  besfimml 
werden  kOnnes,  Indem  man  x^ß(x)  setsft.  Mit  den  so  bestimm- 
ten Constanten  werden  beide  Aunssnngen  Innerhalb  des  Inter^ 
▼alles  Ton  xtsÜ  bis  drssl  irOing  übereinstimmen,  und  erst  jenseits 

desselben  zwei  von  einander  abweichende  Curven  darstellen. 

üeber  die  sins^ularen  Lusune^en  wollen  wir  uns  hier  nicht 
weiter  verbreiten;  dieselben  entstehen,  wenn  eine  der  nachfolgen- 
dsn«  durch  Diffetenziren  entstandenen  DIffersanemleichungen 
mehreie  Factoren  sarföllt»  Ten  denen  der  eine  nnr  solebe  J>ife- 
renzen  entbfilt,  welche  bereits  durch  die  vorhergehenden  Glei» 
ehnngen  bestimmt  waren.  Dieser  Factor,  gleich  Null  gesetzt» 
liefert  4^>^<^h  eine  Gleichung,  welche  die  vorhergehenden  Be« 
stimronngen  über  niedere  Differenzen  z/^^,  J^y^,,.,  wieder  ein- 

schrinkt,  so  dasa  sieh  filr  etse  oder  mehrere  derselben  vSlIig  be^ 
stimmte  Wertbe  heranssteilen.  Man  sieht  fibr^ens  durch  eine 
einrache  Ueberlegnog,  das»  diese  Zerftthng  fai  Fsctovsn  nnr  hei 
solchen  Gleiehnngen  statthaben  kOnne»  in  welchen  die  hOchsto 

Differenz  den  ersten  Grad  fibersteigt,  dass  also  auch  linelre 
Gleichungen  weder  mehrere,  noch  singidäre  Auflösungen  haben 
IbDnoen.  —  Das  Vorbergeheode  Ifisst  sieh  auch  auf  die  singulHrea 
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und  vielfachen  Auflusunt^eo  der  DiSerentialgleichungeo  ani^Mdimi» 
welche  letzteren  his  jetzt  noch  von  rViemandem  bemerkt  ironlMI 
itt  MiB  «diemeiL  äo  liftt    B.  die  Citiolmim 

4ie  4iti  LSMiigeo 

c 

W9  €  mA  C  mülkÜMMk»  GoMtenleii  vor»t«IUii. 


L9i«n  wir  oan  samt  die  einlkcbtte  Dllmnxenglelebong 
y^^sy«  oder  JffM^O-  E«  fo^  hieraiit  ^^«ss^ys,..«=s£ 
IHese  Wertbe  In  dto  Gleicbung  (1)  «olietitoirt»  geben  die  AuflO* 
mngfg^y        IMeeelb»  wM  nie«  baererfcefelllgt  eela»  we«i 

nan  eine  perlodleebe  ConeUnte  ^  «Angaben  kann«  welcbe Immer 

dUeeelben  Werthe  wiederholt,  welche  sie  in  dem  Zwi«ehenraame 
von  ^=0  bis  x=h  annimmt  und  welche  bekannt  sein  roa^aen» 
Um  diene  Aufgabe  an  luaen»  achreibe  man  die  gegebene  tiieicbang 

und  betracbte  ale  als  eine  Gleichung  der  beliebigen  Ordnung  än-f-l, 
iu  welcher  Jx  s=        J  pnrtikullre  Integrale  zu  erbal* 

ten,  setze  man  y  =  fl  ;  anr  Bestimmung  van  a  bleibt  als- 
dann die  Gleichung  0^"+^  =  ],  woraua  aichfuradie  2n-|-l  Wertbe 
ergeb»s 

I,  l^M-i,   

wo  unter  l*  der  Ausdruck  cos  2z;r-ft sin  2271;  zu  verstehen  ist. 
Die  Fenn 

C^(22^-l^^+  C.l»+C,l»  +....C.1*  (a) 
wM  Idee,  4n  M  te-f-l  mttUriibillcbe  i^Hediaebe  FeMÜnnen  fe« 
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M  ZeA/uss:  Einige  Funkte  über  äie  Bestimmimg  4er  Constanten^ 

enthält,  die  allgememste  sein»  weiche  ^  aonebmep 
kann»  so  das«  es  «ich  nur  ooch  om  die  Beatfmmiittg  der  parlodi« 

IM 

sehen  Functionen  C,  C  C  handelt.  —  Zuvor  setzen  wir  jedoch, 

was  unbeschadet  der  AUgemeinbeit  gescbebeo  kann,  die  letzte 

Constante  Cgieich  dem  Producte  C — pj^pji»  ho  beide  Factorea 

selbst  F  unctionen  von  ß  ^  sind.  N  u  h  der  Eingangs  des  vo- 
rigen Paragraphen  erwähnten  Eigenschaft  der  Function  ß  ist  aber 

Y  _{2irfl)£ 

— \i^tx)-  =1      *    »  Ao  dass  man  also  £uc  die  letzte  Constante 

•etien  kann  C  (2if4.n««l     *   •  Ebenso  kann  die  verletzie  Con* 

P—TT' 

stanfe  in  Cl  *  ongeeetzt  und  mit  dieser  Verwandlung  bfo 
an  dem  mittelsten  Gllede  fortge&hren  werden,  dessen  Constante 

(jjl  S  sein  mag.,  Snbetituirt  man  nun  alles  in  (a)  und  fasst 
allemal»  das  erste  Glied  ausgenommen»  je  iwel  Ton  den  'End* 
punkten  ^leichweit  abstehende  Glieder  susammen,  so  kommt  lam 

Vorscheine: 

+  ....[61Ä+C1    *].  (b) 
Schreiten  wir  nun  zur  direkten  Bestimmung  der  Constanten. 
Wir  integriren  beldeiselts»  wobei  wir  ^4?=.^^^^^  annehmen»  mlll 

erhalten»  da  C,  C»  dabei  eonstant  sind  als  Fonetionen^von 

.(2JI  +  I)ar. 

P  Ä  

« 

/»"T — 

Dfpses  Integral  nehmen  wir  zwischen  tlen  Grenzen  x  •\- h  und  j:; 
dann  lallen  alle  Glieder  ausser  dem  ersten  weg»  und  es  bleibt  i 
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weiche  bei  Inlegr,  der  endlickm  9tihmm3ten§§Mk,  t§H$tkm»  17 

t 

Aiif^eicbe  Art  bestimmen  wir  (X  Wir  aultipUcireo  suet^t  bei- 

_* 

4onettv  io  (b)  mit  1  *  und  iotegriren  dann  wieder  iwieclieB  den 
GmieD  x-^h  ttod  «,  wobei  ^«sj^j^pi«   Man  erhllt 

I  f 

C  bestiBUBt  flSdi»  indem  man  In  (b)  beidemelto  mit  1<  mnlti- 
plicirt  und  wie  niTor  verftlirt  Man  eriiäit 


Auf  diesem  Wege  iortlahrenU,  wird  man  noch  alle  übrigen  Coo* 
stanteD  bestimnien^  bis  zu 

Die  so  bestimmten  Werthe  der  Constanten  In  (b)  anbstituirt; 
gellen  nun: 

1  »(^-0 

9^i=ia:fi^s  * 

....  +  [1    *     4^1    ^]].  (C) 

Setien  wir  jetzt  die  beliebig  grosse  Zahl  n  nnendlldi  gnws  vei^ 

k 

ans,  so  gebt  das  bestimmte  endliche  Integral  JB,  wobei  ^«s^jjq^» 


10  ein 


über.  Zufolge  einer  P^übernoga- 

X 

forme!  j  weiche  nm  no  geoanere  Resultate  liefert,  je  grosser  it  ist, 
bat  nao  oemlicb 

y*    ÄOö* = ästi  ^^*+ 2irTi    +*-o)  -  A*+o)i 

HO  man  zugleich  auf  den  Fall,  ildnH  /{()  für  tz=zx,  mithin  auch 
wegen  der  Periodicität  für  t-^x-^-h,  uostetig  ist»  Rücksicht  ge- 
nommen hat.   Es  ist  also  auch: 

Tk«il  XXYU.  t 
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2» 


Setzt  man  in  fi[e?*€r  Formel  für  f^f)  den  lo  (c)  imter  dem  Zeicheu 
£  beiiadiicbeo  Ausdruck«  so  bat  man: 


oder 

,  ^=  ?  /  '  f/fri-i-....n 


Da  in  dieser  Formel  der  unter  dem  Integralzeichen  begriffene 
Tbeil  periodisch  ist  mit  dem  Umfaoge       so  hat  mao  auch  eod- 

x—t 

Beb,  wenn  mau  ^gleich  für  1  ^  deo  irüber  aogeoommenen  Werth 
^-^ — -i-iäü — ^ — ^  setst: 

^        o  o  - 

e  o 

•In»  Formel,  in  welcher  der  Tbeil« 5r«4o—^«-o  ▼erechwindet,  so 
eil  y  stetig  ist 

^  Wm  kann  hier  nicht  in  unserer  Absicht  liegen,  diese  von  Pois- 
•on  soerst  io  obiger  Gestalt  aufgeführte  Reihe  Fourier*« 
aiber  am  beieachten  «der  auf  einige  Pankte  der  Entfrickeking 
kritisch  einzugeben,  de  es  sich  nur  darnm  handelte,  xa  neigen, 
wie  ilie  endliche  DIfferensenrechnung  selbststSndig,  und  nur  aaf 
ihr  eigenes  Princip  geetftzt,  suweUen  mit  leichter  Mfihe  Resiil> 
täte  liefert«  die  mao  soobt  öfters  nur  auf  Umwegen  erzieit.  * 

^  1  •  d.  h.  der  io  einem  Brache  ^  enthal- 
tene Bruchtheil,  kann  aus  der  letzten  Gleicbung  ilaJuf^ij  abgelei- 
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M  w«i4eo»  diM  OMB  jr  =  j  satit;  dran  innwlMlb  des  lotanrftllos 

voa  0  bw  A  stimmt  die  erwihoto  Fnoetioii  mit  j*  UbeteiD.  Mcn 
Met 

welelier  Ansdnieic  jcdeci»  da  tify  fSr  |sO»  1,  d....  neeletig 
wird»  fiir  elMo  diese  Wsrtiie  tieeli  mn  10}(0)— i  «« 
▼etmehreo  ist» 

}.  a 

Die  endliche  DiffereDtemmbnang  kann  in  sehr  vieien  Fällen 
wie  die  PiU^rentialrechnung  aar  iknflOsung  von  Aa%shen  beiHitzt 
werden,  wenngleich  die  Auflusungen,  welche  sie  liefert,  mit  perio^ 
ditehen  Constanten  behaftet  sind.  Üiese  i^Cnnen  im  Alti^emeinen 
nor  ivestimmt  werden,  wenn  der  Laaf  der  durch  die  Gleichung 
ysjf;,  dargestellten  Gurre  in  dem  Interrall  Ton  :rssa  bis  x^a\fäk 
hekaont  ist,  wo  a  ein  belmnnter  Werth  von  n  die  Ordoonf 
der  am  integrirenden  Differensengleicbung  ist.  In  der  That  kunnen 
die  s  periediscben  Constanten  an«  den  n  Gleichungen  bestimmt 
werden,  welche  man  evhfilt,  indem  man  fai  der  Anfldsung  fülr  m 
nach  einander  die  Werthe 

.   *(i«-i+p(f)) 

setzt 

Allein  der  Lauf  besagter  Curve  wird  in  den  wenigsten  Fällen 
innerhalb  gewisser  interTalle  bekannt  sein.  Die  Bestimmung  der 
Constanten  Imnn  also  im  Allgemeinen  dann  nur  gelingen,  ipsna 
sieb  dieselben  auf  absolute  Constanten  reduciren;  in  welchen 
FUltn  man,  wie  In  der  DliFeientialreshnang»  nur  ebsn  so  viele 
Einselwertbe  ¥00  y  so  kennen  braucht,  als  imbekannte  CoQstan< 
tan  Terbsttden  sind«  Wie  man«  wenn  diese  fiberhaupt  der  I9atnr 
d|v  AofjiEabe  angemessen  ist,  die  periedsacben  Coostonten  anwelr 
len  als  absolute  nachweisen  kOnne,  sollen  -  nun  die  folgenden 
Anfgaben  lehren. 

{.  L 

Aufffahß.  Wir  haben  uns  frflher  des  Ausdruckes 

' — ^  =:co82/;?u;  bedient  VV  te  ist  diess  zu  rechtfertigen! 
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3Ü  Zehfu9$:  Einige  JPunJUs  Mer  äie  Bestimmtmg  äer  Comtanten, 

Man  betraclite  die  Formel 

co8(a;-f  2A)— 2ci>s  Aco8(jr-f  A)  -f  cos^r  — 0 

•It  endlicbe  Differeniengletchang  fSr  cosdr,  so  wird  man,  nach- 
dem man  die  beiden  partikulären  Integrale  gefunden  hat,  setzen: 

co|i4P=  ^^(V^  *  (caa A + »sin A)*  +  * + ^)  * 

Um  nun  die  Constanten  als  absolute  nachzuweisen,  bemerke  man 
vor  Allem«  dass  cos;v  =  cos( — a:)*   Hiernach  entsteht 

Differenzirt  man  hier  beiderseits >  wobei  man  ^a^h  nimmt,  ao 
luMnmt: 

HIernaeh  ist  jetsts 

S  X 

co«d:=:C-/*x.(co8Ä  +  tsinA)^-|-  (cos/i  +  isinÄ)  *. 

Kl)  K-h) 

Da  h  TSllig  willldlbrlich  ist,  wird  dieser  Ausdruck  sich  nicht  ver* 
Sndem  dflrfen,  wenn  A  in        übergeht.   Die  diesem  Gedanken 

entsprechende  Gleichung  liefert  aber,  da  sie  sich  in  zwei  Facto- 
ren  zerlegen  lässt: 

Somtt  ist  j«ttt 

cosÄ  =  ^^1^  [(cosÄ  +  isinÄ}^-|-  (cosA  ^  iäin  A)  (1) 

Sobstitalrt  man  endlich  die  ni^ch  dieser  Formel  construirten 
Wertbe  der  Gesbns  in  die  Formel  cos2drs52€os*j;^l,  so  kommt 

2^^(*)*3U^<**'*  +  »siuAj *  +  (cosA  +  isinAr 

=^(»'  -•• 

Differenzirt  man  hier  beiderseits,   wobei  man   wieder  dx:szk 
nimmt,  so  resuitirt 
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BBd  dim  in  die  ToriMTgebende  GieicboBg  wlNititiilrt»  liefert  eed» 
lieh      «V  =  -f-     weil  io  (1)  fUr  x^O,  co«4P=l  werdeo  miMe* 

Mit  dieerai  Wertiie  tob  C  Terwaiidelteicb  nno  die  Gleiebnog  (1)  ia 


Seilt  man  bier  ge^^nt,  AsÜU(»,  eo  kommt  die  am  Eingänge 
erwibnte  Formel  som  Voracbein.  Dieselbe  Gleiebnng  (S)»  In  Be- 

tilg  auf  (cosA  4-  teini)^  aofgelOet»  liefert  die  Meivre*ecbe  Formel 

k 

cosÜ -I- Mn  A  s  (eeedp -1- 1  ^  » 
welche  eomit  Air  jeden  Werth  dee  Exponenten  bewieaen  iet 


j.  5. 

Aufgabe,    Die  reducirte  kubische  Gleichung 
aaftnlOftelb 

Mau  denke  sich  die  drei  Wurzeln  einer  periodischen  Function 
von  n  entsprossen;  der  Art,  dass  allemal,  weno  Xn,  ^^»fi,  Xn^% 
drei  Auflösuni^en  sind.  .r«=^n+3,  .rnfi  =  a:n+4 —  ist,  wie  dfco- 
te«  ecbon  hei  dem  eiutachttten  Falle  a»^=\  etatlfiodet»  wo 

2n»  .  .  .  2ftflr 
d^iis  coa—g-  + 1  ain-g-» 

Ana  der  DlfferenaeBgieicbaiig  ^»|>t*<-a%sO  folgt  aber 

«         a»  8» 

wo  A,B,  C  Functionen  von  oder  solche  sind,  die  sich  nicht 

wenn  h  io  n-^  i  übergeht«  £b  iblgt  ouo>  wenn  ^ft=l* 

o 

I^QD  ist  aber  auch  S^^ä^n^  £r(,-\- -\- x^z^O,  weil  die  Gleichung 
eine  redncurte  iat  Alan  iat  C=0, 

Dm  Qmdnift  ven     gibt  «wi  mio  einea  Aiiadracb;  vm  der  Fomi 


i^iy  j^Lid  by  Googl 


ft  Z€Mfm§9:  &Hiffe  Funkte  üäer  äie  BtUfwmung  Orr  Cm»SmHH, 

ülau  lüt  wieder^  weuu  mau  iiitegrirt: 

•  •  *  * 

0  ■       o        1  % 
Endlich  ist  noch  j;^  von  der  k  oim 

n  9m 

also  i&t  auch 
d.  b. 

xl+x\+s\=z^3^Z(A*+B*h  oder  A^B^^^r. 

HSit  man  diese  Gleidrang  znsammen  mit  A*B^  =s  — 
findet  man  il.  wtd  B.  Man  bat  «}ao  eodlicb 

fr  jede  beliebige  ganze  Zahl  Torstellt.   In  diesem  Au^druc 

kann  man  noch  für  P  seinen  Werth  i  ( —  1  +  iV3)  setzen.  M 
«ieht  leicht  ein,  dasa  man  aui  tliesetii  Wege  die  schon  von  L 
grange  angenommene  Form  der  Wurzeln  einer  Gleichung  pi 
Gradea  beweiaen  könne: 

9 

Aufgabe.  Deii  Schwerpunkt  einea  bomogao« 
Kreiabogena  zu  finden. 

Die  Existenz  eines  Schwerjiunktes  voiaussjesetzt,  go  wl 
derselbe  auf  dem  Hadiua  CO  (Taf. I. Fig.  1.)  liegen  imisseo,  wi 
eher  nach  der  Mitte  des  ganzen  Kreisbogens  2$  führt.  Dur 
•eine  Entfernung  CO  vom  Mittelpunkte  wird  alao  dieaer  Schiv< 
fMbt  O  ir«Hig  baatlftflit  aaio.  Dliaalba  iat  anMr      dm  JR 
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cliof  r  auch  von  dem  halben  Centriwinkel  x  abhängig,  und  wird 
also  =yx  gesetzt  werden  kSnnen.  Betrachten  wir  nun  die  Schwer- 
pookte  p  der  beiden  Hälften  t  des  ganzen  Kreisbogens :  Sind 
dieselben  durch  die  geradlinige  Kante  pp  zugleich  unterstützt, 
•0  wird  aaeh  der  ganze  Kreisbogen  in  Ruhe  sein,  was  nur  statt- 
finden  kann,  wenn  sein  Schwerpunkt  unterstützt  ist  Es  liegen 
demnach  die  drei  Schwerpunkte  p»  O,  p  auf  einer,  wegen  der 
Symmetri«  der  Figur  fibercUeM  anf  CO  ««okrtchtdo  Geradea.  Hiar^ 
M  folgt: 

CO  SS  Q».  cos  g>» 

odoTj  da  Q?=jf|  geaetst  irerdoa  kana: 

X 

a  * 

Cm  dieao  Gleichung  in  eine  gewuhnfiche  linelra  Hiitreoten^M» 
dMiag  sa  varwandeln,  reicht  «a  bin»  a«tiaa  «ad  dam 

la  da»  Lfl^Ufafflaa  ibcf  aqgaben«  Man  arhitt 

=        +  lcos(2«-»). 
oder  wohl,  wenn  man  n  mit  n-f-1  vertauscht  und 

■etit: 


■  sin         - '  sin  Ci«)  ^     ^*  sin  (2») 

Iftarana  Mge  dittcb  lolagratloii? 

Indem  man  jct>^t  wieder  zu  den  Zalilcn  übergeht  und  zugleich 
den  Werth  vuu  ^  =  2**  herstellt,  bat  mau 


sin  j? 


sin 

Uai  iBe  Constante  C  a|a  .abaolnta  nachzuvralaon,  genflgt  aa.  In 
dieser  Glaicbaog  för  ar  zu  «etzeo:  4^.2-^,  im  k  alne  gansa  an* 
aadlicb  groaao  Zahl  voratellt  Man  arhilt  aladaaa»  da 
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14  Zsäfm$$:  .Eiai$^  FuMkU  über  Mß  BuUmmuMg  äär  CBnUauUm, 


'Ml 


»  « 


onii  da  ffs  für  uneiidilch  kleioo  KroUbOgen  immer  mehr  mit  dem 


Rftdla«  öbereiokommt»  io  ist  C^^r,  also 


8-7. 

Aufgabt*  Den  Flächeninhalt  eines  spbftriscbeii 
DreieclEes  sv  finden.  Da  sieb  jedes  schiefe  Dreieck 

in  zwei  rechtwinklige  zerlegen  lässt,  so  wird  üicii 
0.i|jr..upi  deu  Inhalt  solcher  haudelu. 

» 

In  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  nnx  (Taf.  1.  Fig.  2.)  ▼etiln- 
gere  man  die  tiypotennse  und  die  eine  Kathete  an,  so  enti^tefit 
ein  KugeUueleck,  iu  zwei  Dreiecke  zertheilt«  weiche  die  Witikel 

a  nnd  ^  gleich  haben  nnd  nur  in  den  dritten  Winkeln  x  und 

«-—07  von  einander  dilferiren.  Setzt  man  also  den  Inhalt  des 
einen  Dreieckes  =  yx»  eo  wird  derjenige  des  anderen  durch 
yn—s  ansgedrfickt  sein,  nnd  da  sich  beide  zum  Kngelswelecke 
ergänsen«  so  hat  man  die  Gleiehong 


Diese  wird  durch  die  Substitution  9z=:^ \)*  in  die  gewGlm* 

liehe  DifferenzeegleichuDg 

fibergefiihrt«  deren  Auflösung  ist 
oder 

TTm  die  wiükiihrliche  Function  <p  noch  naher  zu  bestimmen« 
verlängern  wir  die  beiden  Eatbeten,  Die  entstehende  Vierteis- 
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kogel  (Taf.  I.  Fig.  3.)  zerföllt  alsdann  in  zi%  ei  rechtwinklige  Drei- 
ecke, (leren  Inhalte  bezäglich  durch  jfx— «,  sr-^s  darstellbar 
tfiaiL  £•  fiodst  denmach  die  Relation 

atfttt,  d.  h.»  wenn  mao  obigen  Werth  vod  ff  mibelitiiirt:  * 

l(ar-|)  l(*-f) 

/'-[(ZI)")  '^^f't*""*»* 

Diese  DMereDseegleichang  in  Besag  ftof  ^(«}  nCliflgt  mia, '  an* 
folge  elnea  schon  mehrmals  angewandten  Verlkhreas  (sun  würde 

sa  Mtaen.  HIenatt  wM 

Da  nun  iler  Inhalt  y  derselbe  bleibt,  wenn  x  und  a  unter  eitfao- 
der  vertauäcUt  werden,  so  i«t: 

Da  ferner  a  und  ganz  unabhängig  von  einander  sind,  so  kann 
man  hier  x  mit  n—x  vertauschen,  wodurch  man  erhält: 

•  ■ 

Ute  Simnie  der'  beidea  totsten  Glelehnngen  gibt  endllcfa; 
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DieMr  Werth,  In  (1)  rabatitairt,  üeTert  mm  a«cli 

l(a-|) 

7t 

•a  da«6  man  eutiUch  das  Resultat  y  =-T^(a-\- x haU 

Fällt  man  Ton  der  iSpitze  des  grüssten  Winkels  b  eines  schie- 
fen  Dreieckes  ein  Perpendikel  auf  die  gegeoflbmtebeiide  Seite. 
60  zerfailt  das  Dreieck  lo  swei  rechtwiaUige^  y  und  y^,  der  Win- 
kel 6  in  xwei  Theile  x  und  Xi ;  ist  also  e  der  dritte  Wiokel  des 

Dreieckes«  so  ist  y^r^{a-i-x — gJ*  ^i=*'*(<?+^i"~2^» 
die  Fl&cbe  des  scbiefen  Dreieckes  y  ^  yi  ^  r^ia  ^  b  ^  c  —  n). 


5.  8. 

Aufgabe,    Die  Resultante  zweier  crleicheu  Kräfte 
p  =  p'  zu  finden,  welche  einen  gegebenen  Winkel 
einschliessen. 

Um  den  Satz  vom  Parallelojiraiiim  der  Kräfte  zu  beiveisen, 
reicht  es  hin,  zuerst  obigen  Fall  zu  betrachlen.  Da  die  von  der 
Spitze  eines  recht\\  inkligen  Dreiecks  narli  der  Mitte  der  Hypote- 
nuse Lrezorrene  (ipiade  zwei  i^leiclisrheiikliiie  Dreiecke,  Hälften 
von  iiaut'^n,  erzeugt,  so  er^^iijt  sich  dann  hiebt  ein  Beweis  für 
rechtwinklige  Composanten,  von  denen  aus  der  Schluss  auf  schiele 
bekannt  ist.  —  sei  nun  die  fragliche  Resultante  der  heideo 
gleichen  Kräfte  =yM,pf  so  ist  klar»  dass»  wenn «  coDstant  bleibt» 
die  Seitenkräfte  p  aber  fimai  so  gross  werden,  auch  die  Resul- 
tante den  ft&chen  Werth  erhält;  dass  ebenso  die  Resnitante  nur 
den  mten  Theil  so  gross  ausftllt,  wenn  die  Componente  p  nnr 
den  mten  Tbeil  ihres  vorigen  Warthes  hat,  wehshes  sich  dnrch 
die  indirecte  Beweisart  aus  dem  Vori^^en  ergibt,  und  dass  end« 
lieh,  vrenn  man  die  beiden  vorigen  Schlüsse  zusammensetzt,  die 

ttfsultant^  fiTMi  wird,  wenn  p  to  -p  äbergebt  Hier- 

e 

ans  folgt  ^^sn^yji^y,  was  auch  a.  sei»  mitbin  fifr  as^« 
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9ä,p^p.pß^,^        #  wiOkfilHrlicli  ist»       Hüiin  wk  at  te 

Die  RLsultante  ist  folfHich  gleich  dem  Producte  der  Kraft  p  in 

eine  Function  von  x.  Um  diese  zu  bestimmen,  bringe  man  io 
der  Hichtung  der  Halinrungslinie  qq'  (Tat.  1.  Fig.  4.)  des  Winkels 
2x,  aul  welche  die  Resultante  Hlllt,  die  zwei  gieicbeo  Kräfte 
q=.q'=p  ■=  p' ,  und  in  der  eiit^ei;en gesetzten  Kichtuiig  p:eiiaa 
dieselben  kr;ilt('  — qz^—q'=p  nr»;  so  ist  die  Resultante  unver- 
ändert geblieben.  Älan  kann  nun  abi  r  q  mit  p  zu  r,  <y  mit  p' 
7.U  t'  zusummcnsetzen ,  so  dass  die  Resuitant«'  tier  beider)  <zlei- 
cheo  Krälte  r  durch  T.t/^x.i  ausgedrnrkt  werden  kann,  wobei 
noch  für  r,  als  Resultante  von  p  und  q  :=zp,  p»$flx,i  gesetzt 
werden  möge,  so  dass  die  Resultante  von  r  und  r'  —p.yy^^^x^ 
ist.  Da  nun  die  Krnftf  — q,  — q*  —  V  Verl»uidiing  mit  der 
Resultanten  von  r,  r'  die  Resultante  der  ui>ipriinglicben  KraTle 
PtP  iäogs  qq'  susamueosetxeo,  so  folgt  die  Gieiciiuog: 

Um  diese  Gleichong  zu  lu«eti,  sebe  mia  j^ss*^^  aai  ifrtHlo 
das  Resultat  der  Substitatloo  in 

Darefa  EUmiitaiiün'  von  <  eriiäit  man; 

«l»«.f>— (I  +  «i»*)x,  4^X2s«ssO; 

durch  Aaflusung  dieser  quadratischen  GLeicbuDg  für  2,  stüsst  man 
aul  die  zwei  Annahmen: 

%s^%^  und  >j;«.2;s*=l> 

welche  beide  ddceh  Üebergang  so  <leii  Legttrttlinien  und  Sabeti- 
totioo  von  SS  2^  SU  gefvObolichen  lin^reD  DifferenseapUfclMi^ 
gen  führen  9  end  wobei  man  nicht  vetgessen  darf,  der  Allgeniein- 
hett  halber  11  =:       wm  «eisen.  So  dndeC  man  Air  z  xwel  Fennen« 

welche  mit  Berücksichtigung  des  Wertbes  von  und  ys=;i-f.| 

llefem: 

1)  ^=:c<'w +         o^ej  ^=s2cosCr 

und 

•>      ■  »  *' 
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WO  C  eine  periodische  Functiou  von       uodii;  eioe  beliebige  gaoze 

Zahl»  welche  Jedocb,  die  zweite  Form  voa  f  aaela  geediriebaii 
werden  kann: 


aof  einen  der  drei  Werthe  0,  1,  2  beschränkt  werden  kann«  von 
denen  man  aber  auch  sogleich  den  Werth  2  ausacblleesen  kann» 
denn  ee  lat 

 C\a?Hl)i2 J  =  cosl  -j-  +  Cia;(— 1)12 J, 

d.h.  es  kommt  tnr  A'  =  2  dieselbe  Form,  wie  für  k=l  zum  Vor- 
schein. Es  blieben  uns  also  im  Ganzen  noch  die  Form  1)  und. 
die  beiden  für  A  s=  0,  ^  =  1  geltenden  Formen  von  2)  für  y  übrig» 
im  Widerspruch  mit  §.1»  wo  ^vir  faodeot  das«  die  Gteichang 
ys^yyt^ — 2  dem  Exponenten  2  zufolge  nur  zwei  wesentlich  ver* 
aehiedene  AuflOaungen  haben  könne.  Dieser  Widerapruch  lOat 
aieb,  wenn  nun  bedenkt,  dasa  In  der  Tbat  die  Form  3)  fflr  kzstO, 

Ii 

nemlieb  2coa[C:r(— ^1)19]»  auf  die  Form  1):  2co8(C^)  zurOck«- 

kommt,  denn  der  Ausdruck  ( — 1)19  >  welcher  nrsprflnglich  dazu 
beatimmt  war»  sein  Zeichen  zu  wechseln,  wenn  a;  in  2a;  Qbergebt» 
btiast  diese  Eigensebaft  ein»  wenn  er  unter  dem  Zeichen  cos  alebts 
•r  Ist  demnach  bei  geaagtem  Uebergange  &la  constant  zu  betracb* 
ten  und  verscbmIbEt  mit  C.  —  In  Uebereinstlmmung  mit  unserer 
Theorie  haben  wir  also  nur  zwei  weaentilcb  unterschiedene  Aiif- 
lösangen : 

1)   y  =  2cos^+Cir.(— 1)12^ 


oder  auch 


wo  C^i^^)*  Diese  Form  Ist  unstatthaft,  well  fttr  xs! 

wenn  n  ins  Unendliche  wächst,  die  Hesultante  zweier  paralleler 
Kräfte  p,  =z^p  ausfallen  mSsste,  indem  C  denselben  Werth 
behielte,  also  lim  6^=0  wäre. 

%  y=3cea(j^(/3'^)). 
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weiche  bei  Jniegr,  der  endUcheu  Differen^engieick,  eingehen. 

Uro  die  Fanctioo  tp  näher  zu  bestimmen,  bedenke  man,  das« 
iieselbe  Resnltante  zum  Vorscbeio  komnueD  ma«s,  mim  om 
In  inoliiiiiit  Also  wäre 

co«[(jr+2»)<pOj'^^-^^)]  =  co8[jr9)03'|)] , 


«itbin 


'o  k  eine  gewisse  ganse  Zahl.  Das  obere  Zeichen  kaim  nao 
ideDliills  oiebt  stattfinden,  denn  die  Gleichung,  als  Diferensen* 
leiehoag  betrachtet,  wfirde  geben: 

\x  Dt!  SC 

albirt  man  diese  Gleiciiung  und  nimmt  dann  2jr  für  o:,     hat  man : 
wäre 

X  sc  T 

+  sin^ .  1/^  (P  ^  =  J  810  ^i^tf 

»tzt  man  aber  hier  x -{-2%  für  .t,  so  hat  man  ein  liesultat,  wei- 
tes dem  Vorhergebenden  direct  widerspricht 

Nimint  man  dagegen  das  untere  Zeichen  und  betrachtet  irie- 
$r  die  Gleichnng  als  endliche  Diffeieiuengleichiing»  so  hat  man 

»tzt  man  2"^  für  x,  so  kommt: 

mkt  man  sich  die  ganse  Zahl  n  unendlich  gross,  so  wird  ^ssil:, 
IG  endlich  yss.2peüBkx.  — ♦  Wftre  nun  nicht  it  =  ],  so  würden 

'ei  Kräflte»  die  einen  Winkel     einschlössen,  also  nicht  in  einer 

raden  Linie  wirkten,  sich  aufbeben  müssen,  was  unmöglich  ist. 
i  ierner  ^pcOAX  die  Diat^onaie  der  Raute  vorstellt,  welche  einen 
inkel  zwischen  den  Seiten  p  hat,  so  ist  hiermit  der  Satz 
m  Paraiielogramm  der  KrlLfte  bewiesen. 
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III« 

Beiträge  zur  Geometrie. 

Von 

Bern  Äump^ 

Frofaisor  am  Gjiiiiia«lnBi  m  Co««fel4. 


h 

Sytithetiscber  Beweis  de«  im  25.  Th«ile  S.  23i.  de« 
Archivs  mitgetheiiten  Satze«»  nebiit  einer  AuvrenduDg 

desselben. 

[)er  «m  «itfrtfOhrfeii  Orte  aufstellte  mid  avf  «nalytiscbeiD 

Wege  entwickelte  Satz  erscb^int  um  se  beachtenswertber«  da  er 

einen  geometrischen  Ort  enthfilt,  der  bei  manchen  Dreiecksauff^a- 

ben  mit  Vortlieil  ai)i;e\vaii(it  vverrlen  kann.  Es  nn'iire  daher  eine 
rein  &yiiÜieti>ciit!  iiehandlun»^  (Iess»»ll)cn  lunl  die  ^achvveifiillig  dea 
geometrischen  Ortes  hier  eine  iStelie  ünden.  * 

1.  Lehrsatz.  Ist  eine  gerade  Lii»ie  AD  (Taf.  1.  Fig. 5.)  in 
den  Punkten  ß  und  C  so  getheilt,  das»  AC  die  geometrisch 
mifffere  Pioportionnle  zwiiüchen  AH  und  AD  bildet,  und  wird  dann 
ans  A  mit  AC  ein  Kreis  Heschriebeii:  so  verhalten  sirh  die  Ent- 
fernungen jedes  Pfinktes  E  dieses  Kreises  von  dea  Punkten  2^ 
wd  ilp  wie  ABUa 

Beweis.  (1.)  Beschreibe  aas  A  mit  dem  Üadius  AH  einen 
Kreis,  welcher  die  Eß  in  F  «ciioeidet,  und  siebe  AF  oad  ^i^^ 
Nna  iai»  da  ACssAE,  »Mb  der  Aanabme: 

AD:A£:=AE:AB; 
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und  da  auj»serd«m  ^DAE  —  /^EAB,  so  Ut 

ttnd  da  noch  ^ABFt^jLAFB,  ood  fblglieb  ^EBBrn^AFS 
ist,  so  Ut 

folglich 

£B:£JJ:s:iAj!:At:, 

d.  b. 

(2.)  Ist  in  der  Poripherio  des  mit ilCbeschriebenon  Kreises 
ein  Pookt,  s.  B.  Ei»  so  angenommen,  dsss  die^i^T  den  mitil^ 
beschriebenen  Kreis  erst  in  ihrer  Verlängerung  (in  Fi)  irlttt,  so 
siehe  mani  wie  oben,  die  entsprechenden  (Iiiir^linien,  und  es  wird 
sich  mit  einer  geringen  Abfindernng  derseibe  Beweis  hersosstellen. 

(3.)  Liegt  ferner  der  Piinlct  in  so,  d.iss  E^B  Tangente 
dps  mit  AB  besclirleljf nen  Kreij*e«^  wird,  so  e;ilt,  wie  man  leicht 
sieht,  auch  hier  eio  dem  obigen  entsprechender  Beweis. 

(4)  Dass  endlieh  unser  Sats  auch  für  die  beiden  Pnnkte  C 
und  Ci  gelte,  ergiebt  sich  einfach  in  fegender  Weise.  Da  nftm- 
Beb  nach  der  Annahme 

AD:,AC=^AC:AB, 

so  ist  auch 

{AD±AC)i{JC£Aß)=:  ACiAB; 
und  dies«  gibt  bei  der  Subtraction  der  Glieder: 

CJ>iCB^ACiAB, 
und  bei  der  Addition  derselben: 

CiBiCiB^ACiAß.  .  . 

2.  Lehrsatz.  Es  sei  7?C  (Taf.  I.  Fici. 6.)  die  Grundlinie  ^ines 
nicht  gleichschenkligen  Dreiecks  und  JJ  der  Fusspunkt  der  deo 
Schpiteliviiikel  desselben  hatbirend Transversale,  wohüi  BD<^CD 
•eio  soll.  W  ird  dann  in  der  über  B  hinaus  reriangerten  Cß  der 
Punitt  A  so  bestimmt,  dass  sich  D^B :  D^C:-=  DB :  DC  * 
nnd  dann  über  ViB  als  Üuichmesser  ein  l^els  heHcliricbi 
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ist  dieser  Kreis  der  «geometrische  Ort  für  die  Scheitel  8.iiiiintli(  her 
Dreiecke  auf  der  (jruritHiiiif^  /iC,  bei  welchen  «lie  durch  den  Punkt 
JD  zum  iScheitei  gezogei^e  Transversale  den  «Scheitelwinkel  halbirt« 

Beweis.  (1.)  Man  nehme  irgend  einen  l>eliehijfen  Punict  A 
des  Kreises  als  Scheitel  des  Dreieck.^  und  ziehe  AB^  AD  und 
AG\  dann  ist  gemäss  der  Voraussetzung: 

d.  h.>  wemi  E  Mittelpunkt  des  Kreises  ist, 

{ED + EB)  i  (EC-k^ED)  =  (ED-^EB)  t  (EC—  ED)  i 

folglich  ist  nnrh,  indem  man  die  vorherj^ehcndf  n ,  dessgieicben 
auch  die  nachlolgenden  Glieder  addirt  und  subtrahirt: 

2EDi2EC=z2EB:2ED, 

also  auch 

EßiEDs^EDiEC. 
Mithin  ist  auch  nach  dem  vorhergehenden  Lehrsätze 

ABiAC^EB.ED^EDxEC 

=  {ED-EB) :  {EC—ED) 
^DBiDC 

•  ; 

f  ' 

Folgllcb  ist  auch  nach  einem  bekannten  Satze: 

^BAD^^DAC. 

(2.)  Die  In  Frage  stehenden  Dreiecke  können  auch  nirgends 
andersivo  ibreo  Scheitel  haben  als  in  der  Peripherie  des  angege« 
beneo  Kreises.  Denn  errichtet  man  DF±BC,  so  kann  zuoScIiat 
der  Scheitel  weder  in  dieser  Senkrechten  sellist,  noch  an  der 

rechten  Seite  dersielben  Heften,  well  dann,  wie  man  leicht  sieht, 
im  erstem  Falle  BD=DC  und  in»  zweiten  sogar  B Dy  JJC  scm 
mÜ8ste,  welches  beides  der  Voraiissetzuns?  uiderspi  icht.  Sollte 
nun  ferner  der  Sciieitel  auf  der  anileren  Seite  von  FD,  etwa  in 
G  liegen,  so  ziehe  man  GD,  welche  Linie  dann  den  über  DiD 
beschriebenen  Kreis  In  irt^end  einem  Punkte  H  schneiden  mus«, 
«id  ▼erbinde  B  und  G  mit  B  und  C.  Dann  Ist  gemise  des  ereteii 
Theiie  uneeree  Bewetsee  ^BHDss^CHD,  also  auch  ^BBG 
ssjlCHG.  Da  non  auch  ^BGH^  ^CGB  sein  soll  mid  GB 
=r  GB  ist,  so  wire  A  GBB  ^  A  GHC  und  folglich  BB  =  HC, 
idso  auch  BD  ^  CD,  was  nicht  sein  kann. 
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•    3.  Zusatz.    Statt  />i  in  der  Verlän^ronii;?  von  Cß  eA  h%- 

stimmen,  kann  man  auch  <iirect  iVie  Lage  des  IVlittelpunktes  E 

finden,  \venn  man  jBE  als  dritte  Pfoporüenaie  m  DC — DB  und 

DB  bestimmt. 

.  .  '  .  : 

i4^2usati.  Mll  Hälfe  dieftto  gMMtiiscktD  OrtM  iMM'skli 
mikn/tm  DraieelsMiirgtobeA  Mete,  i»  BL 

1}  Ein  Dreieck  zu  con$truiren,  von  welchem  die  Grandiinie, 
die  den  Scheitelwinkel  halbirende  Transversale  und  die 
Lage  des  Fusspuokts  dieser  Transversale  gegeben  sind. 

VMMfltaläff :  dar  b«M»  Mdenn  flMten  'Wl'ilt« 
SelMHel  soin  HalWniMntirirt»       GniadlM« '  gesogeiM 
TransTmal«  gagdbeo  sind« 


II.  T  • 

«  I 

üeber  die  iUDtfernung  der  Mittslpankte  des  amseliriftr 
benen  und  der  B«r6linio'gslcrei«e  bet  «loem  'Dreleekti 

Braelehiiet  r  don  Badins  des  ein^ni  Dfeiecke  aoMelirieWiien» 
^  dftn  HadliMi  dj»a  ekigeeebrlebeiieD  BMms  «ad  dta  Batferaaag 
der  Mlttelpaokte  beider  Kreiea:  aa  ist  bekauBtlieb  i{*ssf>.-o9r9t. 
Dieaen  aierfcwQrdigen  Safz  hat  Ealer  (Nev.  eomai.  Petrap^XI.) 
algebralaeb,  dana  Faaa  <NeT.  aet.  Petrop.  X.)  geematriach  bafrta- 
aen»  In  der  Folge  sind  (ik  deaselben  Sata,  aaro  Tbeii  mit  Hla* 
aasiehaag  der  ftueaeren  Berabrnagakreiaey  fiHr  welebe  elaa  äba- 
Bche  Relaflen  Statt  liadet«  oeeh  ni4breffa.relii  uftawebriadwiPaifieiab 
gaKafert,  aad  awar,  ao  viel  leb  webe,  Toa 

1.  Kaose  (Lehrbach  der  Geometrie  I.  S.  125). 

2.  Unger  (Crelle'a  JourB.IV.  and  Oager'a  Gaamatrie  das 
EakridS.377). 

.3.  Granert  (mathem.  WOrterbw  Supplen.  1.  S.  732.) 

4.  Jacobi  (in  dessen  Bearbeitung  yon   van  Sivinden's 
■  •     Geometrie  S.  237).  •     .   .  .     .  ^  . 

5.  GrOson  (Cr eile's  Journal  X.). 

0.  Nanck  (Programm  des  GymnasiuMs  zu  Sehleaslagen  toAi 
Jabre  1840). 

ThflUXXYU.  8 


i^iyui^Lid  by  GoOgl( 


!■  deit  folgendMi  Zöllen  habe  ich  dctwcfctu  Ge{»envtMi4  ctai* 
'CeiIIs  raia  gcometrwch  behandelt     Ich  hoffe,  ^tam  skk  di«  B»* 
baacHinigsweise  durch  Elafaclilieii  und  Klarbek  taif fcUea  nM. 

1.  Lehrsata.  L  Verlängert  man  in  einem  Dreiecke  AfiC 
(Taf.  l.  Fig.  7.)  üe  einen  Wirkr^  BAC  dcMtlbw  Wbirende  Um 

bis  zam  Paakte  £  ui  4«t  PeripM»  d«m  Dreiecke 
schriebeaeii  Kreises,  mmd  kcaehreibt  ans  £  mit  EB^£C  einen 
Kreis:  so  Hegt  in  der  Peripherie  dieses  Kreises  erstens  der 
Hittelpnnkt  des  dem  Drtiecke  eingeschrkbeacm KxtiSts  und  «wei- 
te ns  der  Mittelp— kl  4m  zuischca  den  1 1  itlBpifi  n  SeHm  AB 
«ad  AC  \ie§mkm  iwerc«  BmAnrnffAniaes;  und  diese  Mittel- 
punkte Hegen  dennacli  dort,  wo  diMT  Knia  4Sft  4m  Wiakal 

n.  Verlängert  man  die  einen  Au^^senwinkel  BAG  eines  Drei- 
eck« ABC  balbirende  Linie  ADi  bis  zom  P"nkte  £|  in  der  Peri- 
pherie des  dem  Dreiecke  cmsjchriebenen  Kreises,  und  he>chreiht 
aus  Wlx  mit  EiB  •=  EiC  einen  Kreis:  so  liegt  tu  der  Peripherie 
dieses  Kreise-:  erstens  fler  Mii'-^l i^^  nkt  des!  zwischen  den  ver- 
längerten ^Seiten  HA  und  BC  lieiien<'en .  und  zw  eitens  di?r 
Mittelpunkt  des  zwischen  den  verlan<xort'  Seiten  CA  v.vÄ  CB 
liegenden  Hti««?*»r«n  Berührungskreises;  und  die  Mittelpankte  der 
genannt(M)  Beruhrungskreise  liegen  demnach  dort,  wo  dip«:er  KretS 
die  den  Aussenwinkel  BAG  ludbiiende  Ltioie  dnrciisciinetdet. 

Beweis.  La.  Ca  mI  O  d«r  MtlMyiait  dia  «lagaaeMcbe- 

 mr_-»  ■      «a,     »-fc  — A   *k  m\t  i      iil  ,i  K_   A    D  ^ 

aap  maiKHk  paawaniia»  ■nhi  nav  w  viasanawipaai  aa  ja*  v 
■rfl     ß,  tmA  Mkt  OB  wu4  OC,  aa  i«t 

=2/?-i(iJ  +  y).  (A) 

faiaw  itt  4m  mumm  ¥FlalMl 

« 

BEC^AR^BEC 

=ii2-(iS  +  y>.  (B) 

Aa*  (A)  und  (B)  ergiebt  sich,  dass  der  convexe  Winkel  BEO 
r^'lBOC.  Wird  also  aus  E  mit  EB  ein  Kreis  beschrieben,  so 
viird  ßOC  Periphecietvinkel  dieses  Kr^isd«,  uad  tolgiicb  gebt  der 
Kreis  durch  O. 


1.  b.  sei  Ol  der  MlttetpunfcC  des  twisehcn  d<eiv  ▼erlSn- 
ferteii  AB  und  AC  liegenden  fio^seren  BerffhrungskreiBe«;  Ziellt 
nmn  nun  Otß,  so  wird  diese  Linie  den  WinM  CBF  hatbifm 
önd  da  der  Winket  CBA  durch  balbirt  vvird,  die  Halbironga» 
Ikii^n  MEweier  Neberniinket  aber  senkrecht  auf  eiaaiider  slelHNit 
00  Mrt  OB  Ol  ein  rechter  Winkel,  und  folglteh  moss,  \renn  nia'to 
abs  E  mit  EB—EO  (I.  a.)  einea  Kreis  beschreibt,  .O^Oi  Perl* 
pherieiriBkei  dieses  Kreis«»«  irerd«n»  d«  k  d«r  Kiels  fliiMte  duMh 
0|  gvfaeoy  ifFa»  SRI  bewe'woB  war. 

r  IL  a.  Da  /^^.^  untl  DA,  welche  zwei  Nebenwinke  l  halbire», 
senkrecht  auf  einarider  stehen,  so  ist  EiAE  ein  rechter  Winkel, 
folglich  EiFj  Durchmesser,  also  auch  EiB=^EiC,  —  Es  sei  nun 
O2  der  Mittelpunkt  des  zwischen  den  verlängerten  J?^  und  ßC 
liegeiiiieii  äus^seren  Benihrnngskreises ;  dann  geht  die  den  Winkel 
ABC  Halbireiide  BO  in  ihrer  Verlängerung  durch  O^y  und  wenn 
niau  O^C  zieht,  so  u\uss  diese  Linie  den  W  inkel  AC/i  hfji^^ii^i 
aUo  Ut  O^CO  =  R  und  O^CB^Rf^y.   Nun  ist: 

=2Ä-(tf +  + 

=  4«.  '  • 

Es  Ut  aber  BEiC^  BAC=a,  und  folglich  ßEiC=:=2ß02C. 
Bveehreibt  man  ako  w»  Ei  mit  einen  Kreis,  so  \^rd  BO^C 
Peripheriewink«!  dieses  Kreises,  nnd  folglich  geht  der  Kreis  durch  O2. 

Der  Beweis  für  IL  b.  ergiebt  sieb  wie  bei  ].  b.  —  Dass  för 
dieee  beiden  Theile  ganz  wie  bei  L  a.  und  II.  a.  auch  eelbstettn- 
difta  Beweiiae  ^eütfeBt  watden  bSimea«  aiebtt  m^m  leiel|t^ 

Anmerkung.  Ut  A^-^C' gleichschenklig,  so  wird  Tan- 
gente des  urosebriebenen  Kreises,  und  foli^lich  {ü\i  £1  mit  A  lu- 
eanimen.    Das  Weitere  ergiebt  sich  wie  sonst.  * 

2.  Lehrsatz.  Es  sei  bei  einem  Dreiecke  der  Radiua  dea 
alnicbiiebeeen  Kreises  mit  r,  der  des  inneren  Berifliraigskreiaea 
mit  f ,  und  der  Abstand  der  Mitteipnnkte  beider  Kraiae  lott  ^ 
tnnm  der  Radius  eines  der  äassereo  Berdbmn^reiae  init 
and  der  Abstand  seines  Mittelpunktes  Toiii  Mittclpiinkte  dea  Im« 
aehriebenen  Kreiaee  mit      beeeichnet;  dann  iat:  # 

L  ^r^^^TQ, 

8* 
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Beweis.  L  E«  Mi  um  das  Dtcieck  ABC  (Taf.  f.  P^.  a) 
dhr  wirhrifhwn  Kfcis  gek^  and  ü  sei  der  Mittelponkt  demm^ 
tak  HbMrt  m  mm  dm  WUM  ^JC  Avdb  ^Ok  umI  dmMD 
llefca»iri«fcBl  H^ilC  d«db  O^O^,  wMb  EMmn^gMmm  dm 
msdirMMieB  Kfcb  in  £  bmI  £,  scfcaeiJc»,  sieht  iluin  ^IT, 
uDfi  EiE,  macht  ferner  EO=zE(Ji  =  EB  und  EiO^ 
::=EiO^  =  EiB:  so  Ist  nach  dem  vorhcrgelienden  Lehrsätze  O 
(]f.f  j^iiaeipunkt  d#r-  i::npren,  0| ,  O^,  O3  sind  die  Mittelpunkte 
der  äossereo  Beriibruagskrei^e,  unH  F. f<t  Durchinesser  des  um- 
•eiiriebenen  Kreises.  F?>n<»  r^^^.  OH  \^AB  und  ziehe  durch  O 
4m  DvchMMOT  Ffi^»  dann  ist  d  ^iiaoo ^  ^  A£»  nd  folglicli: 

also  auch,  da  Oid=^(fp  EiE^2t  uad  EB=.EO  Ist» 
uad  foigUcb 

«■d  Milhia 

— 2r^. 

IL  a)  Für  den  mw  Qg  besdiriebciM«  BeNIfcrDiigArei«  Olk 
O^üi  lilB  «nd  siehe  doreii  Jf  dl*  Sekante  Nm  ist 

^ÄH^OiCO i^EiBE^  md  foiglieh 

d.  Ik 
also. 

3r«i = JOiX £0i = €?i     X (/i=: 0|  +  illGi)  (üf    —  JfG|) 

=«  +  r)(d|-r)  =  rfi*-»«, 
mid  folglicli 

b)  Fiir  den  ane  0^  beachrielieiien  BeriHmagekieia  fiUla 
O^/Z^lilB  vnd  siehe  daich  If  die  Sebuite  O^G,  Dana  iet 
saoäcbst  H^A 0^=  O^ÄC^B-^  OAC  ond  fe^lleh  H^O^At=  oa C 
=  BAE  =  Mithin  ist  A  c\>  A  B^ü^A  u.  ä.  w.  wie 

vorher. 

Ebenso  ergiebt  sieb  der  Beweis  Alf  den  dritten  ineaeren  Be- 
fibningelnreie* 
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ämmp:  tieüräge  %uie  €€imuirt9*, 

Eio  Beitrag  tu  einer  ADaammlung  von  Beweiceo  Cdr 
d«a  pytbagoriUebett  L«brsals. 

Beschreibt  man  um  ein  Dreieck  ABC  (Taf.  1.  Fig.  7.)  den 
Kreis  AE^CEB,  balbirt  den  Winkel  BÄC^  v^llngert  die  Hai- 
binmgslioie  bia  E  In  der  Peripherie  des  umachriebeBeo  Kreises 
vd  zieht  BEi  se  ist»  vis  mui  isiebl  sidKt,  ^ÄBEo^X^DC. 
■sd  fslgfieh: 

ABiAE^ADiÄCi 

also  auch: 

vsAm-^ADxED 
zsAL^i^  BDxCik 

Nimmt  man  duo  das  Dreieck  als  ein  gleichschenkliges  an,  ssM 
also  ACrzAB,  so  ist  sseh  CD^BD  und  ADB  ist  ein  reditsr 
Winkel;  die  obige  Gleichung  aber  geht  fiber  in 

AB!^=zAI^'^BD^, 


i 
j 

* 
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der  ^eper*9diim  .loatogieii  ifairdt  CamitnistMiik 


«ü»  ^iw  ^  «liir  iMitiie  GZ„  «r#  aar:  «iift  Ora.  ^^eituL»  mm  Hl 

Ml  Winisei  .J^^  den  «unft  ■  iHiiimniiliiiiii  dia  Wnaeh- 


?lim  ABC  rr4CLfi9e.liu>  m  «^imcWs  DmecL  Mn 
^VfM«i»  in  «Uir  JÜCt»  ▼«Ii  AB  »  £  ü  «pkäcMw  LaA  aaf 


n'tMfutm  fhiiMktm  CTO  m»d  FEB  cf  büt 


CFiEr  s  ttmCG.mmFCG. 

t.*m  £f  B  ^f^EB.msk  FBE 
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und  der  Neider'  ucken  Auai^gieti  dur€ä  UfnstrucUon. 
luii  aber  bl 

W.  FC<7  =  90«- g, 


Iglkk  ImU  nmii: 

rt^s  Zweite  hst  «aiit  * 

MQ  CG  =  sio  Ci^«MD  CFG, 
düEBsBÜn  BF.^EFB; 

ihm  verbiftt  sieb 

«in  CCr :  sin  £B  =  sin  CF:  sin  BF 

=:  Bin  FBGi»iuFCG. 

mm  folgt: 

/a—ö\      C     .  /A^B\  c 
2)   sin^-^  )  cos  g  =8m^ — j— Isio^ . 

rlangert  man  die  Seiten  ßA  und  BC  über  /I  und  C,  bis  sie 
h  in  schneiden,  80  entsteht  ein  Dreieck  ACB' ,  in  welchem 
•  Winkel  B'  gleich  B  ist,  während  seine  übrigen  Stucke  sich 
iea  Sailen  uad  Winkeln  des  gegebenen  Ureieeks  aU  &u|>ple- 
nte  TerlMilMi.  Folgticb  bUiben  die  obigea  Formeln  auch  rieb- 
,  ireiiD  mao  statt  der  Seiten  und  Winkel  «•  C  ibio  S«^ 

■»■te  eioMtit  Die«  giobl: 


c 

sin 


2' 

4)  eoo(^^^sin^=»cos^^-2— j 


c 

cos  IT 


2* 

Hienivs  folgen  bekaDotlicb  die  Nepor'ocboo  Analogioa  4iif€b 
Mmu  Oabrifcaa  wivde  M  «lehi  msbivir  ociiit  dienlbBo  no- 
llilbtr  M»  dor  Figor  «bnloitoi».  -Beon  nm  bat 

taDgFi?  CG.iaa^FCG 
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40  Mtan:  EttUge  AuäewlUHffen , 


V. 

Einige  Andeutungen,  die  Quadratur  der  Hyperbel 

betreffend. 

/  \  Von 

Herrn  E.  Essen, 
Lehrw  d«r  Bfathenstik  und  Physik  am  Gyrnwifaiw  so  j|tMg»r4« 

Oer  Herr  Profesiior  .Grntiert  hat  im  ersten  Hefte  dee 
ffiefendswaDsIgsteii  Thelle  seine»  Archive  eine  elemeii- 
tare  Quadratur  der  Hyperbel  mitgetheiit,  welche  mich  tu  'eigenen 
UntereuchuDgen  Aber  diee  Thema  angeregt  bat^  Ich  erlaube  mir, 
die  gewonnenen  Resultate  mitzutheilen,  nicht  als  ob  meine  Arbeit 
nach  einer  solchen  Darstellung  noch  einigen  Werth  haben  könnte, 
sondern  weil  ich  vreiss,  wie  sehr  solche  Anregungen  in  der  Ab- 
sicht des  hochgeehrten  Herrn  Verfassers  liegen  und  mit  welcher  ISach- 
sieht  derselbe  auch  gelbst  schiracbc  Versuche  aufzumuntern  pflegt*). 

1)  Ich  verstehe  unter  Sector  einer  Hyperbel. eine  Figur«  welche 
^ntfl^eht,  w«nii*man  die  Eudpunkte  eines  Hyperjl^.elbogens  ^niit  4^01 
Mittelpunkte  verbindet. 

'  EiaasymptotischesSegmentsollein  Fh'ichensttickbeissen,  dasvoii 
einem  Hyperbelbogen,  einer  Asymptote  und  zweien  parallelen  Linien 
hfgrenst  wird.  Laufen  die  beiden  parallelen  Linien  dersweiten  Asym* 
ptote  parallel,  so  soll  das  Segment  ein  Hloimakiegment  genannt  werden» 

2)  Lehrsatz.  Aus  der  Gleichung  der  Ilyperhel 
Äy  =  i(a*  +  6^)  folgt  bekanntlich  leicht  der  Satz,  dass  ein 
von  den  Asymptoten  eingeschlossenes  Parnllelogranim, 
dessen  vierte  Ecke  auf  der  Hyperbel  liegt,  einen  cou- 
stauten  Flächeninhalt  hat. 


.  *>  Wa«  ieh  yqh  den  folgeniea  vorlfdriishen  AuiislBe  hslts»  Imb* 
Ich  seboB  im  Litoran  Beiw  Nr.  CHI«  i«  Allgemsbies  vorlAsig  asigi 
•prochen.  Wenn  ieh  die  obigen  Worte  Im  Eingnago  dieeoe  AnÜMtaee  habe 
«leben  laeeon,  to  iel  diee  nar  •geechehcn«  weit  eis  ein  neoea  Zeogsim 
von  dea  trelfllehen  Unm  Vorliiioem  Cmt  se  groaaev  Beacheldeaholt  ab- 
legen. Ich  kaaa  mich  durch  discolben  nur  geehrt  fohlen.  G. 
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die  Quadsraiur  dmr  Uyperttel  Hireffend,  41 

Dies  giebt  die  Grundlage  für  folgende  Behaaptong:  Ein  See- 
tor  und  ein  Nornialsegmeiit  über  demaelben  Hyperbelbogeu  haben 
gleichen  Flächeninhalt.   (Taf.  II.  Fig.  1.) 

Bevveis.  Es  8ei  ABO  ein  Sector,  AßA*^'  ein  Kormalseg- 
ment.  Abdann  ist  da«  Dreieck  O^il'  gleich  dem  Dreiecke  OBB', 
H-eil  beide  HSlfteo  gleicher  Parallebgramoie  sind.  Nimmt  man 
von  beiden  das  gemeinsame  Stück  OHA'  hinweg,  und  legt  sodann 
SU  jedem  der  übrig  bleibenden  Stftcke  da«  FÜcheostück  ABB 
hiDstiy  80  folgt  dM  Bebaupteto«  .     '   .  «i 

Z)  Lehrsatz.  Asymptotische  Segmente  swischen 
denselben  Parallelen  siod  gleich.   (Taf.  II.  Fig. 2.) 

Beweis.  Betrachtet  man  die  beiden  Segmente  AA'B'B  und 
aa'b'b,  so  leachtet  eio,  dass,  wenn  die  Bogen  AB  und  ab  «ehr' 
klein  sind,  man  dieselben  ab  zwei  Faralleltrapeze  ansehen  katio. 
I^un  aber  ist  nach  eiact  bekannten  Eigenschaft  der  Hyperbal 
AA'^9ti^,  BB'xoihb' ,  folglich  habe»  iMUe  Trapeze  gleichen  i». 
kalt.  Skid  nvo'awei  beliebige  Segmettte  zwischen  denselben  Pä^ 
ralMen  gegeben»  AA^VC  und  aa'e'c,  so  whrd  mito  dioMlkni  ämmk 
ParalleUinieo  in  «o  kleine  Theil«  serthellen  kennen ,  dann  dinael^ 
ben  als  Trapese  angeaeben  werden  können.  Da  aber  dieae  ein- 
seinen  Theile  paarweiae  einander  gleich  sind,  so  folgt»  daaa  did 
ganzen  Fignren  gleich  neiea*  Es  darf  ifoäl  nicht  beverkt  wer* 
den«  daaa  aich  der  Beweia  leicht  mit  grSsaerer  Strenge  ßlbren  lieaae* 

4)  Lehrsatz,  No rmalsegraen te  sind  gleichen  In- 
halts, wenn  ihre  Grenzabscis&eu  in  Pro^or.tioo  stehen. 
(Taf.  11.  Fig.  1.) 

Bewein*  .Wir  nehmen  an,  daaa  aleli  ytrlwlte  ' 

>♦  . 

OA'iOß'=OC'iOD', 

und  wollen  beweisen,  daaa  die  über  AfB^  nnd  CMy  atebenden 

Normalsegmente  gleich  sind. 

Man  trnge  die  Grenzabscissen  OA'  und  Oß'  auf  die  andere 
Asymptote  ab,  wo  sie  bezüglich  bis  a'  um]  b'  reichen  mügon, 
und  construire  das  Normalspgmeot  aa'b'b.  Dann  ist  dieses  offen- 
bar dem  Sei^ment  AA' B' B  conf;rnent.  Nun  seien  F  und  /  einer- 
•eita,  G  und  g  andererseits  die  Punkte,  in  denen  die  Asympto- 
ten von  den  Linien  cC  und  bD  getroffen  werden.  Dann  ist  weisen 
der  Gleidikelt  von  CF  und  af^  sowie  andererseits  von  DG  and  ^ 

A  CC'F^ aa'/,   A DB^G^bb'g, 
folalicb      •1*4»        ' .  .  s  I      '"■  ■-   »      »  1 


Digitized  by  Google 


43  Sttjsm:  Eimi§t 


«id  4er  v0mi6gesetsteD  Propoifiwi  andi 


i  Mte  Med»  CCFmtä  WG  ÜdUi.  CT 
HiMW  folgt,  4m  4b>5ig«nt  CDGF^kitk  4mm 
ScgaMt         aai.    Aker  wegen  4ar  Cwiftwwi  der  Pninha 
0CFm4  m^f^mmmim^etMßAseiMyGwmäWfm 


Zusatz.  Ist  abo  das  Normalacftiüeot  ÄA'C*C  4m  Dop- 
pelte VI»  M'BB^  so  verfallt  sidi 

O/T :  OÄ' =  OÄ* :  OC , 

4«  k  O^'  iot  die  mtdei«  PiopetfieMle  iwiichf  A'O  ««4  CO. 

'  tiBefmas  geht  efaie  Weitere«  Iwrret,  wie  cib  gcgeteeee  Rev- 
■alMfmeiil  AA'C^C*w^  halbiree  sei 

5)  FolgerumgßM.  Es  sei  A  (Taf.II.  Fig.  1.)  4er  8cbeitel 
cieer  gleicbeeitigeo  Hyperbel  mit  der  Poteox  t^:=£iii8,  weraos  her- 
▼eigefat: 

Alsdann  ist  aocl  ()  A'  ^  AA'  aleich  Ems.  TVnn  ^vird  es  offenbar  eine 
Ordiaate.  lii^  getien,  durch  «tlchc  ein  ^^orraalseirinent  AA'B' ß 
wom  FlächeniDhalt  Eins  ahireschnirten  wird.  Die  uobekanute  Ab- 
i^rtJise  Üß'  wollen  wir  der  Kützg  «regen  durcb  e  bezeichnen, 
Loupriebt  jm^  .die  Abecinse  QC  dem  FlieheeiabaU  ^wei»  «o 

OA'iGJ^ssOB'tOC» 
lel  AA'Ü  D  dreiaai  eo  greM  ale  AJf»B^  m  ha 
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die  QuaärMur  der  Uupe^bei  betreibend»  4^ 

0A'  :OJJ'=z  OC'iQD'^  -  ^ 

'  J 

I  Es  tet  ako  für  alle  Aboci— «werttws  «Imtt  lf^garltlimeatlr  dieHi 
auf  die  Easis  «  gegrUadeteii  Syatotu  f^anae  Zableo*  aläd',  %eMe» 
jKii»  dm  die  Logarithmeo  jedesmal  den  Flftcbemnhalt  des  dnrch 
iie  Abficwae  bestimmteo.  Vom  Scheitel  an«  gerecboeten  Normai- 

«ei^nients  ausdrücken.  Die  auf  die  Basis  e  gegriindetea  Lo^a- 
itbnien  nennt  man  hyperbolische  liOgarithmen ,  und  man  hat 
[Iso,  wenn  man  den  Flächeninhalt  irijend  eines  Nornialsegment« 
\mh  t  beaeiebaet»  für  j«dea  Werth  vun     der  eioe  gan^^bi  Uts 

I  '  •    t  =  loghyp:t.  "  •  ♦ 

Diese  Behauptung  lässt  sich  sogleich  durch  folgende  Beitracbtmig 
rHeitern:  Ist  OM'  die  mittlere  Proportionale  xwtscben  Qß'  nod 
i)C',  also  Segment  BffM'M^CCM'M,  «o  hat  inao:  ' 


S«  J^A^  HP  BS  'SSI 


2 


_  toghyptOi?^4^]aghyp>QC 

=loghyp .  V  OWTOC  =  logbyp.  OM'.!. 

Diglich  gilt  die  Gleicbang 

f  =  logbyp«  .., 

Iii»  für  alle  Warthe  von  5,  die  durch  Einschaltur»^  eines  arith- 
etischen  Mittels  ans  der  natürlichen  Zahlenreihe  erzeu«»t  werden 
innen,  während  man  diese  Einschaltungen  offenbar  io's  Unend- 
he  fortaet2en  kann.   '  i        .  l 

^)  Lehrsatz,    Für  jeden  Werth  von  t  und  x  gilt 

titer  den  Voraussetzungen  des  vorigen  Paragraphen 

je  C^leicMupig                             •        -  t  t  <? 

ifssl^bypar«  ^ou: 

BeweiB.i  Oeno  n-äre  etna   ' 

A    t  'fsr  logbyp^r  4*  9}        '  •  ni"i 

I  lieeae  sieb  ein  Werth  2  der  Abscisse  denken  und  ein  angenO- 
l^er  Logarithmus  t,  die  beide  ämth  Elnaebaltung  des  geometri- 

£,MiAarillilidMcbMiilWttele.eineeetfito  lUlhie  1»  e^efW 

-erseita  ans  der  aatOrlichen  Zableareibia^imtliilDdeDjifiApfmik^ 
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fmd  i  der  M^mgmg  Mtiiiiifi  ii  wtm  mII,  miaBtoi  Wf  ^T?« 
«■4  kf  bjpjr-f'f  ni  Regm.   fthiti«  4riciEt  t  4m  m  Allärig 
MmwA  s  idMg»  B%^m^  wm.  Um  mm  t  kloMr  bt  all «. 
niMte  mfc  s  UdMT  «eb  ab       b  kl  ater  Im  Cagartiail 
irtaMT,  waS  4af  naatHia  TeoMaabaag  y  iii,  4m  aase»- 

laff<>lag:v. 
7)  ^«««<i^  Die  CliiihaaR 

Meibf  aack  rki%,  waaa  mb  aidb  aaiar  9  4ae  hkOt  d^ 

hörigen  Sectors  ▼owtellt.  Für  diesen  ist  es  aber  bequemer,  statt 
der  auf  die  .Asymptoten  bezo^enefi  PCo^rdinatea  üdbcff  diM^  aof  die 
äjum  dar  M jpcrM  iMzaf;;eaeB  cjmafafcrea. 

rat  wmm  faai  Paafcte  JT  4artliiitaiii»ia  Hyperbel  (Tattt 
Fif.9L)  cb  LoA  JfP  aaT  4ia  Asa  aa4  variiagert  aa»  Iis  ea  die 

A«yai|iuite  ib  Q  »eliueidety       hat  xuaa: 

Nun  ist  OQ^  =  ^.ifi,  und  wenn  man  tob  i#  das  Lodi  Jfif  sof 
4ia  Asyaiplota  filflt: 

Hieraus  folgt 

Fa^^ikli  liat  mao  lür  deo  Sector  OFM  den  Ausdruck  £ 

.    •  tf  +  a 

Dealea  wir  aaa  avn  ^aa  aadera  gMckaaitiga  B jparbal,  waleha 
aaafatt  der  Axe        4i«  beliebige  Axe  2a  bat,  ao  Ist  diese  Hy* 

perbel  eine  der  bisher  betrachteten  ähnliche  Figur,  weil  alle  gleichsei- 
tigen Hyperbeln  einander  ähnlich  ^ind,  und  man  hat  d.jlier ,  wenn 
man  die  den  iioordin.ttrii  n  und  v  eiiUprecbendeu  Üoordioateo 
darcb  u'  und  v*  baseicbaet,  die  Proportiouen: 

Bad  wenn  den  Flftebeniahak«  irekber  data  labaita  *  eutspriebt» 
babaieiuMl.  ae  bal  mam 
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äii  Quüäraiur  der  Hyperbel  betreff'eHä, 
ffimns  geht  herror: 

Denkt  md  aich  fernar  eia«  nnglaicluieitige  Hyperbel  mXi  den 
Ami  ift  iiiiil  vmA  beMiebeel  die  Keenttniitee  deieelbeii  doNh 
Ml  QMt  e^y  de»  ngelMgeD  Seetot  deieh      ee  M  nat 

HIerina  folgt; 


Betrachtet  man  non  ein  FlfichenatSek,  wie  In  Tat  IL  Fig.  %  FPM, 
itod  bezeichnet  dasselbe  durch  S,  ao  hat  maa: 

.  5= A  OPir-  Sector  OFM  =  Ui«,  -  ^      (  «  +  ^)  • 

8)  Ea  kommt  jetzt  noch  darauf  an,  die  Zahl  e  to  berechnen. 
Man  denke  f<ich  (Taf.  II  Fi?  1  )  BB'  sehr  nahe  än  Ala- 
dmnn  ist  daa  Segment  AA'B'B,  nie  Cberhaupt,  grosser  als  ein 
Beehtadi,  wekbee  A'&  zur  Grundlinie  und  Bl^  aur  Höbe  hat, 
dagegen  kleiner  als  ein  Rechteck,  welcbea  dieaelbe  Grundlinie» 
aber  AA'  aar  llöbe%bat  Oa  AA*  der  Annahme  nacb  gleich  Eiaa 

ist,  ao  hat  man  also,  wenn  man  »immt: 


IHea  giebt  die  beiden  Unglaicbtiogea : 


J_  1 


£.  1 


oder  auch 
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46  £^ssen:  Einige  Audenlungen,  die  Quaärantr  dir  U$fierö€l  äeir. 
Nimnii  man  iieiderseito  die  briggiccben  Logarithmen»  so  findet  man; 

logi»igg«>«logbrigg(l+jj) 

<;{aH-l)logbrigg(H-i). 

t«*.J»  ■•1...  {.v-  ■  *f 

Mttlftlal  dieaor.  UnglelebiiiifeD  kann  man  a  bis-  u  jeden  belielil- 
«en  Gradei  der  Genanighit  erbalteD«  Setat  maa  «isslOOOOQIV 
«o  hat  naa 

log  bngg  e  >  1000000  log  brigg  (1,000001) 

■ 

<  lOUOÜOl .  log  brigg  (I^OÜOÜOI), 
wodarcb  mao  e  schon  «ehr  genau  erhält. 

^*  '^Sehr  leiüht  erbill'iDan  auch  e  mltteiift  des  biDomiscih^  Lehr- 
satzes, nämlich:  -   •  -  -. -i-. 

...  '  .<;Hi+«+(i+s)o+(»+üi)<i-5.)ro-  • 

Auch  durch  blosses  Qoadriren  kann  mao  b  erhalten,  me  lelcbl 
eiiUNweheii  ist  -  -  '  . 


Es  Wörde  liiei  anch  der  Ort  seio,  nachzuweisen,  dass  e  die 
Samme  Ist  der  unendUchen  Keihe   

11  1 

^+^  +  0  +  17273  +  17273.4 

V^ill  man  den  8atz  Ton  der  AebnlSehkeit  der  gleichseitfjren  Hy- 
perbeln nicht  voraussetzen,  so  verfährt  man  folijendermassen.  Iis 
sei  .r,  derjenige  Abscissenwerth,  welcher  das  ^Segment  nüt  dem 
Fiacheoiubalt  ia^  beslimmtk   Alsdatin  setzt  laaoi 


und  ea  ist  leiebt  xn  aeigen»  daas,  weoa  mau  bat: 

♦ 

—  e\  ,. 

die  den  Abscissen  x^^  entaprecbeoden  Segmente  daa  Dop- 
pelte» Dreifache  nnd  Vier&che^  Ton  \jB^  sind.  Mithin  bat  man: 
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im)     Ist  oieht  uchvr^r^  ili^  Fomel  in  voller  ^ligeq^nbe^  «i 


•  «  I 


i! 


Tl. 


II 

U  •  IMS» 

I'. 

* 


Ein  Beitrag  zur  Geometrie  des  Lineds  '*). 


Von 

dem  Herausgeber. 


Die  Geometrie  des  LlneaU  tmelit  «He  ^eoniMtrleelie  AurgabeB 

oss  mittelst  der  geraden  Linie,  also  mit  Aus^chlieHi^iint;  des 
reises,  zu  lösen.  Die  fnl^erideii,  die  Beschreibung  eines  Kegel- 
hnitts  durch  fünf  gegebene  Punkte  hefreffendeii  ßenerkungen 
iien  hiczu  einen  kleinen  Beitrag  liefern.  " 

Dms  Pft^ear«  myetleche»- SeelMeck  ailgoMiii  Hilf  alle  Ke- 
slwhoitte  gilt,  let  bekannt»  eo  wie  aiacb»  daes  ea  bei  dieaeia 
itse  gaes  wUlfcObrlleb  iat,  in-  welcher  Ordnoiig  und  Folge 

f  dem  Kegelschnitte  liegen  den  ^eclis  Pankte  genommen  werden. 
^-Lanntlich  wird  der  Satz  allgemein  so  ausgesprochen,  davss  die 
ei  Durchschnittspunkte  je  zweier  Gegenseiten  eines  in  einen 
Igelschnitt  beschriebenen  Sechsecks  jederzeit  in  derselben  Ge? 
den  liegen.  Zu  dem  Zwecke,  h eichen  ich  hier  habe»  will  ich 
n  Sata  auf  folgeadci  Art  aaeaprecbeD : 


f  > 


•)  Gdwai^tpi«  de  la^'R^gte.'  M.  t.  T)r«lt#>deft>|i«oi|^riA^ 
•  yee  j  eeti-reb  du»  li^seee  per  P«a«i»let.>  Bacle*tH||Si^n|ii,-M» 
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Gruner t:  Em  Beitrag  %ur  GtwnetrU  dee^dwaU. 


Wenn  man  von  einem  Punkte  P'  (Taf.  II.  Fig.  3.)  ans 
drei  gerade  Linien  zieht,  welche  einen  beliebigeil  Ke- 
geUchoitt  in  den  Punkten  A,  M\  B»  üf';  C,  M"  schnei- 
den, und  dann  die  Durchschnittspunkte  P  aod  i'*' def 
Linien  BM,  CM'  und  BM",  AM'  bestimmt,  so  liegen  die 
drei  Punkte  P.  P*,      jederzeit  io  elMr  geraden  Lioie. 

Betrachtet  man  nSmiich  das  in  den  Kegelschnitt  bescbriebeneb 
In  der  Fignr  dnrch  stärkere  Linien  ausgeieichnete  Sechseck 
AifCBtBM,  so  sind  offenbar  BM,  CM* ;  ferner  AM^  CM"; 
endlich  AM',  BUf;  als  gegeoaberstehende  Seiten  dieses  Sechs* 
ecke  XU  betrachten,  und  deren  Durehschnittspuukte  P,  P  ,  jP" 
liegen  also  nach  dem  Pascal 'sehen  K>aUe  in  lierselheo  Geraden, 
wie  lieiiauptet  wurde.  * 

Da  nun  bekanntlich  durch  ffinf  Punkte  sich  immer  nur  elo 
Kegelschnitt  beschreiben  iSss^  oder  dorcb  fönf  Punkte  ein  Kegel- 
schnitt Toflkemmen  bestimmt  wird,  so  wird  auf  der  Stelle  die 
Richtigkeit  der  folgenden  Behauptung  erheilen: 

Wem  4,  Bi  M,  M'  föaT  beliebige  Pipnkte  sind,,  so  siehe 
man  die  Linien  BM,  CM  und  AM,  BM',  bestimme  deren  Dureb- 
schnittspunkte  P  und  P »  und  lege  dnrch  P  nnd  P'  eine  gerade 
Linie.  Zieht  mao  dann  die  Linie  AM',  bestimmt  deren  Durch- 
Schnittspunkt  P"  mit  der  durch  P  und  P*  geleimten  Geraden,  zieht 
sodann  die  Linien  BP^  und  CPy  und  bestimmt  deren  Üurchschnitts- 
punkt  M",  so  ist  M"  ein  Punkt  des  durch  die  fünf  Punktet«  B, 
C,  Mp  M'  ¥olikomsMn  bestimmten  Kegeischoitts. , 

Denn  wäre  M"  kein  Punkt  dieses  Kegelschnitt«,  so  schneide 
die  Linie  CP  denselben  in  einem  anderen  Punkte,  nelcPien  wir 
uns  durch  M^"  bezeichnet  denken  wollen;  zieht  n)an  dann  die 
Linie  BM^"  und  verfänijert  dieselbe,  wenn  es  nüthig  i^-t,  bis 
AM'  in  dem  von  P"  jedenfalls  verschiedenen  Punkte  Pi"  ge- 
schnitten wird,  80  liegen  nach  dem  obigen  Aosdnicke  des  Pas* 
cal*sehen  Satses  die  drei  Punkte  P,  P,  P^"  in  einer  genden 
Linie,  was  ungereimt  ist,  weil  nach  der  Construction  die  Punkte 
P,  Pp  P^  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Also  Ist  ^  ein  Punkt 
des  dulwh  die  §ämf  Punkte  A,  B,  C,  M,  M^  veHkemmen  be* 
sümaien  Kegelschnitls. 

Hieraus  ergiebt  sieh  nun  unmittelbar  die  folgende  Ifetbode, 
beliebig  Wele  Ptaakte  eines  durch  Afnf  gegebene  Punkte  bestimm- 
ten Kegelschnitt»  zu  finden,  welche  freilich  ihrer  I^Jatnr  nach 
immer  nur  eine  disoontinirliche  Folge  von  Punkten  dieses  Kegel- 
schnitts geben  nnd  nie  an  einer  orgaaiscbCD  Beecbreiboog  riessel- 
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bcn  fahren,  aber  doch  in  nianclien  Ff\llen  ,  wn  es  darauf  ankommt^ 
mit  SchnoJlii^keit  und  Ijeichti^keit  noch  eine  j^rössere  Anzahl  von 
Punkten  des  i^psurhten  Kegelschnitts  xu  fiadea»  mit  Mutzna  Aw^ 
wendang*  finden  kann.  *    ■         ;   '    '       «•  - 

Die  iiinf  2;e[reheHen  Punkte,  durch  welche  ein  KegeUchnitt 
beschriehen  werden  soll,  seien  B»  C,  M,  M'  (Taf  IL  Fi^.4.). 
Man  ziehe  die  Linien  /jM/,  CiW  und  AM,  BM' ,  bestimme  deret^ 
Durch^chnltt^punkte  P  und  P' ,  lege  durch  dieselben  eine  Gerade, 
welche  wir  in  der  l  ol^e  hi  der  Kürze  durcli  L  bezeichnen  wol- 
len, ziehe  die  Linie  AM',    bestimme  deren  Uurchschnittspunkt 

iiiit  der  Linie  i>,  ziehe  die  Linien  J^P''  nnd  CP"  und  bestimme 
deren  Durchschnittspunkt  Hierauf  ziehe  man  die  Linie  AM", 
b^timnie  der,en  Durchechnittspunkt  P"'  xnxt  der  Linie  ziehe 
die.  Linien, und  CP"  und  bestimme  deren  Durchschnittsputikt 
JH'",  Ferner  ziehe  man  die  Linie  AM'",  bestimme  deren  üurchr 
8<?bnittspunkt  mit  der  Linie  L,  ziehe  die  Linien  J?P^^  und 
CP"*  und  bestimme  deren  Ourchschnittspunkt  JU^^ ,  Wla  uiau 
auf  diese  Art  fortschreiten  und  beliebig  viele  Piinkie  M"a  /H'^, 
M^^\  M^ des  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte  A,  B,  C, 

M'  bestimmten  Kegelschnitts  finden  kann,  ist  klar.  Auch 
bedarf  es  kaum  noch  einer  besonderen  ßenierkung,  dass  man  auf 
ganz  iJinliche  Weise  in  der  Linie  h  auch  nach  der  anderen  Seite 
des  i^uiikte^s  P  hin  iortschreiteii  kann,  wie  aus  der  Figur  mit  hin^ 
reichender  l)eutlicbk«tt..oluiQ  einec  weitsten  Crliiuti^Fiuig  »tt  hc^ür- 
fen  ersichtlich  ist. 

leb  iiDterlasse  nicht»  in  bemerken,  das«  diese  einfache  Me* 
tbode,  lieliebig  viele  Punkte  eines  durch  flinf  gegeliene  Punkte 
hestiromten  Kegelschnitt«  sn  finden,  sehen  von  dem  echar&inni* 
gen  Lambert  in  seiner  Freien  Perspective«  Zweite  Auf- 
lage. Zweiter  T heil.  Ztlfteli9H974.  S.  166  *)  dem  Wesent- 
lichen nach  angegeben  worden  ist  Lambert  Idtet  dieselbe  aber 
b  seinem  j  sehr  viele  scbltaie  Sachen  enthaltenden  Werkchen  an« 
den  von  ihm  gegebenen  Kegeln  der  Perspective  sehr  km  ab» 
so  dass  nie  an  jenem  Orte  mir  dem  verstindlich  werden  kann, 
der  sich  mit  diesen  Rqj^ln  vellsflhidig  bekannt  und  vertraut  ge- 
naeht  hat  Die  Anfllndung  des  von  mir  im  Vorhergehenden  ge- 
gebenen Naebweisea  des  unmittelbaren  Zuaammenhangs  dieser 
Methode  mit  dem  berflhmten  PaacaPschen  Theorem  hat  mir 


*)  Ib  der  eratea  Anflsge,  welehe  nater  dem  Titels  LaPerspse- 
llve,  affrsBchfe  de  i'enbarrat  du  Plan  gionetral.  Per  J.  H. 
Lambert  Znrie»  im.  oitdiieaea  ist,  Ibdet  eSeh  dletelbe  aiebt 
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♦r-ir^  iiiiiussiffic&  nieär  n    t»-^      .>i*Tn-^*^«  49  La  Re^i«  et 

ffffit  II*'«,  «r?»»  'it^f<i»m  H»ni#»r^tc»-i»w«rr^  ibC  ^"^i  5er-  P»!ic«- 
|n  •   *<iÄg»t  ♦eilen  5?*mi   LT"ni-»-T  ♦  *r*#^Tr'i«ni  W^#Hic%^ 

Hrrr  Pimi*^  •-•■«►^     "ifi*)    in  Be^fwy  inf'  inti«»'^n  •j'fy?***!»^ 

fMn^  He-*in*  r^uar^i*»,  »i«^*  "«»(Tf  aoir*  ^or?9***in*.  cutp'*^^ 

«in  sie  avooscr.  t»  in 
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.  ■    I      ■;!    .-'ji,!r:":     .••I»    »■     '    '■  »   «•  '  •    ,V  :  •!'    ■  t 

Herrn  .^Wflft*  Wfr lii?<V*tfft?>  is  iuaml  tiur.)  n  ^l* 

IrtkMMYCt«ieli«rmi^«-Gilcnl»lor  der  k.  k.       A^miim  AMieoMlriM 


Es  i»t  eine  bekannte  Aufginhe  der  ebenen  Tri<>onometrte,  von 
einem  gegebenen  Punkte  aus  eine  <j(  lade  so  zu  ziehen,  da*«s  dii«- 
zwischen  den  8clienkeln  eine^  gegel>eiieii  Winkels  abgeschnittene 
Dreieck  einem  gegebenen  Ffäcfienraume  gleich  sei;  wir  wollen 
nun  annebiiien,  der  (ac^ebeni^  J^unkt  lie<je  auf  einem  der  bi  idon 
Schenkel,  z.  B.  auf  OS  (Taf.  III.  Fig.  1.),  und  bewege  sich  von  O 
nach  .S,  nährend  die  Secante  AT*  gleichzeitig  ihre  RIclitnng  der-' 
gestalt  ändert,  dass  der  Flächenraoni  des  Dreieckes^  OAB  immer 
derselbe  bleiht.  Ferner  tlieilen  ivir  das,  znisclion  den  Schenkeln 
enthaltene  Stntk  AB  einer  jeden  solchen  Secante  in  zu  ei  gleiche 
Theile  und  wollen  die  Gleichung  der^nigen  Kurve  y.u  hestimnien 
suchen,  welche  entsteht,  wenn  man  sammtliche  Haibirungspunkte 
M  cootiDairlicb  verbindet. 

Zti  diMM  Zireeke  HmUm  wir  den  WMel  809  in  swel 
gieicbe  TbcU«  iiSfa||iMi}dhi'Tfa«liiiiffBkRi0  0:p  hvt  Abscissen* 
a»,  die  Spitie  O  sinn  Ursprang  und  OgXOse  «ar  Ordinetev- 
«le;  foraef  meMi  <«#tr  «idQft  JU^^- ABirieidbMlie>tAd-JP£  pMtA 
w  Os,  und  eetseo: 

BcseldiBee  wir  den  conetenten  FiScJieprtroro  df;8  4>reieck^..0^iA' 
nil      «e  aiiiM  der  Oedingiing  der  Aufgabe  gemita  2^=se.Sia2M 


eels  eder 
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Auf  de^  f  oti„. 


^  Bild  f/  ^fMiiiriitoii  1^ 
*  M)  eiuuiufrcf}    uiu    die  — 


die 
&&:  die 


1  =» 


4V  S  ^'^^^^W^i 


^t*>*«  -Sin« 


^  Odci' 


=1- 


I 
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Die  «rtnwlite  Kme  tot  al«*  «'im  H^imtM  «ttt  ikm  ääm  •  Mi 
kt  und  da  «an  (2)  folgt: 


•o  «bd  di»  Sebenkal  OSl.  OS  die  A«yMptot«»^dMenmi. 
Ferner  ist 

ar .  O^^  =  «r .  OÄN  ^  er.  OAZf 
.t.    -.         •  .  \ 

flir  4(it-|-e)  eeiaen  Werth  geeetat  und  ON  beetiinmt» 

•  *         I    *,  •  •  >  t 

I 

Da  aber  iVP=  OP-  OiV,  ee  wird  .  i'  . 

(ß)         •  »       .  flPrsÄ-r^.        '  l    •  l 

Der  zv^eite  Ttieil  dieser  Gleichung  bezeichnet  bekanntlich  die 
Länge  der  Subliangente  der  Hyperbel  iür  den  Pinikt  x,  ^;  «id'id 
Tangente  dieses  Punktes  31  ^<ß\\t  also  auch  durcb  den  Paokt  N 

aod  iet  folglich  mit  der  Ueraden  AB  identisch« 

:  ^   .  I.  .        -  b* . .     *  ,        •  .  I  i'i  / 

Wir  wollen  miD  annehmen,  M  sei  irgend  ein  Punkt  einer  be- 
liebigen Hyperbel,  deren  Asymptoten  OS,  OS^  ahid 'dnd' 1*7* 
(sei  die  Taneente  in  diesem  Punkte,  und  wollen  vefSi^chen,  den 
f'^l^enriiiii^  if  de^  Oreieikae  QÄB  afta  irnBatienHdlh>'  Coordlneteil' 
07]^!  des  Punktes  Jf  dariustelleo,  um  zu  erkennen^  inwiefern 
lldh*d^tPtaebewwfciiii  ^/  bei  emei^  belle higlfm  liyperbe»  Sodert; 
wenn  nuu  Ton  einem  Ponkte  deiaelben  in  einem  andelviOhtrgMli^ 

Ist  Dun  I    -  ^  ^  ^  '  1 

dia  GMdmng  der  Hyperbel,.^        iw  yeiaaaaetamig  güijiM 
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M  M/Vr#lll##r^      AM»  vom  der  MlffiefHi. 

MHi,.  w«kbe:  7aqgf)n^  :  viir  kurz  wU     j»«2eioluion.   Femer  i«l 

daher  bat  mao  als  Gleichungen  der  Geraden: 
(o;  da ....  y=^, 

(7)  OiS'....  ys^fur 


Ans  (6)  und  (8)  findet  man  die  Coordinaten  Ax*  Ay  des  Doreh* 
echnittsputiktes  A  und  aua  (7)  und  (8)  jene  ßx»  des  Durch- 
•cbnittspunktes  B,  und  zwar  Jst: 


Met  wbd:  •'    •   '  *■ 


1    *•  '     f     t  t«  I       •       t  ' 

.  -i,  I».,'  '  i»M,.    .  »  •  .  4.  »    t '  :  4'  *• 

•        I         •  1*' .  *  • 

•   . '  M  >   »        u       •     ;  •■    •        f  Jr 

Weil  tgas:fft,  so  wird  Sin «=-7—^,  Cogg= 

V  1  + 14*  V 1  -I-  f»* 

werden  diese  Werthe  in  die  Gleicbung 

«^^t»Wr<ti|      «yJlilt  wn?  ......  ,• 

wsU  isbfv       2^1  di«'l^«rfitiMc«  eim\Piislasa.4tt  !Hyi»eiM 

sind».  iMl:>ilk(  .i  1..  iii      •»        '  *i  -  i  t    .  i  ^  «"'.jn  1 

sUbin  ^     . «  ' 
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d.  b.  der  FlidienTanm  ^  des  Dreieckes  OAB  ist  Ton  deti  C«or* 

disaten  Xi ,  9/1  de«  Pankt««  Ü  uo^biut^ig»  «Im  lilr  i^okl« 
d«r  Hyperbel  cossiant. 

Fcnicr  gd»en  die  GMcbungen  Üt^i 


daher  liegt  d«r  JB«ahrai|g«pvBkt  4f  »ib  MiU«lp««kt«  der  Ge* 

Die  ErgebelMe  dieser  icleinen  Unteieachifpg  |(m9^^  ^j|^ejfe* 
Och  la  folgenden  Lebreette  ▼ereinigt  werde»: 

In  jeder  Hyperbel  hat  das,  von  den  Asymptoten  05, 
OS'  und  einer  Ijeliebt^en  Tangente  gebildete  Drei* 
eck  OAB  denselben  Flächenrauro,  wie  das  ßeehteclc 
ihrer  Halbaxen,  ued  das  zwischen  den  Asymptoten 
OS,  OS'  enthaltene  Stück  AB  der  Tan<;ente  TT*  wlti 
itete  yrau  d%m  Betfibtsegepsokte  41  bAibUt 


1  • 


Tin. 

AofloMiiig  eiller  JjipftariioiO^BmiMlgbMMg  tweitar 

Ordnung  durch  beslimmtp  lutegrale. 
\        ;.:    •  * 

Von 

(•  i  itiij*'? 

Herrn  Dn  K  Uöppe, 

 *     ...IM*      »^.'*   •  '     .     \0  i",r.  )  ^.  ..M-,       •   '     l    ,    ■   ,  i 

Es  i*:t  bekannt,  dass  die  tijanzen  elliptischen  Fqncflonen  errtei 
uod  zweiter  Gattung  als  Functionen  des  Modnlus  linearen  Diffe- 

wirfuftlMlili^PHiiii  mrnilii  nii1iiiiim,n.iiiifi£riii.  4ocb  iit  dabei  leicbf 
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allgemeinerer  Fooctio- 
hsialqnotieot  sich  in  linearer 
j    'iTMUdre  Function  zarückfuhren 


»•.. 

.  ^       l  f  jrsin*^)«sin/*9>cosy939 

V.ui^f ^Wriedigte  Differenzialgleicbung 
' "  O  i^*^     '  toi*^'^ **"  lutegratioD  einige  Folgerun- 


« • 


^.  w**^p= — - —  » 

« 

 ».  I  ?jj^tt6«n: 

1 

'     ^i;.r.  c,  /J,  y)  -  -  /(x,  «  f  I ,  /J,  7) 


.  ''•Aa)~2/)[«-l)  +  /(«-2)V 


f 

I 
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lotegrirt  man  nach  cp  zwischen  0  und  ^,  «o  verschwindet  die 
linke  Seite,  so  lange'/laad  /  >  —  1  sindt  und  malicfrhttU  die  Relation: 

(ä« + (» + r)  A«)  -  (4«+> + r-a + (ä« + i»  - 1)*)  A«-  i) 

+  2(«-l)(l  +  *)/(a--2)-0. 


»1  .  ^ 


Eliminirt  man  zwischen  diei^er  Gleichung  und  den  zwei  Üifferen« 
ialformeln  f{a — '1)  «und  f\a — 2),  'so  erhält  niwir 

ro  die  Differenzialqaotieoten  nack  x  bezeichnen.  Seist 

ttn,  WD  das  Mittelglied  so  entferfieii»  p ,      t  \    >  du-!*.}!  • 

2a-f  y— 1 

I»  erbilt  die,  ^klfliung  folgende tFoikai  f 

'       «       (l+jf)*  *  iap(l+4j  ^ -S^  :»i«jt>..,hl»:  III  i»h 
,  .  ,  ^  tu.  '{M   *  ^  •    I  '  "  s »  >    -  •»■ri  .1  i'<»y  •  » 

id  zwar  ist:  .  ,  -      i        i         i  . 

a=a(2a  +  y-l)(2a+»+3), 

A=i«(i3+l)-|(2«+y-l)(^  +  y  +  2). 

Da  man  in  der  Auflösunj^  über  drei  Constanten  a,  ß,  y  i\k  ver- 
[;en  bat,  so  kann  man  in  der  Differeozialgleichung  lri,  'at^ 
tliebig  gegeben  betrachten.  Ihrä  Integi^tioh  «lienibt  alsdann  bloss 
if  der  AoflSsong  der  ietaten  drei  Gleicbungen»  die»  wenn  man 

tit,  folgen^^  i^nfMieVe  ti^ortn'  a6nifr]&Hld):  ^ '  "  '  '  7 

das«  eich  ergiebf:  ,  ,  .inii,  -,.  ! 
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Da  Imer 

2tt-(/S  +  l)=2(X-|»— 1),  — 2«0I+I)=5— 
tel»  «o  auid  2«  «mI  -(^-l-i)  <iie  Wvzdo  der  GkiekoBi 

woraM  aleb  die  Wertfce  ergeben: 


Ii 


•der  dmh  e«  ^»  e  «nsgedfMflH 


^  ssT  Villi  db  VT+i?±  V^l -1^  4{e  +  6 + c), 

we  die  Vonddieo'  dcgr  ▼eraebledenee  Deadimli^bMlB  ▼«»  eioaii* 
der  «MbUngig  sDid.  He»  eiült  teeeeb  edrt  verscMedene 
Wertbe  Ten  %,  nnter  denen  nnr  diejenigen  n  veiweHen  eind,  we 
f  eder  r  «4«r>  f«^^  faneglnir  eind,  der  leelle  TWl  einer  db^ 
eer  Gitoen,  nieht  let 

Wir  betrachten  zuerst  den  FaU«  wo  alle  acht  ▲ufUteangea 
^  gütig  elnd.  Hier  bat  maa: 


(1+*)  *  • 

■ 

Pili  ^war  iat  ^  

bat  demnacb  ner  cwei  verMrhie^eee  Werthe.  Bfaflebn»»  nun  »j 
and  Xa  «wei  der  acht  Wertbe  vpn  in  denen  V  J  +  4c  Tcrscfcäe» 
denee  Vonetchen  bat,  so  Icunnen  dieselben  kein  constantes  Ver- 
biltnita  baben»  weÜ  ibr  Quotient  den  Facter  nnd  aof^ser  ihni 
keinen  bat,  der  ftr  «sO  Teiaebwlndet  oder  epe^dtoch  wird. 
Fetficb  let 


$mHitr  Orämmg  durch  btiiimmit  Inteffraie.  59 


dax  rollstftndtfe  Integral  der  Differenzialgleiehun^ ,  and  jed^r  an« 
»iw  Werth  von  z  mus8  für  irj^nd  welche  Wertbe  von  A  und  ß 
tUntt  identisch  sein.  Bezeielinet  nun  das  s  cur  Linken  eine  von 
den  seclin  fibrigen  ParticularMndeaQgeii  moi  mm  inaltiplielrt  dii 
GlMcfcang  mit 


80 


Ut  eine  der  GrGsisen  Azg,  Bz^  den  Fai:tor 


1 1 


die  andere  keinen  mit «  veMehwbdenden  Factor.  Setzt  man  jetit 
c=0,  so  siekl  ann»  dMP  entuüder  wi  eder  Jil  «=4Ä'«lAfh.*H«Mi 
Polglich  haben  unter  den  nebl  Wertben  Ten  t  je  Wer  wa  einen« 
i«  ein  copetantce  Terblltoiea,  Mmlicb  diejenigen*  in  weleben 

VT+4c  dasselbe  Vorzeichen  hat.  • 

Die  Verhältiiisszahlen  zu  bestimmen  hat  nunmehr  keine  Sehwie- 
^gkeit.  Es  sind  unter  dee  sechs  Ü^laiieoen  ner  zwei  wesentlich 
erschiedene  Torbanden;  die  übrigen  ergeben  eich  aoe  jenen  durch 
mbstittttionen  antgeg^0g«ae^ie#  Gen^aptenwerthe.    Setit  man 

ler  Kfirse  wegen  ^  ^ 

  ^  ^\         ^    . 

l=:Vl+4a,   «=5;  VH^,;  «=  VT+4(c+6  +  c>, 

e  hat  man  feigende  drei  Systeme  Ten  Cenatantenwerdiliii  tä*^Bih 

rachtung  zu  ^ehep:  ^  ,  .  ;      I  ^  ^. 


1 

2 
3 


7 — +  « 


— /  +  m  +  n 
/i-fii  + II 


m 


'ntej^cbeidet  man  die  diei«ien  Systemen  zugehurigei^,  j.)^erDlg 
00  2  durch  die  gleichnamig^  4^|er  .f^p^t^.^,  «Oi      .  ... .m,:„ 

"-/"—III +11^1  - .  _  .  ^ 

<  ■     ^  ==^^ —  >  . 


^^^0+^)'  /  — T 

lim— -L^  w     ^     /  — m  — 1 


^     / — m  +  n — 1  ■ 

f{3B,  —  ^ — /fm  +  n,  /+m— w5 
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Ciru99i»  ;=]f .  und  mall  Jbafc: , .  ■       .  A    \        >•        ^  !t'*<  i- 

,  •         »  »  I  » 

2..H       -  •(■•» 

/  —  m  —  71  — l  f.      i  \ 

^1  JR  4-11-^1 

=  (l-^^y/(^.  2  .  • /  +  m  +  n,  — Hm-w). 

f"  '  •  •^*  '      ^  •      •  :    '  .  .  •    -x  \\  *X  \  •  -Vitt,  •> 

In  bedrefi  der  sweiteo  Gleichang  bat  man     *  *' 

-   •  $1.  ►  *    ;    I   /  •     :  ir      *.   •        •=  i  I  .  .  i 

71  .  •  m  « 

.-•1' 


da»  ist  y  durch  En  1er '«die  Integrale  ausgedrückt:    -  ^\ 


( 


\      ^      ß         \       ^      /  ^  r  »•••»  <r    «.'»l,  H  i'« 


ii;:rr.c¥¥f^).£(':^^)  .... 

Setst  ioaan  cur  Vereinfachung: 

wo  das  obere  Zeichen  auf  die  erstere,  das  untere  auf  die  letz- 
tere Relation  anzündenden  ist,  so  erhält  man  folgende  iw'^i Trans- 
formationen ainea  bettimroW  Integral«:       '  * 


1-  -.•  \  «  ' 
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Beide  sind  der  Art,  dass  durch  ihre  Wiederholung  das  Integral 
auf  seiue  auiänglicbe  Fornis  «uruckgefQhrt  wird. 

Eine  dritte  Relation  irSrd  man  swlsfhen  den  dorcli'  ti'ntf 
(-m)  eharakterialrlen  ParticulatanflOanngM  finden»  wenn  man 

saeh  dem  gewrihnlicAen'  Verfahren  au«  einer  solchen  das  i^llstXn* 

jifje  Integral  darstellt.  Sind  und  :.2  zwei  Auflösungen,  die  sich 
iur  durch  das  Zeichen  ron  m  unterKcheiden,  so  ist 


las  veUstKndlg»  intaynli  In  «reldi0mi>dBbes«MMbi%'entlnilteib  ist, 
idslman  ^iAr  x,  MdWidM  insth  'S|  <faid  .ditewiHit^  »4emi»U 

höckt  man  die  z  folgendemtasHeu  aus:  •  «'  -        '  * 

1— m  1-/  l£fii  1-/ 


(1      sin  'y)    *     sin     «-fr^y  eos '  •  »^9^ , 

o 

(1  +  a:  »in  «g))     ■     sin  -H^^tp  cos'+""-"q'99> 

o 

setst  int,  so  glebt  obige  Glelefiung: 

ara  +  *)i-'(Ä-S|'-Ä|iS')  +m(l+af)i-'iSÄ|  = 
5  ist  für  ;r  =  0: 

r(i+w)r(i— m) 

sKsinm» 


to  mAn  -dlenMi  VVerlhy  «0  wie.  d*n.W«rlh6^iFOD «hl  iii' 
2  Gleicbnng  i*  >H '»itai.'l  A  Im*u  n  it<>  * 
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Xüßp(PF.%'  Zur  XreiHlmUung, 


■r      »    \/    *|*  •  •         •   *  •  »i 


Die  untere  Grenze  de»  Integrals  musa  nämlich  ==0  sein;  denn, 
da  die  lieke  Seite  fdr    —  0  endlicli  bleibt,  ee  fordert  der  Factor 
«nr  Recbteo»  daae  daa  Integral  mit  m  Teraeh windet. 


biMr  angea— nuB  weedan;  daaa  atanUkiia  «elili'illitlM^ 
iMMifltaaageii  eadsMdaJ  Man  htmmM  jedoeii  i«fel|l,  «daad  M9 
Mtiglceie  der  anrgeatelltaii  Inlegralformeln  daieli  die  Bedingang 
/I>-"1,  y>^l  Mne  beewideifa'fieMlifialmig  erleidet»  da  die 
nicht  gmtigen  AaflOeungen  direrganla  Integrale- entfUdlaa^i  njlMM 
an  aidi  anaaer  Anirendnng  kanunen  Bttnen. 


■ 


Zur  Kreistheiluag^ 

Von 

,     ^  ..^  X  Herrn  a  J(«|P|Mr  >^ 

\       •  .  In  1;rler,  / 

■ ,  ,'„^J,.  ■ 

Erit§r  Saix.   Theilt  man  von  einem  Pnnlcte  0  ans 
den  Kreianmfan^  einmal  In  a,  und  darauf  in  6  gleiche 
Theile,  so  fallen  von  diesen  beiden  Tbeiinngen  so 
vi«la  1tii«ilpvnkteaasattn»en,  ala  gr«anie..T(liett«ti 
▼an  •  «nd  d  fiinkaiten  hat 
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Mmm^m         k^nA  ^  IMht  Wüm,k;md  im  Übet 
isl'.      •  s  r      Vitt,  hmm  «ÜMk^r  ditf  TWtvg.te'KnAi 
M  to«  wd  *  ilikfa»neib  I»  teW^^voBMwi,  dMttäB 
toMhao  xomt  m  O-m*  In    gMcba  Tkfile  «nd  MMsf  Jttai 
üteili  wff«U  «      ab  «r  y  «IM*  TMb  iMt  ^ 

Ffir  jeden  Theiler  von  a,  b  erhalten  wir  «00111  eben  so  viele 
znsainnienliegende  Tbeilpunkte,  als  dieser  Theiler  Einheiten  enU 
klit,  1111^  es  Ist  kisr,  das»  die  Punkte,  in  welehen  2W«f  Theil- 
pneklfl  sosammenraHen,  duftb  glefefae^  Bogen  ic^trenni  sfiid  ,  aoF 
deren  jed«n  ^'  Thei»e  der  TtreilMg  vnd  y  Theile  derTfieilunf 
6  gehen.  NnTi  noM^n  wir  die  Punkte  eahf^h,'  ih  #€lcb6n  fibef*« 
haopt  Tbetipankte  snsamroenrregen :  Von  0  «in  g;«recbn^t  falf« 
liierst  der  .2(16  TbeHpnokt  rferTh^ilong  a  mit  dem  ^rtett  derTbei- 
\mi%  6  tVLBtimmen,  so  wird  weiter  der  2:H^,  Sorte,....  l*heHpimkt 
der  ersten  TbeUuiig  mit  dem  2^en,  Syten....  Tb^ilpankt  derxwtsi^ 
ten  Theilnng  zttsammenliegen;  swisehen  diesen  Punkteit  ttber  kein<^ 
anderen«  Da  »an  der  ote  Tbeilpirokt  der  Theitung  a  nnd'  der 
Ate  Tbeilpimkt  der  Tkelltnig  6  im  Punkte  0  sich  decken , 
mass  a^i,^,  bui^t^if  sein;  d.  i.,  a  und  6  mSsseh  zrnn  gemelnschafN 
lieben  Theffer  die  Zahl  haben,  welehe  anzeigt,  wie  viele  Tbeil« 
pvnkte  der  einen  Theilung  mit  solchen  der  anderen  uberhaapt 
Msammenrallen.  Aneb  (»ind  diese  t  Punkte  dureli  gleiche  Böget» 
getrennt,  auf  deren  jedMi  M  TheiUi  der  Tli«iliilig  a  «iid  TbeHe 
dar  TbeUnog  k  kaanm 

Weil  wir  nun  fSr  einen  beliebigen  Theiier  f  von  n  und  6 
f  zQsammenlie^ende  Tbeilpuiikte  bekommen,  welche  durob  ^leicb9 
Bogen  getrennt  sind»  und  diese  letzteren  Punkte  unter  den  mit. 
den  Zablen  se,  2:r,  S^r,....  in  der  Theilung  a,  oder  mit 
dy,  in  der  Theilung  6  bexeichneten  enthalten  sein  müssen,  so 
folgt,  dass  die  Zahlen  x' ,  y'  beziehlicb  dieselben  Vielfachen: 
von  Xf  y  sind,  und  also  auch  t  ein  Vielfaches  von  t'  ist.  (Denn 

•et  x'  z=:m,x,  so  bat  man  a  =  tx^tx'  ac  m,t,x,  also  t  =  tn^t'}. 

«  II  \  ^ 

I  ist  alao  ein  gemehiscbaltlicher  Theiler  von  a,  b,  und  zu» 
gleich  ein  ¥itl£u:bes  von  jedem  andere»  Tt»eiler. 

AatBlsItkttng;  llto*  «neh  so^l^cb  leigen,  dass  x,  y 
nddhr«  P^lÄmbfeii  sind.  Dmmi  liittK  man  s^m,p,  y=sm,q, 
99  kOnilf«  Mtt  d«l  Abnfaukd  Tu  4r,  ^  gleiche  Tbeile  tbeifen, 
{■dem  auui  Ilm  engt  in  m  gleich«  Th*fle»  darauf  einen  jeden  die- 
m  TMIIo  hl  |i  md  iB  f  i^iticim  TImM«  th«ilte,  dann  aber  würden 
ilrtMh^.^viid  «twckut'^l  Theitpunkte  beider  Tfaeikingen  2u- 
tMUBMiralien«  who  Im  Gauen:  i4^t(m*^l)txsm,t 
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M  äüp^^r:  Zur  MreUSJUikmg* 

3m0it'er  Satz*  Wenn  ma«  TOfi  zwei  vers^hivdleJ 
Fankt^o  Ciiifres  Kreises  eine  und  dieselbe  TbeiloiJ 
abträgt«  ee'Callen  voo  'die«e«  TheUäaifeft  «ntwoj 
kelae  etl«i-  .alle  TbeiAptnaIcte  zasamme«;  je  nae% 
nimliek'#te  )ei«e  44w  gedaelitaB  Aafaagapaslifa'kitf 
Yon  aodern  aas  gemaebten  Theilaag  lieft^  oder  nii 
^  Dies  iet  biid^tidttead.  >     -  «  ' 

•  •  « *  t 

.   Pe9«tiei%  m  Mh^:  d<M^  Iteiba  bmA  jedes  der  Ptakta 

Tb^Mnig  «^np  e ea  deiielbai^  ela  Aahagi 
des  KüBlatia  4:glelehe  TMI«     iMlea,'  aa  eilHdlen  mir 

mal  b  Tbeilpunkte,  wstad  keiner  mit  einem  der  frfidieren  sei 
menliegt.  Vom  1^ unkte  a:  aus  erhalten  wir  aber  der  Reihe  f 
die  scban  gemacbten  Tbeilung^en  wieder«  so  dass  wir  im  Ga^ 
a  :b  verschiedene  Theilpunkte  erhalten,  wir  mugen  nun  alle  Pu^ 
der  Theilung  o  als- AofangspunMci  sebiaeB.  edei  ner  beüebij^ 
aof  einander  folgeade.  Dass  die  so  erhaltenen  aß,b  Paektje  dl 
gMcbe  Boc^B  M^niint  «ind»  ebe.  daa  Kiei»  ia  m^h  gfakbe-TA 
Hiellen«  eigibtab^  Mc|Btii  wie  felgft:  Dcahevwirmi«  eoD*Oav«i{ 
IiTeia  ii|  dr«6..edar  aiieh  abiger  JBea^ctoiag  ia  a;^g.i  giei 
Tbeile  getbeilt,  and  marktren  darcbO»  1, 2, ....  a— rl  solche  Pei^ 
wo vpn  jeder  vom  folge aden  durch  y  jener  Thelle  getreynt.  ist^ 
erhalten  wir  In  depselben  di^  Eintheilung  des  Kreisea  ie  4R.*i 
gleich^  Theile.  Tragen  wir  von  einem  dieser  Punkte  0»  1^.  j 
als  Anfangspunkt  die  Theilung  6  ab»  so  laUea  wir  etat» «%itf. Pol 
der  Theilung  x.y.i^  weil  »  voa  den  Bogen,  von  denen  x\ 
abf  daa  Kiabunfbag  gehen»  ^laea  Tbell*  der  TMImig  4>  I 
Teffalireii  wir  aMm  lit  aNenN  4»  1»  V»....  beieklikMtf  Pi 
oder  ititr  mlt-ar  wf'atoaader  folgenden,  m  erbattea'^üll^  9,9f 
schiedene  Theilpnnkte,'end'da  wir  nie  auf  andere  falleb,  ale 
welche  den  Kre^  in  x  ,y  A=zx.h  gleiche  Thetle'  thelleb ,  ee 
halten  «wir  diese  s&iemtlieb)  wae  zu  .beweieen  wer.  -  *  -  '  '  -1 

.  Ebenso  kann  man  y  auf  einender  (plgende  Thellpj^nktei 
Theilung  h  als  Anfaug^punkte  benutzen,  um  von  denselben; 
den  Kreis  jedesmal  in  a  gleiche  Theile  m  tbeilen,  und  wfirdd 
dadurch  in  y.a^m^'k  glekbe  Tbaile  getbeiit  erbaüed,    •  ''j 

Anwendung.  Masch eroni  hat  gelehrt,  wie  roa^,i|)|t.|l 
bloss  des  Zirkeln  durch  ein  Verfi^hreq,  das  grosse  Genaiii||^ 
zulasst,  die  Seiten  de^  regulären  Vierecks«  Achtecks,  «Sc^bzi 
ecke»  Fünfecks. erhalten  kann.  a 

'  Nlt  Bfilfe  der  femn^ebtaden  Betveebtiaig'  Mrt  aiae*  aatf 

Elntbeilung  4eA  IQreises  in  10,  12/15,  20,  24,  30»  dO,  48, 
80,  120,  240  gleidte  Theüe  aus:  • 
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in  10  gleiche  Tbeile«    Von  jedem  'J'heilpuukte  der  2Theiiiifis  trage 

mau  die  5Tbeilaog  ab,  oder  umgekehrt 

♦ 

„  12     „         M      Von  jedem  Tbeilpankte  der  3Tbellong  die 

4Theiluug. 

Oder  von  3  aufeinanderfol^^enden  TheilpunJc* 
ten  der  GTheilang  die  4TbeiliiDg* 

Oder  vui)  2  auit^ifiaiKleriolt^enden  TheUpuak- 
ten  der  4Theilun£^  die  6Theilung. 

„  15     ^         „       Von  3  TheUpunkten  der  STheilung  die 

STheilang»  oder  umgekehrt 

»34      „  1,       Von  3  atireinanderroi<^eiHteri  Theil^)unkteti 

der  öTbeÜang  die  äXheiluug«  ^  i;  i 

Oder  ven  iauf^ittaaderfelgefdee^Tiieilpimltr 

ten  der  STheilung  die  dTbeiluag. 

Von  6  Thetlpunkteo  der  öTheilung  die 
dTbeilungy  u.  e.  vr. 

.210  =  3.5.16.        Voo  jedem  Tbeitpoofeft^  der  16Theilung  in 

5  gleiche  Theile,  von  jedem  der  erhaltenen 
Theilpuukte  in  3  gleiche  Theile,  u.  8*w. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  mithin  die  Eintheilung  des  Krei- 
8  in  8o  viel  gleiche  Theile,  aU  irgend  ein  Theiler  de«  ProductJ^ 
X3x5  Einheiten  hat.  Solcher  Tdeiler  gibt  es  aber: 
i  1)  (1 +  1)  (1  +  1)  =  ^0  (die  1  initurrechiict).  Durt-h  Uinzu- 
hme  der  Construction  der  ^tebzehneckfiseite  würde  diese  Zahl  40. 
ir  die  wirkliche  Ausführung  därfte  die  Bemerkung  von  Nutzen 
in,  datnr»  um  eine  Tbetking  a  aurmtragen«  man  nicht  ndthig 

X,  die  Sehne  in  deq  Zirkel  zu  nehmen,  welche  dem  Bogea 

e  KrelsumfkDga  eiitspriehl»  aondem,  daa«  Mo  dami  «Ihü'lSebM 

Daizeo  kaoa^^.die  an  -  dea  Kr^ißumfauga  gehört»  wenn  nnr  » 

(1  a  relative  Primzahlen  sind.  '  .     \     .  ^  ,  , 


•  *  •  ♦  ■    '  •  ^aUf  t 

TkcU  XXVIL  & 


Oigitized 


UBterfadkang  über  geometriBche  Oertcr,  wddie  tob 
Flachen  iwekea  Grades  aUiäogig  sind,  nebst  Verglei- 
flhmg  ffer  UnKe  ▼mdMeMT  S^mesl»  ynm  Fücbea 

zweiten  Grades. 

V«« 

Herrn  £.  Mmts^rn^yer, 

Lehrer  d«r  HathemaUk  an  der  KantonsaclMile  wm  A»ra«. 


i. 

Es  ist  Taf.  III.  Fi??  2.  ern  Elllpsoid,  dessen  Achsen  2a,  26,  2c 
»Jnd,  ergeben;  dasselljc  \\iid  tiiirth  zwei  Systeme  von  Ehenen 
§a  fseschnitlen,  dass  die  £l>enen  des  einen  Systems  mit  der  Ehena 
den  Haiipt-:c'  tiitts  (a,  0)  iiaraUc!  >iud  uud  die  des  zkieiten  Systems 
mit  der  Ki»one  «its  Han|it-!  huiüs  (6,  c).  Ferner  stdien  zwei 
Ebenen ,  von  denen  die  eine  dem  erjstern  und  die  andere  dem 
Utieiten  Systeme  angehört,  eine  solche  Lage  haben,  da«is  dos 
zwischen  ihr  und  dem  mit  ihr  parallelen  Hanptstlirtilt  enthaltene 
Stück  des  Elüpsoids  an  Inhalt  dcmjeniui  n  Seiiincnt  des  EMiji- 
ioids  gleich  ist,  das  zwischen  der  andereu  Lhenc  und  dem  mit 
fbr  parallelen  Hanptschnitt  entfialton  ist.  Es  wird  nun  i:efrai»t, 
welcJies  ist  der  g^jastrUcbe  Ort  der  DareJiscbDittsliJiien  dieser 
Ebsneopaarct 

Auflasnnjf^.  Es  sei  BAOCB  elo  Octsiit  des  gegebenen 
Ellipsoid^;  ßO,  AO  end  CO  seien  seine  Halbacbsen  a.  6»  e» 
welche  tiir  zugleich  als  Aebsen  der  y  nnd  %  annebmen;  ferner 
seien  die  Ehenen  der  Scbnitfe  EJKDf  FKGU  psmllet  mit  den 
Usuptscbnitten  (a,  b)  ond  (6,  c),  se  mnss  nacb  der  Bedingung 


Digitized  by  Google 


der  Ati^^abe,   wenn  wir  tlen  Inhalt  des  ^^cuments  UFÜGCAQ 

*r=F'  (1) 

Am  (1),  (2).  (3)  folgt:  , 
woraus  wir 

V 

«rWtPP«  9iißr  auch.: 

Dieser  (»ieicbuDg  wird  Genüge  geleistet^  wenn 


9       %       ^  ' 

-_-  =  0  (6) 


und  wenn 


ist 

Die  iileichung  ((j)  ejehört  einer  auf  die  Ebene  der  xz  scnk- 
ffeobten  £bep«,ai»s  i^i«  imt  de«  £i»««e  4er  o^ir  oi^^n  W^uM  Iii)» 

det,  desaen  trigononetrische  Tangente  ^  Ut    Besclirelben '  trir 

Malier  wm  das  gesehene  Kllipsoid  ein  rechhvinklirhtes  Pnrallelepi« 
ped,  wovon  CfJT  WAO  der  nclite  Theil  isf,  und  Ic^on  fliir^h  /40 
un^  die  gegenüberliegende  Kante  ITJ  eine  Dinuon.ilebcne  ^les 
Pnrallefepipeds ,  8o  ist  diese  Ebene  derjenige  gebuchte  Oitp  wel- 
cher durch  die  Gleichung  (6)  darg^esteiU  i^t. 

.  'Wo  Glfiilitmg  (7)  a^ni  im  AJlgmnelniefi  fiwni  CyIMcr 
iImiMNi  JPmM      w  ii«r         d«?     «lalndlMa  Btt^  CD  iat 
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"O'm  zu  ttnfersiichen,  ob  und  in  irelcben  Fftllen'  die  Gldch«ng  (7) 

für  unsere  Aufgabe  eine  ereometrfeche  Bedeutimer  hal,  so  setzen 
wir  zuerst  in  der  Gleichung  (7)  :r  — 0,  so  konnut  r  rr  cV^.  Diese 
Werthe  von  x  und  z  belriediifi?n  allerdings  <lie  (^icicliung  (4); 
da  aber  V3  >  1,  also  auch  cV3  >  e  ist,  so  triÜl  <'ine  dtnch  die 
Erzeugungsiinie  jenes  Cylindt'is ,  deren  Gleichungen  a;=Ü,  2  =  cV3 
sind^  gelegte  Ebene»  die  mit  dem  Uauptschnitt  (a,6)  parallel  ist, 
das  EHipsoid  nicht  mehr,  kann  also  hier  nicht  als  geometrischer 
Ort  betrachtet  werden.  Das  Gleiche  gilt  liür  die  Erzeugungslinie 
de^  Cylinders  (7)»  deren  Gleichaogen  x^aVZ  und  x=0  sind. 

Im  aber  allgemein  bestimmen  zu  können,  ob  wirklii  Ii  einige 
Erzeugungslinien  des  Cylinders  (7)  vorhanden  sind,  die  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  genügen,  so  wollen  wir  uotersucbea,  ob 
di»£Uipsen,  deren  Gleichungen 

sind,  einander  in  reellen  Punkten  schneiden  oder  nicht  An«  der 
ersten  diet^r  Gleichnngen  erhalten  wir 

♦ 

a 

Dieser  Werth  von  z,  in  der  letsteo  Gleichung  substituirt,  gibt: 

«=±aV   2  *   «=±c\   2  

Da  diese  Werfhe  von  x  und  z  imaginSr  sind,  so  finden  znischen 
jenen  beiden  Ellijjsrn  auch  nur  vier  imaginäre  Diircbscbnittspunkte 
statt,  woraus  hervorgeht,  dass  die  letztere  Ellipse  die  erstere 
ganz  umschliesst,  ohne  sie  zu  berühren  oder  zu  schneldeto;  mil- 
hin  hat  auch  die  Gleichung  (7)  nur  eine  algebraische»  kelnteewegs 
Aber  eine  geometrische  Bedeutung. 

Hatten  wir  den  geometrischen  Ort  der  Linien  gesucht,  die 
so  gelegen  sind,  dass,  wenn  man  durch  eine  jede  derselben  zw  ei, 
das  Ein()8oid  schneidende  Elienen  legt,  von  denen  die  eine  pa- 
rallel mit  dem  Uauptschnitt  (ri,  c)  und  die  andere  parallel  mit  dem 
Hauptschnitt  (/y,  v)  ist,  und  dabei  die  Bedingung  gegeben,  das« 
diejenigen  iStücke  des  EHipsolds,  von  welchen  das  eine  awischea 
dem  Hauptacbnitt  (a,  c)  und  der  mit  diesem  Schnitt  parallelen 
ENne  i^nthalten  ist,  das  andere  aber  swbeheii  dem  flauplidiDltC 
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treJ^e  poh  ffucken  %9tteUm  Grades  abhängiu  sinä,  eic,  ^ 

{b,  c)  tmd  jder  mit  diesem  parallelen  Ebene  Kcgf,  inmier  «^leicltf^ 
Ittbalte  haben,  so  wiirdeii  wir,  wenn  wir  «Umi  liibuk  des  er»»t^jreil 
mit.  V"  beseictiDen«  nie  obeo  gelunden  habt^n: 

F  —  ocy^ — jjp-,  (m) 

und  da  di  r  *7ei:i  iu-iieu  iieilinguiig  zuIoIl^c   F  =  F''  «ein  soll, 

bätt(M)  ulr  i'ir  dic^  <«1eichnr)geii  d^r  geometrwfibeu  Otrter  j^nar. 
Liuiea  wie  obeo  gelunaen: 

J--f=0.  (11) 


üie  Gleichung  (11)  stellt  eine  durch  die  Achse  2c  und  die  ihr 
gegenfiberfiegende  Kante  TW  des  unisckriebeneD  Parallefepipeds 
geheiide  ÜiagAUftlebene  vor;  die  leUtere  hingegen  wieder  eioeo 
imaginären  Cylioder. 

Hüten  wir  deo  geoinetrisdbtii  Oft  geraden  Lioien  geeuelity 
dorcii  welche  ecbeeidende  Ebenen  gelegt  eiadj  die  mit  ^i^Havpla 
eehnitten  (e>  b)  end  (o»  e)  parallel  laafen,  und  welche  von  dem 
filHpeold  gleiche  Stocke  ahechneiden»  eo.  würden  wir  Dir  die  Ocr^ 
ter  dieser  Linien  die  Gleichungen ; 


.     f '-f=0'  (13)  • 

gefunden  haben.  Die  Gleichung  (13)  stellt  eine  dnrcb  die  Acbee 
ha  und  die  ihr  gegenüberliegende  Kante  J^T  gebende  Diagonal- 
ebene des  Paralleiepipeda  vor,  die  Gleichung  (14)  aber  einen  ima* 
glnftien  Cyllnder. 

Wlre  eadM  die  Bedtngnng  gegeben,  daae 

sein  soll,  so  Hessen  aicb  dieae  drei  Gleicbongen  auf  folgende 
reducireu :        ■  ' 

d    a^b     a     c  W 

Da  die  dritte  dieaer.dtel  Glelchnngen  immer  eine  Folge  defMc^ 
4ee  «bri99ii.iet, -.80.  «teilen  je  awei<  d&eeer  .GleldmiiiMi  aiMaAimtti 
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7^     Mouabrugger:  üntermcAmg  über  ge&metriuhe  oener. 


die  üurchscbtntUlime  der  durch  jede  derselben  aiisgedrCickte^ 
IMgnnaflelmheil  d^s  ofl  ervrShrtten  Parallelepipedfl  vor.  Die  1^ 
gonalen  dieses  Parallelepipeds)  sind  daher  die  gvometrisdlc^b  <Om 
ter  der  Punkte»  welche  die  Eigensicheft  beaitxen,  dae«  wenn  mm, 
4ohA  jeden  deraelben  drei  Ebenen  legt,  «rovon  je  eine  derselbe 
mit  einer  der  Haoptachnitte  des  EHipsolda  parallel  gebt»  dl 
Stücke  diefiies  letztem,  die  zwischen  einer  soleben  Ebene  und  da 
Xhx  pä^ralleleii  HuupUciiiiiit  euthuiteu  äiud,  gleich  groii«»en  loball  hab«&i  i 

Sind  statt  der  Achsen  des  RIliji^uKls  drei  zue  cor  Jnete  Dnrc 
mes«?er  2ri',  26',  2c*'  desselben  £;ei»el)en,  und  biideti  die  beid  ^ 
letztern,  2c',  miteinander  einen  Winkel  X;  ist  ferner  (t  cM 
^Vinkel,  den  ddr  erste»  2a\  mit  der  £heoe  der  beiden  anderu  niae  A 
ee  ieti  ivann>.Mrlv  il9it9  4rei  Durchmesser  su  CoordiaatenfAch^e 
•naebmeb  tind  -v  in  Bdziebang  auf  dieoe  Anaahfteii  dxaelb»  i»^ 
leicbnet»  was  F  in  L:  -j.  . 


MlÜälat  dlea^  Fo;*meI  findeu  wir  auf  dem  bekannten  Weg« : . 

9  =        Sin  A  sin  fi  1 3o'*Jc  —  (I)^ 

Beieichnet  ferner  X'  den  Winkel,  c|^n  die  Achse  der ^  mit  de? 
Achse  der  oder  2ü'  mit  2a'  bllcU  t ,  und  ^i'  den  Winkel  der  Achse 
der  2  ge£jen  die  Ebene  der  j-j/.  odri  den  \\  nikrl  des  Durchnies- 
sers  2c'  mit  der  Ebene  der  Liurcinue^i^^er  2a  und  26';  bezeichnef 
endlich  e'  in  dieser  Annahme  das  nämliche»  was  V  in  1.»  ao  ist: 

=r  ^  elAi'  slii|i'  |3u^— »«V    '  (2> 

Ist  endlich  k"  der  Winkel,  den  die  Achse  der  r  mit  d*ir  Achse 
der  ü  Ijiidet,  und  ft"  der  Winkel  der  Achse  der  y  gegen  die 
Ebene  der  ari,  und  bedeutet  t?"  das  dem  in  1.  entsprechende 
Segment»  so  ist: 

^>*=^amX*«iB#*^l»'^-y»|.  (3) 

Aw$  den  Werthen  ton  t,  tf,  sehen  wir,  dass  hei  den  ent- 
sprechenden Bestimmungen,  die  wir  in  1.  bei  F,  F',  F"  gemaebl 
haben,  die  clciehen  Sötxe,  ule  in  I.  hervoT^ehen  würder»;  nm 
flftil  «Uai  Üaterschiede«  dass  das  dem  Eliipsoid  umschriebene  Pa^ 
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I      riMi|ipM:SfliMMw        di«       ttor  iiigi>iMi>»  C#or» 
A%>*  Mm  ■>EM»lHBii  BwMuig»gleidiungen  «litt: 

■ 

» 

I  ■  * 

i 

cofi X'  =  cos X cos X*  +  «in X  V si n(P+ '^0 «iu (X''^^,  (0) 

cosX''=cu&X'  cosX  -J-  sinX'  V  sij](X  f  fi')siu(X  —  ^  j;  (7) 

oder  auch  sUtt  der  drei  letzteren: 

cosX  ==  COSA' cos sin a"  V  üii*i,X'-^fi">*»»K^' — (fi) 
CO«  X'  CS  cos  XmX'  +«lnX*  V  siD(X  +  #i'')siii(X-;i^).  (9) 

cmX'^somXcmX'  -l-tial  V^ain(X'-|-|»)iiii(X'— fi).  (UQ 


a 

I  Nehmen  wir  jetit  (Taf.Ill.  Fig.  3.)  ein  genKilitilebt«»  Pmbb- 

kfd  an ,  dessen  Leit*  und  Erzengangsllitien  die  Parabeln  SOi^ 
ttnd  LOL'  sind  •  ron  welchen  Ale  erste  in  der  Ebene  der  ys  und  die 
•ndere  in  der  Ebene  der  arx  liegend  angenommen  wird.  Dieses 
Paraboloid  schneiden  wir  zuerst  dorcb  eine  mit  der  LeÜpariAid 
SOS^  parallele  Ebene  ßLff  und  bestimmen  den  Inhalt  F  des 
SoÜdamSy  das  einerseits  von  dem  pemholiscben  Schnitt  BLB^^ 
andererseits  tos  dem  diesen  Schnitt  auf  die  Ebene  der  Lelt* 
pavibel  pr^ireoden  CylMwBm^.  MLB'M'KM^  ditttent 
Ton  der  Ebene  B*(yB9iOia*^  die  wir  als  Ebene  der  ^  »»«b» 
men,  begränst  ist.  Ferner  bestimmen  wir  den  Inhalt  V*  des  So« 
lidttms,  das  einerseits  Ytfn  dem  Thetl  Oi/BM  der  Ebene  der 
Xff,  andererseits  von  dem  in  der  Entfemong  OM^y  paralfel  'tflt 
de»  Ersengnngsparabel  gelegta  liehaitt  BSätBf,  und  von  der 
halben  Leitparabel  .$0,  und  endlich  Ton  der  zwischen  .diesen 
Grinsen  enflikltenen'  Oberflfiche  des  Paraboloids  eingeschlossen  iiit 

Wir  suchen  (erner  den  geometrisiJieii  Ort  der  Durchschnitts- 
linieu  der  heiden  Systeme  von  Klipiien,  von  welchen  die  des  ciucQ 
Systems  parallel  mit  der  Ebene  der  LeÜ|)arabel,  und  die  des  a»- 
tlern  parallel  mit  der  Eliene  der  l^rze(igangs}>aral)el  so  gefegt  sind, 
'      (lass  Solida,  wie  die  obea^oanotea     nad  V* ,  immer  gleichen 

I      lahait  tiabea«  ^   *  *  ' 

I 

I 
I 
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S     MMktM§9^r:  Ontermtckung  über  gemMtiMe  ditf#v. 


•i  v.'üin  ^en  ersten  Theil  dieser  Aufgabe  zu  luge«»' DehniMi'  «#| 
d\m  drei  durch'  den  Scheitel  O  des  Paraholoids  gehenden  Linie 
OÄ,  OY  und  OZ,  von  welchen  die  letzte  auf  die  gemeinscbaf 
liehe  Achse  der  Leit-  und  Erzeugung^parabel  fölit,  die  zweit 
ab4r  in  der  Ebene  der  Leitparabel  seDkreoht  auf  OZ  ist/  und  di 
erste  OX  aaf  deo  beldep  aodern  senkrecht  steht,  als  Achsen  df 
jf  und  i  ao;  ferner  soU  der  Parameter  der  Leit-  aod  , 
der  Parameter  En^eugungsparabel  eein;  abdami  babeo  wb 
die  Gleiebdng  des  Paraboloide: 

Beaeicboet  Q  deo  Inhalt  dea  Parabeisificka  BJLV,  se  ist: 

V-JQds  (2) 


mid 


Da  aber  aneh 


ee«!  «Iiilteiii  wir:  ' 


ata9 


Uro  den  Inhalt  F'  zu  bestimmen,  setzen  wir  den  Inhalt  des  P 
rabelstücks  BSB'M^Q',  so  ist: 

V'=fQ'dy,  (7) 

aod  da 

"      •  Q'  =  2.i«z,  (8) 

$o  üuden  wir  mittelst  der  Gieichungeii  (4)  wie  oben; 

tSoll  endlich  F=      sein,  so  erhalten  wir: 


5* 
P 
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*=±yV^^;      .  (H) 

Mg^  INe  geometriaclMii  Oert«r«  walebe  die  nvelte  Bedingung 
d«V'Aiilgi^  «rflBIlcB,  itiid' daher  sirei  Ebenen,  tod  welchen  die 
eine  doreh  die  gemehieehaflliehe  Aehee  der  Lelt-  ond  der  Eme«* 
gongspainhef  ond  doreh  ehM  fn  Seheitel  O  ddV  Pinihotolde  |(i^ieiide 
gerade  Erxengungslinie  desselben  geht;  die  andere  ahef  ^ebt 
ebenfalls  dnidi  jene  Achse  des,  Paraholoids  no^  devch  die  in  O 
stehende  gerade-  ferseitgungsiiiüe  OB*  de*  Paiaboleids;  jedoeh 
ist  diese  Erseugungslinie  yom  streiten  System»  wenn  die  ▼o^r- 
wihnte  OB  wnrn  ersten  ist 

.  .     ^  '  r 

d.  ^ 

Es  sind  awei  einthoilige  Hyperboloide  gegelMn,  das  erstere 
hat  sein«  reellen  Achsen  26«  Sic  in  der  Ebene  der  jfx  nnd  die 

inaginire  2V— «•  ftllt  anf  die  Achse  der  s;  das  swette  hat 
sebe  reellen  Achsen  2a,  26  in  der  Ebene  der  Xf^,  nnd  seine  Ima* 

ginftre  2  V— c^'ftUt  auf, die  AAae  der  i.  Beide  haben  ihren 
Mittelpankt  im  Coordinatenanfang.  Es  soll  der  geometrische  Ort 
der  4>iirch8ehnitt8lfnien  iwtler  Systme  •  Ebenen  gefunden 
werden ,  voti  welchen  die  des  erstem  Systeme  senkrecht  auf  die 
Achse  der  x  sind  nnd  vom  erstem  Hyperboloid  Stficke  abschnei- 
den» die  von  der  Kehlellipse  und  der  Durchschnittsellipse  einer 
solchen  Ebene  mit  dem  HypeHboield  he!»rilnzt  sind;  und  die  Ehe* 
nen  des  zweiton  Systems  sollen  senkrecht  auf  die  Achse  der  z 
sein  und  vom  zweiten  Hyperboloid  Stucke  abschneiden,  welche 
von  «seiner  Kehietllpse  und  der  Durcbschnittseüipse  einer  »solchen 
Ebtaie  mit  dem  zweiten  Hyperboloid  begränzt  sind.  I.n  ilicli  ist 
die  Ußdingnn^  gegeben:  dass  je  2.irei.der  genannten ^ci^ida  glei- 
chen Inhalt  haben. 

AnflOanng.  Die  l^eicfaungr  des  erstern  Hyperboloids  ists 
die  den  aweiteftt 

Der  Inhalt  des  erstem  «^elulHml»  den.,  wir  mit  F  lieaeichnen 
wolleut  Ist: 
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Bezeicboeo  wir  den  lobalt  des  zweiten  Soliduins  mit  V\  im>  ist; 

r=^(3«?^+*»).  <4). 

■  • 

Da  aber  der  BediiigiiBg  iler  AalSgabe  sufolge  fssiV  .sein  mU» 

90  Wts 


woraus 


fol^t.  Dieser  GleicbuDg  wird  GenOge  geleistet,  ireno 

j-j=0.  (8) 

ist.  Umschreiben  wir  atm  tien  absoluten  («rö^^en  20y  26,  2r  «in 
rechtn  inklichtes  Parallelepi|)ed ,  dessen  Mittelpunkt  der  cjemein- 
same  iMittelpiinkt  der  Hyperbolnide  ist  und  dessen  Seitentlächen 
mit  de»  Coordioateu ebenen  parallel  i^ifid,  t»o  stellt  die  Gleichung  (Q) 
eine  dnrcb  die  Acb^se  M  und  die  ibr  gegeniiberiiegeade  Kante  des 
Parallelepipeds  gebeede  Diagonalcbene  desselben  vor.  Dieae 
fibeee  i«t  daher -«In  geometrischar  Ort  der.  io  der  Aufgabe  ge- 
MUHiteo  DercbacbaStteliiiieiu  Ist  noch  ein  drittes  Hyperboloid  ge« 
geben,  deK^en  Imef^inife  Achs«  Ä  V*-4*  «of  die  Acbse  der  y  mi 
dessen  reelle  Aohsen  2a  und  2^-  aut  die  Acbseu  der  js  und  2  tal- 
leo»  dessen  Gleichung  aUo 

  ■  .©"-ay+G);»' 

ist,  und  wird  dieses  durch  eine  mit  seiner  Kehlellipse  parallele 
Ebene  in  der  Entfernung  y  von  seinem  Mittel()unkte  geschnitten, 
und  der  Inhalt  des  Solidunis,  (bi«  sich  zniscben  der  Kehlellipse 
und  jenem  Scbuilt  beünd^^tj  mit  F'f  bez^icbnet,  so  ist: 
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Soll  nun  K=  V  sein,  so  finden  wir,  wie  oben,  für  die  (jlcichun- 
gen  der  geometrischen  Oerter  der  l>urchschnitt>:!iiiien  der  Schnitt- 
ebenen,  »eiche  bei  dem  Hyperboloid  (I)  und  dem  Hyperhnloid  (8) 
parallel  mit  ibreo  |iMptkliv#o  KeliA«lU|^A  gemantUt  /wi^deug 
folgeode : 

|-;=o.  (10) 

Die  erste  dieser  Gleicbongen  gehttrt  der  durch  die  Achse  dpr.i 
eod  die. ihr  fiegenfiberliegende  Kante  des  Panülelepipeds  gehen« 
den  Diftgenalebetie  ttk.  Die  Gieidittiig  (II),  se  wla  die  Glei- 
cheng  (7)»  werden  nachher  untersucht  fei  ferner  die  Bedingung 
gegeicki /  daes  Ptsfr  1^  sein  seH;  so 'finden  wir  für  die  Glelehii*' 
gen  def  geemetriscben  OeHer  M  DurchseftniflsnnWn  4hf  SHinill^ 
•Ueneii,  Aeiiei  dem  Hy(>erbold}d'(2;  vmi  bei  dem  HypSfUelolltS) 
parallel  mit  IhfenF  Kehleilfpsen  Angebracht 'sind  >  ^tt^nder  ' 

Die  Gleichung  (12)  gehört  der  durch  die  Achse  der  j-  und  die 
ihr 'geftenflberlip^nde  Kante  gebenden  Diagnnalebeee  des ^  oben 
genhfinten  Pärallelepipedt»  ao.  Die  Gleiehong  (13)^  so  wie  ahieh 
die  deichnngeti  (7)  and  (11),  drtiekeii  im  Allgemeinen  drei  hypiei» 
bellsehe  CyBniler  aas»  deren  Bogen  respehtive  in  den  Ebenen  der 
igz,  xy  und  yt  liegen.  Wir  wollen  untemueben,  ob  einige  Erieii* 
gungslinien  dieser  Cylinder  reell  »ind  oder  nicht.  Bei  dem  Gylin* 
der  (7)  hftngt  natürlich  die  Reellität  davon  ab ,  ob  die  Hyperbel  (7) 
von  der  in  der  Ebene  der  an  befindlichen  Dnrehschnitfcshyperbel 
der  Ebene  der  .^z  und  des  Hyperholoids  (1)  geschnitten  wird  oder 
'nicht;  ferner  ob.  die  gleiche  Hyperbel  (7)  von. der  Durchach'nitte« 
ftyperbel  der  Ehene'  xz  und  des  dyperholoids  (2)  geschnitten  .vrlrd. 
Um  das  erstere  xu  untersuchen,  verbinden  wir  die  beiden 'Glei- 
chqngen: 


a)'-(ö'-'=»-. 


(14)  ist:  \ 
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Dieken  Werth  von  —  in  (15)  substituirt  gibt:  ' 
woraus  wir 

5 .  vii       .  d  3  7vn 

•der' 

 2V3  '  ««±«lf  

erhalten.    Üa  aawobl  &V3  >  Vll»  als  auch  3v3>  Vll  ist»  so 

Ut  der  Werth  von  a;  und  der  von  z  imi^nSr.  Es  giht  also  keine 
reelle  Erzeugungslinieii  des  CyÜnders  (7),  welche  der  Bedingung 
der  Aufgabe  Genüge  leisten  ^  er  ist  daher  imaginär. 

Ist  endlich  die  Bedinguog  gegeben»  dass 

seio  soll»  so  reducirt  sich  diese  darauf i  dass  ^ 

i_?=»  ^  =  i_|=0  (16) 
e      a      0      a      c      o  ^  ' 

Ist*  Da  diese  Glelcfani^fen  mit  jenen  ,  in  Nr.  1.  (16)  identisch  sind, 
so  kssen  sich  auch  hier  wie  dort  die  gleicheo  Schlfisse  und  Fol* 
gerungen  daraus  ableiten»  so  dass  also  die  Diagonalen  des  obea 
genannten  Parallel epipeds  die  geometrischen  Oerter  sind,  welehe 
der  hier  gegebenen  Bedingung  genügen. 

6. 

fl 

Untersuchen  wir  in  dieser  Nummer  noch  in  gleicher  Ordnuog 

ivie  in  4.  dasselbe  bei  den  drei  zweitheiligen  Hyperboloiden,  welche 
durch  nachstehende  drei  Gleichungen  charakterisirt  sind: 

©■-a)-G)"='-  0' 
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Um  bei  dem  Hyperboloid  (1)  den  luhalt  F  ^es  Stücks  zu  finden, 
das  zwischen  dem  iScheUel  einer  Schale  desHelhen  und  dem  in 
der  Entfernung  x  von  seinem  Mittelpunkt  senkrecht  auf  die  Acb«e 
der  s  gelegten  8chnÜt  ^  entbelten  lett  eo  bemerlieB  wir»  di«s 

«=*^.^(^-««>  .    •    •  (1) 

vnd 

r=/^-f-Const.  (2) 

ist«  :  Wir  fiuden  daher:  ,  ,  \ 


and  da  FssO  nein  muae  ftr  v=ay  ao  ist  Cenat  =  ^^^^^  feigOch: 

Auf  cleiche  Art  finden  wir  bei  dem  Hyperboloid  ('i)  den  Inhalt 
V  des  Noüdums,  das  /.u'ischeu  dem  aul  der  positiven  Seite  der 
Achne  (Icr  y  lieiietiden  Scheitel  desselben  iintl  dem  in  der  Knt- 
fernung  y  von  seinem  iMiir«  Ipunkt  senkrecht  auf  die  Achae  der  jr 
gemachten  Schnitt  Q[  eothalteu  i^t: 

Endlich  ist  der  Inhalt  V"  des  Solidums,  das  zwischen  dem  auf 
der  positiven  Seife  <ler  Achse  der  i  boiifuliichen  Scheitel  des  Hy- 
perboloids (.i)  und  eiiiciii  in  der  EnH(;rnnni»  z  vom  >rittel{H}nkt 
«enkrecht  auf  die  Achse  dt^r  i  gemachten  Schnitt  Q'' enthalten  ist: 

ahn  c  2'      „     2c'  » 
P'=:-^l3-c%+-g-|.  (6) 

Ist  r=  F',  SO  sind  die  GleiclniriLon  der  p^oonietrischen Oerter 
der  Durcbschuittslinien  der  entsprechenden  Schnittehenen: 

Ist  F=  F*,  so  sind  die  Gleichnii(;en  der  hierbei  staUfmdenden 
geometrischen  Oerter  der  liurcbi^cbnittslinien  der  entsprechenden 
Scbaittebenen :  '       .  ' 
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j-f=0.  (9) 
J-f  =  0.  (11) 

die  <jleichnn^en  dpr  jr^onietrisclien  Oerter  der  Durchsfhnif tslinien 
der  euUprechenden  iScbnittebenen.   Ist  endlich  gegeben,  das« 

p  —  F'  = 

•ein  soll«  so  sind  ^ie  SlelchongeB,  w«lcbe  diesen  Bedingangeo 

genügen: 

b     a     c     a     c  0 

Die  ^eomeiriiielieii  BeAeotnngen  aller  dieser  CUeidinngen  sl 
den  vorbergeheiideii  Nuanero  liiail&nglicli  best'miint  worden. 


6. 

Geben  irir  endlich  no^b  drei  elliptieche  Parabelotde»  deren 

Gleichungen: 

•ind,  nnd  eclinelden  das  erste  in  der  Entfemanf^  x  von  seinem 
Scheitel  durch  eine  auf  die  Achse  der  ae  sentcrechte  Ebene;  da« 
zweite  durch  eine  anf  die  Achse  der  y  senkrecbto  Ebene  in  der 

Entfenuiiig  y  von  »einem  Scheitel;  das  dritte  durch  eine  auf  dio 
Achse  der  2  senkreclitc  Ebene,  welche  yon  seinem  8(  Ix'lfcl  den 
Absfand  2  hat.  Die  Inhalte  V,  V' ,  V"  der  Solida,  die  zwischen 
«lea  8cheiielB  dieser >Panl>nloide  «ad  den  geaawtea  &JioilM»^ 
nen  liegen»  sind: 
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r  (4) 

V'^nV^pfr^^,  (5) 


ethaltaib  «Hr  flir  die  Gleiehanj^  4er  ^eovetriecben  Oerter  der 
IHireliscboitfaliiiieR  der  Ebenen »  welche  die  Paraboloide  (I) 
0S)  ra  den  Entfemaogen  x,  jft  ^  3f»  Q*  e^*r.  eehneiden»  felgeede: 

;r-i-|f=:0,     /'  (7) 

y-ar=a  (8) 

Diese  Gleichungen  gehr»ren  zwei  Fberien  an,  vrelrhe  beide  tlurch 
die  Achse  der  :  iroheii  und  mit  deo  £benen  ^dei  xz  ood  der  ffz 
Winket  ron  45^  biidea. 

Soll  F=s  V  «ein,  eo  sind  die  Gleldiaiigen  der  geometrischen 
Oerter  der  Dnrehechnitlilioie«  der  eeteiiteiphenden  Ehenent 

i^x  =  0/  (9) 
s-^jrssO;  (10) 

t 

cbenlnlls  zwei  Ebenen,  die  durch  die  Acbso  der  i/  geben  und  mit 
den  Ebenen  der  a:^  jijnd       Winkel  von  45^*  bilden. 

Ui  V*  =  F"»  eo  eind  die  Ortegleicbungen : 

i  +  ^  =  Ü,  '  (11) 

Die  durch  diese  G1elchiin?en  darirestelltf'n  l.hnnen  2:oben  dnrrb 
die  Achse  der  x  und  h  l  icu  mit  deo  |:^beoen  der  und  xz  eben- 
falW  halbe  rechte  \\ii»keL    «  *  \ 

let  endlich  V—  V'^  mo  eind  die  Gleichungen  der  geo* 
MriechMi  Oerter  ddirPunkfe«  In  Midien  eich  je  diiei  anaiweei 
geh&rig»«  In  der  Aii%ahie  geiiinote  fihenen  J^iNftdenr  .... 

•  •     '  '     y  f  a?j3:»'f  arÄ«  +  y«0,  (13)  , 

1^— a?=«— ^s=*— 1=:?«.»  ^  <14). 

Je  zwei  der  Gleichungen  (13)  und  je  zwei  der  Gleichungen  (14) 
gthuren  der  DurcbscbniMiild«  der  Ebenen  an»  welche  durch  Jede 
deiielheD  dargeeteUt  ist   :  ' 
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7, 

Sehliesslich  wollen  irir  noeb  eine  Vergleichung  der  Inhalte 
der  Segmente  der  Flächen  de«  zweiten  Grades  folgen  lassen. 

Wir  setzen  der  Symmetrie  der  Gleichungen  weiren  in  der 

Glek'huiig  Nr.  6.  (l)  des  elliptischen  Paraboloids,  yrsz—^  P'^'Z' 
di«s  jene  llbergeht  in:',  ' 


1/2  i* 

Ebenso ,  setzen  wir  in  der  Gleichung  ,  =  a  eines  geradli- 

nichten  Paraholoids  p  =  — ,  p'bs--,  so  dass  diese  Gleichung; 

öhergebt  in: 

(0'-e)'=f    '  » 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  Solidums  von  dem  durch  die  Glei- 
chung (I)  dargestellten  Paraboloid,  das  durch  eine  Ebene  in  der 

Entlerniinu  x  vom  Scheitel  senkrecht  aul  die  x\c!ise  der  x  geschnit- 
ten trird,  mit  Vs»  und  jenen,  wenn  xz=ia  wird,  mit  F«,  so  bt: 

>  « 

Bei  analoger  Bezeichnung  der  Inhalte  der  Solida  von  dem  gerad* 
lienichten,  Paraboloid»  das  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt  ist, 
haben  Wir: 

Setzen  wir  nämlich  in  der  Gleichung  Nr.  2.  (1)  x  statt  x  und 
vertauschen  p  mit  p'^  ferner  :r  statt  z,  so  wird  jene  Gieichuog  (1) 

SD  ^  ~  ^  ^dT»  ttüil  der  dortige  Werth  von  F  In  der  Gleicboog 

P  P   

(0)  wird  zu:    ^=ä^'V  ^»  '*^«'»       i*szp*a:,  so  wird: 
1 1  .    P  • 


1  _  16c 
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weiche  ton  Flächen  wHtm  Grades  abhängig  sinä^  ei»,  ^ 
Ferner  i»t  bei  immer  glelcjiuiiiü^siger  B^^^lßboung  bei  dem 


3 


Bei  dem  eintheiligen  Hyperboloid : 

■ 

Bei  dem  ziveilheiligeo  Hyperboloid: 


r.ir=*^(^-3«^+2««).  Fwi''=^^:   .  (7). 

T 

Ans  (5),  (6)1111(1  (7)  folf*t,  dass  wenn  ein  IJlipsoid,  ein  eintbei»> 
ü^es  und  ein  zweitheiliges  Hyperboloid  Achsen  '2a,  2b,  2c  von 
leicber  absoluter  Grösse  haben,  und  die  gleichnamigen  bei  allen 
rei  Körpern  auf  einander  ließen»  ferner  wenn  das  eintheiltge  Uy- 
^rboloid  io  der  Entfernung  a  von  seinem  Mittelpunlity  das  zwei« 
leilige  aber  in  der  Eotferniuig  2»  ^ebenfalls  vom  gemeiDsehaft» 
Mittelpunlct  durch  Ebenen,  die  aof  der  Achse  2a  senlcrecbt 
nd,  geschnitten  werden,  die  abgeschnittenen  Stfid^e  der  beiden 
yperbololde  gteichen  Inhalt  haben,  nSmlicb  Jeder  so  gross,  als 
!r  Inhalt  des  ganzen  Ellipsoids. 

Ferner,  %teno  die  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  darge- 
»ilteo  Paraboloide  ebenfalls  daroh  Ebenen,  die  auf  der  Achse 
r  X  oder  2a  in  der  Entfernung  a  von  ihrem  Scheitel  gesehnit- 
B  werden»  die  Verhältnisae: 

Va  :  F." =3: 4,    )  (15) 


lüfinden. 


Setzen  wir  in  (7)  a+x  statt  x,  d.  b.  verlegen  wir  den  Sehei- 
des zweitbeiligen  Hyperboloid»,  in  den  Coordinaten-Anfang,  der 

gleich  Mittelpunkt  des  eintheiligen  Hyperboloids  und  des  ^lip- 
id«  ist,  so  ^ird  die  erste  der  Gleicbuhgen  (7):     ' .    '  '  . 

Tktü  XXVII.  e 
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SkriPon:  SMge  A ufgabm  nehst  äeren  Aufiämmgm* 


Setzen  wir  diesen  Werth  von  Vx^^  dem  Wrrüjr  \nn  V^"  in 
der  Gleichung  (5)  gleich,  und  bestimmen  aus  <lrr  resultirevd^ 
Gleichung  den  Werth  toh  j?,  d.  h.  suchen  wir  dieAbscisse  jr»  fai 
deren  Endpunkt,  wir  eine  auf  die  Achse  der  »  eetakTechte  Ebene 
erfiditen  mdseen»  die  Ton  dem  Hsrperiioleid  und  von  dem  EIKp- 
seid  Stficire  abschneidet«  die  gleieheo  Inhalt  haheo«,  ao  finden 
irir  aua  der  Gieichang 


bcnx  — 


a 


3a> 


den  Ausdruck 


Hier  muss  oatürlicb  das  obere  Zeichen  gebraucht  werden, 

Soll  F»*=  F«'^  sein,  »o  wird  das  Gleiche  wie  vorhin  jetzt 
bei  dem  ein-  und  dem  zw  citheili^cii  ilj  perholoid  untersucht.  Da- 
durch tioden  wir  übereinstimmend  mit  dem  Obigen:  xzslsu 


r 


Ejiiige  Aufgaben  nebst  deren  Auflusungea* 

Von 

■ . . 

Herrn  Gustav  Skrivan, 
Lehrer  der  MaUiematUt  am  P*Bilka'«dien£rxiehaiig»-liistitate  sn  Wiea^ 


*  Die  drei  Abstände  hi,  h%j  der  Seiten  a,  6,  c  vom 
Mittelpunkte  des  um  ein  Dreieck  ABC  (Taf.  III.  Fi*r.  4.) 
beschriebenen  Kreises  sind  n ebst  einem  Dreieckawin-». 

kei  C  gegeben»  man  aoD  daa  Dreieck  aaflOaen. 
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Mst 
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Oihnti,  OEmk^.  OFt=s1^.  OC^Oß^AO^t, 


GlelchwfeD  folgt  > 


... 


(I) 


daher 


•der 


••I 


0) 


ferner  Unbekannt:  rc=^^^^;  eubfitituirt  man  diesen  Werth  io 


and  daraus: 


.^-B     hr-hj,  .A 


II. 


•  I 


Oie  drei  Höhen  A«,  eines  Dreieokes  ABC 
(Taf.  III.  Fig.5.)  sind  bekannt«  man  soll  das  Dreieek  anf- 
lOsen. 


V  I 


^  Es  sei  AF^/f-i,  BE  —  h^,  CD^k^,  so  tTa^#  man  //,  von 
C  h\s  m,  und  v  on  C  bis  7z  auf,  ziehe  mn,  ibi  Megen  der 
Aehuiichkeit  der  iirdecke  CEB  und  ACTi  ' 

■  I 

■ 

folgUch  die  Gerade  mn  (j  AB,  daher: 

6* 
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e :  a  =  A4 : 


06m  «ji=^^J^.  (I) 

Aua  iai 


liflUa  MW  (1)  oimI  (9f  , 

 ,..,!..! 


Der  Integrai- Ausdruck 


=/ 


kann  auch  mit  Hilfe  der  tr i g o uometrischeD  Funktioaen 
aufgelöst  werden. 

Setzt  man  x^cwix,  so  foJgt: 

V  •    *  •  V       v   »       ^  ' 

ä4  #  cos^.j rf.eotj-.— 4.1  /  8ID2  cos ^. CISCOS ^ 

■    •       *       *  • 
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"••11  : 


U€^wi^mKfyah€  für  Sekßler.  Welch«  B«4i»f«iigeD 
•in^  notji wendig,  daes  die  Gleiebnog 


3: 


eU  i|aadrAU«cbe  lialiftodeit  ir erden  k^^ut 

Offeobar  wenn  a-i-l=b  ist»  deua  daoD  folgt: 


*  ■  < 


f. 


»  1 


•    •  • 


1  =  0. 

(« 1)  (a;> o; -I- 1)  —  6    —  1  > = 0« 


t  r 


Zwei  Tbeilangsau^aben  zn  geodälisclier  AnwendaDg» 

Von 

Herrn  Professor  C,  fV.  Bmur 
tn  äat  yi4ytwihiiiMh<e  Sdhak  n  Stnltgevt. 


Zu  der  ereteit  der  beiden  folgenden  Ai^gaben  Int  die  hier  gege- 
bene» eimeo  tbeeretlech  efolbebe»  ale  praktisch  brauchbare  *Aaf- 
iSnng  swar  echon  mehifaeb  in  geometriacben  Schriften  mItgetbflMt 
weiden;  da  ale  aber  ▼islielcht  nicht  allen  Leaeni  bekannt  tot  nnd 
die  der  sweiten  Anfgabf  anf  -lbr  berqht»  se  mnaate  nie  in  Kflme 
abgehandelt  werden* 
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▲«fgabe.  Dareh  ttUe&iftDakt  P  (Ta£ lE.FIg.6.«iid7.) 
eine  Gerad^  sn  «lelLeiiy  trelcbe  mit  den  SebeiO^eln 
6'fbläk^*oa^«  'LagVund'  Gr088>  gegebeeeiy  Wlnbj^ls  LOW 
eloDreieek  OXT  vok^  gegebenem  IblhaU 


Analysis  und  Auflveong.  Denkt  mae  eicb  ie  dem  Win- 
kel LON  ein  Parallelogramm  OTGH  mit  dem  gegebenen  Inhalte 
g  80  con8trttirt,  ds^ee  eine  Seite  (7/7  nuthigen falls '^^rHUil^l  äiiMh 
deo  INnikt  P  geli^,     aoW,  <>^F=.  pFC^  eder , ,  ^  , 

oder,  w^en  der  Aebolielikeit  dieser  Dreiecke, 


ßo  hat  mim  nur  von  der  Ecke  F  aus  f^Y  nach  obigem  Werth  aaf 
FL  abzutragen,  dann  ist  die  V erbioduugt^liuie  des  Punktes  A  mit 
P  die  verlangte  Gerade. 

Liegt  Punkt  P  innerhalb  des  Winkels,  so  ist  die  Anrinsnn^ 
Dar  muglicb,  weoii  PH^PG,  ist  aber  diese  Ge<1ingung  erfüllt, 
•o  erhält  man  eine  zweite  AunOeeng,  wenn  FX,  weiche  aledann 
imnet  kleiner  als  P^aoeOUlt,  ?en  f  aoa  gegen  O  abgetragen  wird. 

Liegt  dagegen  P  aoseerlialb  des  Winkele,  eo  ist  die  Aulls» 
•eng  innerbalb  des  Winkele  immeSf  aber  nnr  einmal  muglich,  weil 
atete  PHy^PG,  aber  der  Endpunkt  der  ven  F  aoe  Hlckwlirts 
abgetra|;enen  FÄ  über  den  Sebeitel  O  .binaus,  und  zwar  näher 
bei  O  als  P  bei  G,  fällt;  die  rtfckwfiirts  abgetragene  FÄ  gibt  da- 
her die  Auflösung  in  dem  Scheitelwinkel  von  LON, 

Bei  der  AusfüliniüL,'^  auf  dem  i  clde  1>r;iiicht  weder  das  ganze 
Parallelogramm  OtGH,  noch  die  1  cko  F  desselben  ausgesteckt 
zu  werden;  ist  nur  p  und  PG  —  (j  gemessen,  so  erilfilt  man  IlBr 
die  Lage  des  Punktes  P  innerhalb  des  Winkels: 


% 


Pü^^Pif^\FX^ 
werden.  Bleranar  folgf  aberc 


Ufr  ifie  Lage  ven  P  «aae^halb  dda  Wfakelsr 


P 
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^  •  zu  geoädiischer  Am»inätm§»  |Q» 

Aufgabe.  Von  einem  Vieleck  vermittelst  einer  Ge- 
raden, welche  durch  einen  «eijehenen  Punkt  geht,  «io 
IStück  TOD  gegebenem  Inhalte  abzuschpeiileu.  " 

!  Hat  man  diejenige  Ecke  des  VMecks  aasfinAg  gemacht»  de* 

rea  Verbindongeiinie  mit  dem  ga^ebeaeo  Peakte»  ▼erllagert,  die 
Bedfaignng  inSgliehat  anoftbetod  eiflUlt  (imd  aieb  Im  AHgem^men. 
an  SSweckmiadg^ea  aar  Aaraabmalinie  elgaea  wird),  W  la^  die' 
Anfalle  auf  die  faxende  aofAckgeftfart: 

Ein  Viele (  k  dun  h  Drehung  einer  Seit©  um  einen 
auf  ihr  oder  ihrer  Verlängerung  gegebenen  Punkt  um 
einen  ^egebeoeo  Inhalt  ^  aa  T^rgruaaero  oder  au  ver* 
ki«ioarp.     *      -  , 

Da  tmm  «dt  den-  DreMr,  woldiaa  dl»  ftigllai«  Mt»  .«M 

den  verlSiigerteii  bcAdea  anateaaendea  Settear  bildet,  der-Gtöaeif 
I  aaeb  dieselbe  Verinderung,  nur  tieMeidMf  is  entgegengeddl^tte- 
Siaae»  vorgeht,  wie  mit  dem  letzteren  Vieleck  aelbat,  ao  kaan  die 
Aa%abe  aocb  lo  Beaiefanag  auf  da  Dreieck  anatatt  auf  ein  Viel- 
eck  auageaprocbeii  werden,  unter  dem  Vorbehalt  jedoch,  dasa 
bei  der  AoflSanag  weder  die  der  fragüchea  Seite  gegenwerfl^' 
gaade  Keke,  welobe  Im  AHgadMiaeB  ela  «■elladDcb^^,atlmmbar 
eder  ala  uaeag&ngltdi  betraclttat  wenlen  moaa,  ■och  der  IdMlr 
daa  Draieefces  nicht  benfita^  Werden  darf.  .  \ 

i  Es  sei  nnn  GAB  (Taf.  III.  Fig.  S.,  Taf.  IV.  Fig.  1.  und 3.)  das 

Dreieck,  dosten  Inhalt  durch  Drehnng  der  Seite  AB  um  dßn 
aaf  ihr  oder  ihrer  Verlängertinfj;  gegebenen  Punkt  P  um  <ien 
Batrag  q  Fermehrt  oder  vermindert  werden  aotl. 

Es  lä«8t  sich  einsehen,  da.ss  für  liie  Lage  von  P  ausserhalb 
jede,  fiir  die  Lajje  innerhalb  aliei  wi  nipstens  eine  kleine  Drehung 
der  AJi  den  Inhalt  ÜAB  in  demselben  Sinne  verändert  wie  den 
Inhalt  des  Dreiecks,  welcli es  die  grossere  von  den  Str<^ckten 
PA  und  PB  mit  der  an^tossenden  Dreiecksseite  und  der  Ver- 
bindungslinie OP  bildet.  Wir  nehmen  daher,  was  durch  eine 
Verweehslong  der  Seitenhe2eichnunj^en  immer  möglich  ist,  in' 
der  Folge  stets  PA  >  P/i,  uml  (iie  Drehung  der  PA  von  o&tit 
gegen  O  an,  je  nachdem  das  Dreieck  GAß  vergruss^rt  oder 
verkleinert  werden  soll. 

Lässt  sich  nun  auch  die  Ecke  F  eines  Parallelogra^^ma  OFGif^ 
dessen  Inhalt  glei«^  GAB  sein  soll,  nicht  durch  Messung  von  O 
aus  abstecls^n,  ao  kann  doch  de^  Durchschnittspunkt  S  der  Seite 
FH  mit  der  iiöthigeufalls  verlSngerten/^//  ohne  Kenutniss  des  Inhalts 
GAB  und  den  Pimkiea  O  apgegeben  werdew.  Balsl  nlolllili'4alMr 
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ßaur:  Zu  ei  TUeUungsaufffaöen 


#•  < 


pr  ▼cnmil^ge  der  AehoKchkelt  dieser  Dreiecke: 

.  PÄ«  — J5»=i^i^^.  (l) 

»  iilMr  Je  DMA  ümtBnden  PS±AS=PA  gegeben  kt.  ee  wii^ 

m 

f>a  dieser  Werth  unter  der  an«»enomiiieiien  Voraussetzung  iPA^PB 
ifljmer  kleiner  al*»  /^/f  bleiber)  iiui«^«,  so  zeigt  «sich  <ier  in  Taf.  IV. 
fTig.  2,  angenommpno  Fall  als  numügiicb,  uüd  wir  haben  Ä 
^ut  PA  eeibet  in  der  Lutieroung 

• .  ♦  <  » 
Soll  jetzt  GAß  um  den  Inhalt  ^  vergrössert  oder  verkleiiieft 
vvenlen,   so  erhalten  wir  den  Punkt  T,   durch  welchen  die  Seite 
/  'ü'  des  Parallelogramms  Ot  'U W  vom  Inhalt  OAB-j^q  i^M, 

tveDD  VFir  parallel  OA  TorwIrts  oder  rückwärts  abstecken. 

P  . 

Nwk        ftoe  der  Terlangteo  Caleichheit 
eder 

^ejiuoge  der  Aebolichkeit  dieser  Dreiecke: 

PS'«- S'X»f  PF«, 

eder,  wena  PA  von  FH'  in  r,  von  eioer  durch  Ji  su  ge^ 
sogeoeo  Parallelen  aber  in  V  geschnitten  wird,  TermSge  der  Aeha 
Bchkeit  der  Dreiecke  PS'U»  PXV  und  PFB  auch: 

Pm^VV^^PB^.  (3) 
Der  Punkt  ü  lässt  sich  von  T  auä  bestimmen,  es  ist  aiao 

17F^  VPV^-Pß^=^  ^f  {PV^PB)(PV^PB)  (4) 
ak  bekannt  und  der  Punkt  V  als^  gefanden  au  betrachten. 
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Wir  konnten  nun  Punkt  X  vermiUeUt  einer  Paruiblen  durch 
V  zu  OB  bestimmen,  es  ist  aber  unter  allen  UmstäudeiL  zirlndkM 
massiger,  für  den  Fall  einer  geringen  Converifenz  von  AO  und 
BO  sogar  allein  praktiseli  auslührbar,  diese  Bestimmung  tlurch 
fierechnung  der  .4  Y  aufzuführen.  Wi^  haben  zu  diesem  Zweck 
aus  den  ähnJicbeu  Dreiecken  AVX  und  SÜTi 

A  V 

Die  Stredwfli  AV  «od  SV  sind  iwar  bakannt,  da  aie  aber  üi^ 
dee  Fall  einer  geringen  Convergena  Ton  AO  inid  BO  Meia  an«» 

AV"  ' 

fallen  und  des^haib  den  Quotienten        ODgeaau  liefern»  iat  ea 

nethwendig«  deaaelben  folneDderaaaeea  vmanvaadeb:  Verrndj^e 
der  GteiebuBgea  (1)  imd  (S)  iat: 

l/F*— Pü»-  PÄ», 
<l7F--^Ä)(l/F  +  iii$)'=(i>l7--PÄ)(PC7+P«),  '^'^ 

abo  endlich ,  «pd  awar  ffir  dei^  Fall  der  .Vergrilaeenifig,  wi«  de? 
Verklcinening:  * 

PA-\-PV  ■  7 

•                 .       .  ■  -, 

Die  AnflosutiG;  ist  nun  neben  den  Angaben  über  die  Parallelen 
ST  und  TV  in  den  Clleicbungeu  (4)  und  (5)  yollatändig-  eut- 
balten. 

Bemerkung.     Auf  die  jetzt  getroffene  BeBtlmmiing  dee 

Punktes  X  bat  nun  eine  geringe  Convergena  der  Linien  AO  und 

BO  nebt  nebr  den  geringaten  nngflnatigen»  aondern  nor  den  Ein* 

ftm,  daie«  je  kleloer.  Sü^  deato  IMner.  e*ck  A¥  .«M;'  nnd 

denfe»  »ebr  «Icb  aleetdie  Wertbe  ven  PU  timd.  C^r.den  .WeOm 

PSr  ttod  ^.nlhem,  deato  nftber  aleo  endlleb  aobb  ider  Qnitilinnl 

P  A  \     V  PA  '  i 

A  ta  .  titr  Grenzvverthe  -jrs  kommt«  welcher  für  den  Fall 
Af$i^tJK  -  *  .  .  *•«   "     "♦•.■1    •      1  *. 

dea  ▼ellotfndigeB  ParalleBsaaia  ¥011  AO  iwdlAOx  Ai^CMbwii 
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9U  Baur:  Zwei  TkHUmg^mifffoben 

Ton  j$7*  im  Ausdruck  für  AX  leicht  nachsu weisen  ist  Es  fiibrt 
BliiiÜcliy  da  in  diesem  Fall 


'1 


'  PBY^PAX,^  und  flberdles«  PAX^^^. 

die  Bediuguug 


oder 


.J  ■!   .»  •        •  .Ii 


52"  braucbrt  natürlich  in  diesem  Fall  nicht  ausgeiiteckt  od(-r  auch 
nur  für  sich  berecboet  zu  werden,  sondern  man  nimmt  i^urzweg: 


piPA'^—PB^y 


Liegt  übrigens  unter  dieser  Voraussetzung  Punkt  P  nicht  zu 
nahe  der  Mittellinie  zwischen  i^O  und  BO,  so  wird  die  verlangte 
Theilungslinie  bekanntlich  einfacher  dadurch  erhaitcn,  das6  man 
vom  Halbirungspunkte  der  Aß  aus  auf  der  Mittel  Ii  nie  eine  Strecke 
abmisst,  deren  Län<i,e  geluiHleit  wird,  wenn  man  dou  Inhalt  g 
durch  den  Abstand  beider  gei^ebenen  Parallelen  dividirt.  Der 
Endpunkt  der  abgemessenen  Linie  mit  dem  Punkte  P  rerbunden 
gibt  die  verlangte  TheUuogslinie.   


•i 


h'i*.  Ilgii''«|ier      4tiii»-IMlMig«  4er  Reelinmig«fl» -welcfc«  hr-aN- 
fMMneren  FaB'lie  ADtp«tdliiig  der  C^leielimigeii  (i!^>  (4) 
erlMle«lrt»  «liD4  Vorstcilitiig  sa  geben/  fögeo  wk*  lUMh  cjhi  Skdilte« 
l^eippiel«  mit  vollständig  ansgeiHlbTteti  ZiffemrecbnungpD  h^'f'm^ 
wie  ate  noter  Anwenittang  der  Tafel  der  Quadrate  der  1-  Ma'QaiiM» 


4'  •  • 
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/  1 


2/^1$ =98,44 

1*5»  49.22 
J5s  19,48 
GeneMtD   Sü=:  2,6 


6690 
6183 

^5074 


I  '*'t 


Gemessen  p 

=  52,1 

♦  I 

PV^PB=  6,62 

Gegebtn  g 

=  423,4 

4168 

j8,i3=Är 

68,21 

66 

• 

1,94 

51,82=  P17 

62 

25,34  =:f  ÜV 

Ti" 

m 

77,16  =  PF 

61  j  21^ 

68,7  =/M 

145,86  =  P^  +  Pr 

L'F= 25,34 

8,13 =Är 

4  •       '.1  A 

•    \  1 

14!69 

< 

.  l   •   *  . 

4,38 

4 

1;F+ JÄ=44,82  I  llsr>.HÖ  I  26,46=  ilX 
.    .    :  •  I  8964  I     .     :  *  ,  V\ 


289  45. 

m  92 

"2053 
1793 


} 


:2Q9 


Wena  dier  ZfHaufwttid  bekaant  ist,  den  nfcbt  nnr  planlose, 
«dem  auch  wohlangelegte  Veranelie,  welche  der  Mjihe  de« 

echoeos  auch  nicht  überheben,  stets  mit  sich  bringen,  der  wird 
n  Rechnungsaufn  and,  den  obiger  Darstellung  gemfist»  die  ange- 
bene Auflösung  cilielscht,  als  keinen  %i\  t^urpn ^{Kaufpreis  tur 
aeo  Tollkommeu  fieberen  Weg  erachten. 


fiadlicb  folge  noch,  Liebhabern  streng  euklidiecber  Form  an 
»fatten,  in  aolcber  fOr  die  Ricbtigkelt  nneerer  VUCfUIittd^'6er  ' 
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9t  Haur:  Zwei  TMefimüftamfgm^en 

Beweis:  *  -  " 

W^gea  Aduliclikeit  naciibeDwiDter  Dreie^riM-ial; 

vmCge  (3)  sW: 

PM^  =  Pü*-^  V¥^=^PÜ^  VV)  {PO-  ufy 

MWlit 

A  PB  Ti^P  VX  ^PÜ-UViPF, 
feroer  •  \ 

. «      »  PVXxPAX^PVxPA, 

«Uo  TbY'.PAX;=.  PD-^  HVtPA 

und 

(D)       PÄX^PBTx  PAX^  PA^HV^  VFi  »A^ 
■odaaii  aber  aneh 

PAXtFFHBT  =  AXi^ST 

oder  Tennuge  (f>)% 

(7)      PAXiFPUH'^PA^PV'^VVt%A8'^  ÜV). 
Ans  (6)  und  (7)  folgt  aber: 

PAX'-PBV.FPini' 
=  (Pi4-.PI7+  17F)  (PAi^PU^  VF)i2PA.{A8+  ÜF> 

£■  Ut  aber  das  dritte  Glied  dieser  Proportion: 

(PA  +  U  F)«  -  Pü*  =       ^  ü  F%^PV^  +  2Pil .  C7  F , 

uod  vermöge  (2;  uod  (3): 

=  PJ«+ (P^— il«)* 
=2Pil.J5> 

also  jeoes  dritte  Glied 

'^PA,A8'^%PA.VFts^  %PA.{AS  I7F) 
dM  vierteil  gleieb»  daber  aacb  das  erste  dem  sweiteo»  tStmX^ 

PAX  -  PB  F=  k  t  'HH'  =  ^ , 
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Determination.  Gleichung  (3)  zeigt  noch,  dass  die  Aofld- 
§ung  unninizlK h  wird,  wenn  PTl<^PBy  was  nur  im  Fall  der  In- 
haitsverkleinerung  des  Dreiecke  und  der  Lage  dee  Punkte«  P 
ioDcrhalb  stattfinden  kann.  Im  Fall  der  InbaltsvergrOMarmig  ist 
<iie  Äoriusung  stets  möglich,  wie  man  sich  leicht  überzeagt»  wemi 
bemerkt  wird,  das«  der  Dreiecksinbalt  dem  Uneodiichgrosfen  um 
se  niher  kommt«  je  nfther  die  AB  gegeo  die  sa  einer  der  Liolen 
OA  eod  OB  parallele  Lage  gedreht  wird. 

Kehren  wir  zur  Aufgabe  in  ihrer  ersten,  anfs  Vieleck  bezüg- 
lichen Form  zurück,  so  wird  ffir  die  Lage  des  Paekte  aneserhaib 
das  Tielecke  ihre  AuflSeung  stets,  nnd  zwar  im  Allgemeinen  anf 
ivfieiiei  Arten  nSglieh  sein,  wenn  nur  das  rMtangte-Stflek  Ue^ 
ner  ist»  als  der  gante  Inhalt  FOr  die  Lnge  dee  Punktes  innere 
halb  des  Vielecks  aber  wird  man  eine  Hauptlage  der  durch  den 
Ponkt  gehenden  Geraden  unterscheiden  kOnnen,  in  welcher  sie 
das  Vieleck  in  zwei  Theile  von  beziehungsweise  absolut  grüss- 
\m  und  kleinstem  möglichen  It)ha1t  theilt,  und  (Vie  liedingung 
der  Müglichkeit  der  Aüflösung  darin  erkennen,  dass  das  v  erlangte 
Stuck  nicht  grüsser  als  der  grössere  und  nicht  kleiner  als  der 
kleinere  der  lieiden  Theile  sei.  Da  der  Uebergang  vom  grössten 
Eum  kleinsten  Inhalt  in  Folge  einer  Drehung  der  Geraden  um 
W  nur  stetig  erfolgen  kann«-  so  wird  man  auch  mit  uaseref  Auf? 
üaong  am  Ureteck  seinen  Zweck  erreichep »  so  bald  man  nur  nach 
iugenmans  und  durch  Versuche  solche  zw^i  gegenfiberiiegende 
^«ten  oder  Strsjcken  von  Selten  enideickt  hat»  Ober  welche  ,die 
Uale,  ohne  wieder  fiber  eine  Ecke  zu  treten,  sich  drehen  muss^ 
renn  der  Durchgang  des  Inhalts  des  einen  Stucks  durch  den 
erlangten  Betrag  stattfinden  soll.  Jeiie  Drefiunt^  um  180*^  kanu 
inn  in  zwei  entgegengesetzten  Richtungen  vorgenouimen  werden, 
Ä  wird  desshalh,  jenarhdem  mau  die  eine  oder  andere  Richtung 
inschlägt,  auch  in  diesem  Fall  im.  Allgemeinen  zwei  Auflösungen 
ler  Aufgabe  geben»  die»  wie  iür  die  T^nge  des  Punkts  ausser« 
lalb,  in  Eine  zusammengehen»  wenn  die  Hälfte  des  Vielecks  ab^ 
:eichnitCeo»  d,  h-  Wenn  dassdbe  vom  Punkt  aus  balbirt  werden  s«^, 

Saiche  Lagen  der  Geraden  aber,  in  welchen  sie  das  Vieleck; 
1  zw«  Theil#  von«  relativ  gruestem  und  kleinstem  Inhaltn-ttheUt» 
oDDen  zu  manchen  fmebtto#en  Veisnchen»«  abiif  auffh  4M^x  naht, 
k  sweilachen  AnCli^wigen  Vemnlnnmg  gfhnuf 


*     •    ■  ,   i'  ■  tA[    : ,   '.'I      Ii'  i  ►    .'      *'  !.M 
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Theile  des  KrciMK 


Is  dier  Ebene  «incii  ans  don  Mitt«ip«iikte  Q  mai  dem  HaHp 
ffr^:7^er  «  KesefcrietaRB  Kreises  wollea  wir  ns  cum  bcüelngei 
ftafct  ^  telM,  im  wwmM  iaMrlMA»  «b  ncfc  WMCrhalb 
KreiMr  liefm  ftano.  Vm  dieMn  Ptooktv  J  am  deake»  wir  im 
Mdb  «wei  PüBkteii  B  «od  C  der  Pctipicrie  des  Kreim  die  Liaiei 
AB  na<f  ^6*  gesogen,  wefcfce  naek  der  Seite  der  Krelsperipherii 
Km  von  an  rarh  eimer  «tewJssen  Kicht^os  hin  genomme 
t\<='.u  ^\i^)kpl  e  mit  einander  ein.«rhlie53?en ,  >:o  entzieht  ein  Sertoi 
JbACf  weicher  you  den  Lhiieo  AB,  AC  aod  dem,  dem  Winkele 
erf^pr^rheT^deii  KrwlM^eii  AB  be^rSut  wird;  deo  FlicbeoiDhaii 
F  diese«  Sectois  woflen  irir  la  beBtimmeD  siicheii. 

Zu  dem  Ende  l^en  wir  darth  den  Mittelpunkt  O  des  Krei- 
ses ein  lechtuinkliges  Coordinatensystera  der  und  iv^hmen  die 
Ase  der  ;r  der  Linie  AB  parallel  an;  der  positive  Theii  der  Axe 
der  X  soll  in  diesem  Systeme  Ton  O  an  nach  derselben  Seife 
Ma  iieffiehtet  sein,  wie  die  Liaie  AB  ^en  dsa  Paakta  ^  a»»  und 
dar  paülive  TMI  der  Axe  der  jf  aoli  aa  angenaanaea  werdaiii 
daaa  aam  aieh«  aai  tso  dem  paaitifan  TMIe  dar  Aza  der  ar  dvrdi 
den  Coordinatenwiafreff  bindnreli  sa  den  popitiven  TbeHe  dec 
A^ft  dßr  y  zu  gelanfjen ,  nach  derselben  Seite  hin  beweffen  mass« 
nar:h  wflcher  mhn  sich  bewegen  muss ,  um  von  der  Fjinie  AB  am 
durch  den  VVirikel  u  bindarcfa  zu  der  Linie  AC  %vl  geiaogen.  ia 
dieaem  rechtv^inkligen  Coordinatensyatema  wollen  wir  die  Coor« 
diaataa  daa  Ftonktaa  A  darch  f,  g  beaeidinen.  Von  dem  Pankla 
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A  aJs  Pol  au«  denke  man  sieb  nao  einen  Vector  r  gezogen  and 
bezeichne  den  von  demaelben  mit  der  Linie  AB  eingescblosse- 
wn,  io  deaieelben  Sinne  wie  den  Winkel  a  genommenen  Winkel 
dmeb  qf,  so  sind  die  recbtwinjdigeii  Goordinaten  des  Endpunkts 
dieses  Vectors  offenbar  f-freM^  und  ^4-rsiii9»  nad  wir  iMben 
daher  die  Glelcbimg 

(/+  r  cos  g))*  +  Ig^rBiB  g>)*  =  , 

die  man  leieht  auf  die  Fem 

ar*  +  2(/'cos9-f^8in9))r  =  e*  — — ^ 

htingt  Bestimmt  inatt  nun  ans  dieser  GieidNiBg  so  erMOl  hm 
nach  Mchter  Redmeng: 

rÄ— (/'eee^+^eiiiv)i:V«^— (/eki9— ^peeey)*, 

wo  sich  nun  frä^t^  welches  deichen  man  in  dieser  Formel  zu  neh- 
men hat.  Multiplicirt  man  die  beiden  Werthe  Ton  r  in  einander« 
80  erhält  man  als  Product  die  Grösse  welche  nega* 

tiv  oder  positiv  ist,  jenachdem  der  Punkt  A  innerhalb  oder  aus- 
serhalb des  Kreises  liegt,  so  das«  also  die  beiden  Werthe  \  on  r 
mgleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben,  jenacbUeni  der  Punkt 
A  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegt  Hieraus  ergiebt 
sich  nun  leicht,  dass  man  im  ersten  Falle,  wenn  nämlich  A  in- 
nerhalb des  Kreises  liegt,  das  obere  Zeichen  neimien,  und  also 

r  = — (feos q> -f  ffiAa 9)  +  V  a*— (/sin 9 — gcoa^ 
letMii  mtMs;  denn  iat  /cee^-f-jfain^  eegatiT,  ee  ist 

—  {few 9 sin ^)  4-       — (/^•iiy^^^^Jficeert*' 

offenbar  positiv,  also 

—  (^cosqD-f  ^sing))  —  V  e^— (/fliiiy— ^eös^)* 
B^ativ;  und  Ist /eos^ -f-^sin^  poeitir,  so  iet 

—  {ftn^fp-^^gsXn^)  —       — (/"sin        cos  9)* 
oimtHur  negetiF,  aieo 

positiv.    Wenn  der  Punkt  A  auäserbalb  des  Kreises  liegt,  so  ist 


■ 
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erum^rt:  Mer  die  HMmmmff 
Ä*  <  (/Wb  ^•««•^«Mtf +  (^CM  9  -f  ^sln  9)*, 

folglich 

Insofern  nun  der  Kreis  von  dem,  dem  Winkel  qp  entsprecfaendIeD 

V  ector  r  wirklich  geächnitteo  wird,  nioss  oflfenhar  /"cos  qp sin  9 
negativ  sein,  weil  sonst,  wie  aus  dem  Vorsiebeoden  und  der 
Formel 

r=  — (/cosg? -f  ^sio9)±  (/sing)— cos 9?)* 

anf  im  Stolle  «rMIctj  beide  Wertbe  von  r  negatnr  seie  würden 
was  angereimt  ist  Dann  sind  aber  offenbar  bdde  Warthe  Ten  r 

positiv  and  das  obere  Zeichen  liefert  einen  grosseren  Werth  als 
das  untere;  and  da  nan  im  vorliegenden  Falle  in  der  Tbat  jedtmi 
Winkel  qp,  für  welchen  r  überhaupt  möglich  ist,  offenbar  zwei 
Vectoren  entsprechen,  so  sieht  man,  dass  man  für  den  [grösseres 
dieser  beiden  Vectoren  das  obere,  für  den  kleineren  das  untere 
Zeichen  nehmen  muss.  Üeberbaupt  ergiebt  sieb  daher  ans  die* 
•er  Betfachtong.  dass  ma  ta  der  Pormel 


t= — (/'cosgj+^ysmy)  J:  V  o*— (fsio^— ycos^)*, 

wenn  A  innerhalb  des  Kreiäei»  liegt,  inmier  das  obere,  wenn  da- 
gegen A  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  das  obere  oder  outexe 
Zeichen  nehmen  muss,  jeuacbdem  man  den  kleineren  oder  gros- 
seren der  beiden  ven  A  ausgehenden,  dem  Winkel  qp  entsprechen- 
den Vectoren  io's  Auge  lasst»  eine  Bestimmung,  die  wir  von  nun 
ao  in  Beziebang  aaf  alle  im  Folgenden  vorkommenden  FetmdB 
und  Gleiebangen  anverändert  festhalten  werden. 

Nach  einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie  ist 

0 

also  nach  dem  Obigen: 

^=4^    l/'coaqp+^sin^p-f- V  a*— (/siny — ^cos^j'i^dy, 

oder,  wie  man  lalcliit  indat: 

/'=iy^"  U*-f  (/^— 4^)cos29  +  ^sin2v 

T  St/'eoa  9  -I-  9  sin  9)  V  a*-^  tfi^    ^  coa 
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BtbuiBÜicli  tot  iitti 


r 

cos  2q>d<p     sin  a  cos  a,  siu  29>d9  =  sin  a  sin  o ; 


II  =  ft»ü^ — cos  9 

■ 

dti = (/"cos  9  4' 9>)  ^tf' * 
also 

(^e«s  9>  -|- siD  9;     ^^a^ — i/am  <p—g  cos  y)*  =  du  V  a*— 1^. 
Nach  einer  bekannton  Formel  der  lotegralrecli&uog  ist 

y*  difV^fS^si«V^^«-f4a^Arc8lD2» 

wo  naii  den  Bogeo  80  oduneD  unias»  du»  er  ddi  Im  enteo  oder 
vierteil  Qmidraoteii  e&dl^»  Jenadidem  n  iiooltiv  oder  segatfv  ist. 
Aisobl 

y^  (/008  9  -i-^  sio    ^    a*— (/"eiey^^  cos  gj)» 
»d  folglieb 

^   (/"cosy  +  ^ ain9>)a9  V" (/'eio^— ^0009)* 
s=U(/'«iBa'*jreoe«)Va^— (/«na— ^coeiO'-l-^Va*-^} 

rahrt  man  am  alle  eioielnen  fnCefirale  in  den  obigen  Aae> 
draek  tron  F  ein»  ao  erliilt  nani 

Tli«ü  XXVU.  f 
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W     Crunwri^^ Welver  ^  ßnUmmmg  Om  PiäQh^nMmUi  eic. 


a  a 


üm  die  Richtigkeit  die*>er  Formel  an  einem  Beispiele  zu  prü- 
fen, uollen  wir  den  Flärfieninliaft  eines  Kre!.sse<j;itipntK  suchen, 
welches  kleiner  als  der  iialh kreis  ist.  Die  unter  den  oben  ge- 
machten Voraussetzungen  in  diesem  Falle  als  positiv  zu  lia^acb- 
tende  Entfernung  der  Sehne  des  Segments  vom  Mittelponkte  des 
Kreises  sei  /*•  Ansserdem  ist  im  Obigen  ^^  =  0  und  a=\x  m 
setzen.  Dadurch  erhalten  wir  ans  der  ohigen  Formel ,  in -weichst 
die  oberen  Zeichen  zu. nehmen  sind,  wenn  wir  den  FlScheninhalt 
des  Segments  durch  5  bezdefaneii; 

,    ,  ,^=Uia%-/V^i«^T:.a«Arfsin^^^ 

oder  • 
S  =  ia^n — i/  V^^^  -  ia^  Aresin  ^ , 

wo  der  Bogen  nicht  grösser  als      zu  nehmen  ist. 


In  Taf.lV.Fig.3.,       OA  =z  f  i^t,  ist  {d^n  der  Flächeninhalt 

des  Kreisquadraiiteo»  \fSf — der  Flächeninhalt  des  Dreieclui 

f   

AOC,  und       Aresin  —  der  Flächeninhalt  des  Kreissectors  CÜJ), 

so  dass  also  die  Rididgliteff  der  obigen  Formel  auf  der  Stelle  in 
die  Augen  .ßlllt  Setzen  wir  fQr  ein  Kreissegment  in  Tat  IV.  Fig.  4, 
irelcbes  grosser  i|Is'.*d^  -Halbkreis  l^t,  wi^^  OAs^s^f^  SO-  ^is* 
sen  wft,  am  dessen  Flächeninhalt  zu  finden.  Im  Obigen  —f(üif 
setzen  y  wodurch  wir  die  Formel 

5= in«»  +  i/ -  ia«  Aresin  =^ 


oder 


erhalten,  wo  ' der  Bogen  wieder  nicht  sjrusser  iils  jtc  zu  nehmen 
Ist ;  auch  die  Richtigkeit  dieser  Formel  erhellet  ans  Taf.  IV.  Fig.  2. 
auf  der  Stelle.  .  . 


I,  I 


Digitized  by  ÜOOgle 


Grumri:  VMim  m»'  RecäficaUam  dir  EtUfi»§.  99 


Üeber  die  Iftectificatiaii  der  Ellipse. 

Von 

dem  ilei  aubiLcber. 


Die  in  T«f.  IV.  Fig.  6.  veneichnflfte  El^pse  ^ei  mit  der  gm«* 
Axe  2tt  niid  der  UelMii  Axe  fi^  vm  deltq  lM|(tl«lf  nnkte  C  l»e- 
scbrielieo.  1d  den  Sciieitdn  A  and  der  gfUMen  Aze  AAi 
«rricfate  man  auf  dieseltie  die  der  kleinen  Axe  BBx  gleielien  Per«' 
pendticel  Diy  nnd  A A'a  daas  AD  —  AU  s=  6  nnd  A^JK 
ssJiA'ss»  ist  and  siebe  die  Linien  DD^*  nnd  D'A*  Weil 
dieae  Lintan  agfinhir  daroli  den  Bllttelpunki  C  der  Elljpae  geben 
werdeo,  so  beatimaieh  dieselben  die  Darclimeaaer  A*A^  and 
der  Elllpae,  ^on  denen  aid^  aef  fol^ede  Art  lelebt  über* 
aeben  ISaat,  daaa  ele  conjagirie  DörebnieBa^  aind. 

Nehmen  wir  die  beiden  Axeii  der  Ellipse  als  Axcn  <>inesj 
TPchtwinlili^en  Coordinatensvgtpm>;  der  x,  n  an,  unti  bezeichnen  in 
diesem  Coordinatcnsystenie  die  (  oordinaten  des  Punktes  A'  durch 
t  bekanntlich  die  (:iieichuDg  der  durcb  den  Poakt  A! 


^0  ' 


(1  •> 


so  IS 


gelegten  Üerühreoden  der  Ellipse: 

rSacb  der  Coostruction  \sX  aber  offenbar 


t^\x^^a\h^  alao  »^  =  5» 

und  MglUb  di»  ^labeng  .der  fieiabieiid«»  der 
Panicte  A^x 


lai^dem; 
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b  , 

Also  ist  —  die  trisronometrische  Tangente  des  spitzen  Neiguugs- 

frinkelt  der  Berührenden  der  Ellipse  in  dem  Punkte  A'  fie^jem  die 
grosse  Axe,  und  folglich  offenbar  der  trigonometrischen  Tangente 
des  spitien  Nei^ngsmokete  des  Durchmessers  S*Bi'  gegen  die 
grosse  Axe  gleich,  woraus  sich  ergiebt,  dass  dieser  Durchmesser 
der  Berührenden  der  Ellipse  In  dem  Punkte  A'  parallel  ist,  und 
dass  also  A'Ai  und  B'ßi  zwei  conjugirte  Durchmesser  der 
Ellipse  sind,  wie  liehauptet  wurde.  Auch  fällt  auf  der  Stelle  in 
die  Augen,  dnss  diase  beiden  coojugirten  Durchmesser  einander 
UlMch  sind,  so  dass  wir  also  ^en  jeden  derselben  dnieii  Snf 
beieiehnen  künnen. 

Nehmen  wir  nun  CA^  als  den  peaitiTen  Tbeil  der  Axe  der  jr 
nnd  CB'  als  den  posläTen  Thell  der  Axe  der  y  eines  sebleM»k» 
Ilgen  Coordinatensystems  der  an,  so  ist  die  Glelehnng  der 
Ellipse  in  Bezug  auf  dieses  Coordinatensystem  bekanntllcb: 


(?)  =  ^  oder  ««+3^=( 

Es  ist  aber 

und  zwischen  Jn  und  %^  bat  man  die  beiden  GieicbangeR 

wetnns  steh  avf  der  Stelle 

V«'^»   «o*=f»  *"^'»'=vi'  *>=yi' 
felglicb  nach  dem  Obigen 

ergiebt,  se  da«  also 

die  Gisiebnig  der  EIHpse  fai  Bemg  aaC  das  8ystam  det  beiden 
conjnghrlen  Dnrebmesser  A'Äg*  nnd  B'ßi'  Ist 
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ßrmmBrtr  Mir  äle  l  Uli  iiiÜi  n  ^  Mtf^  Itt 


Es  ist  auffalleiid»  dass  niaa  diese  beiden  coiiJiigirtoD  Dnrchmes* 
ser  noch  nie  einer  aufmerksameren  Betrachtung  genrOrdigt  hat» 
da  sie  in  der  That  zuweilen  besondere  Vorthetle  gewShnm  kfis- 
nen,  vraa  ich  jetzt  an  der  Rectification  der  Ellipse  leigw  wü^ 
wo  die  Betrachtung  dieser  beideB  eoejegirteii  Derchmeseer  zu  ein 
Paar  Reihen  fuhrt,  die  ich  flft  bemerkensvi  erth  halte  und  daher 
im  FeigendeD  nittheiten  will,  wenn  »ok  die  eine,  jedoch  mir  im 
tineiii  besonderen  Falle  und  enf  gau  Mderem  Wege  «dieo  foii 
Evler  gefendeB  worden  let 

Ale  Anlkngspnnict  der  elliptischen  Bogen,  die  mr  Immer  im 
AHgemelnen  dnrdi  9  bezeichnen  werden,  wollen  wir  den  Scheitel 
B*  de«  Dnrehmessers  B'Bi  annehmen.  Der  Endpunkt  des  Bo- 
gene  9  werde  doreb  die  GeenHoitten  x,  y  bestimmt.  Der  Winkel 
/SCBf  soll  dareb  a  bezeichnet  werden.  Die  sämnitlichen  Bogen 
wellen  wir  aber  von  Bf  an  nur  bis  A  und  A^*  hin  nehmen,  was 
efeobar  zur  Bestimmung  aller  Bogen  der  Ellipse  hinreicht.  Aucb 
•etten  x  und  ^,  man  mag  den  Bogen  i  von  B'  nach  A*  hin  oder 
Ton  B*  nach  A^  hin  Vechnen,  immer  beide  als  positiv  angenom- 
men werden.  Unter  diesen  Voraussetzungen  erhellet  aus  einer 
blossen  Betrachtung  von  Taf.  IV.  Fig.  6.  lait  Hülfe  eines  bekanu> 
ten  trigonometrischen  Eleraentarsatzes  auf  der  Stelle,  ilasä,  wenn 
der  Bogen  «  von  B'  nach  A*  hin  gerechnet  ist, 

df*  SS  dd;*  -i-  €|y* — 2ar     3^)  coe  a 

oder 

und/  wenn  deir  Bogen  9  von  Bf  naefa  Ai  bbi  gereebnet  bt, 

aj«  =  aar*  +  c|y  a — 2aj?  (—  ö^)  cos  ( 180"  -  «) 

oder 

aj*ssaE*-|'fl!y**-2äi%coea 

let  Ninwl  man  alno  Im  Folgenden  Immer  das  obere  oder  daa 
untere  ZaIcben,  jenacMem  der  Bogen  t  von  B'  nach  A*  oder 
nacb  Ax  hin  gerechnet  ist,  so  ist  allgemein 

ö«*  =  ö**  \  ö^*  i  2ax%  cos  a  , 

und  folglieb,  weil  imter  de«  gemaebten  VeMwmertanpgap  ftr  und 
dl  ofanbar  hnmer  glelcba  Voneieben  beben: 

a,=a.Vi+(|)Vi|cos„. 

Ana  der  Gleicbang 
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Üri  Wrmm§ris 


irad  folglich 


CM« 

Bezeicbnen  wir  den  spitzei^  Xeigungsffinkel  des  DafchiD«B* 
«m  ^'^i'  <^^f  B'Bi'  gegen  di«  Hauptaxe  der  Ellipoe  dorcli  m 
«o  »ft  oMiar  ai=  iaO<>— nod  folgücb 

COSO=  —  co82fi,   81 D  a  —  aiu  2fi. 

NoB  ist  aber 


1    fF*  ^      tang|i*  6* 

folglich 

wad  dah«r  oach  den»  Obigen: 
Weü  ierner 

d^»+y«  =  — ^  • 

flo  ist 
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also  nach  dem  0)^^,  witt^ai^p  lei«lit,^fiiidYY<^ 

oder  ■  ^i-'^sf»«'!**  "''^  •» 


8«lieD  wir  oan 


II  *•#  'I       «iL*!  II:»!*  fl>|ui 


sn  wird :  .  , , 


Wegen  der  GleichoDg  ^   » *    :  ,v ,   j  , 

ist  immer  v    i  " 

Leicht  I8«8t  8idb..QUf  >li«r,  oeigen»  d^e*  i^ssttt 
Ist;  deno  wäre 

M  wäre  « 
alto 

fblglieh 

was  «BgeMioit  iat.  Weil  alee 
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lOi  Gruners:  ße§ir  die  Reciificat$m  der  mtpte, 

ist,  «0  iit  Immer 
■od  die  Qnadntwimel 

lässt  sich  daher  naeli  4em  biDomUchen  Lehrsatze  immer  in  ofaM 
nach  den  Potenzeo  vau 

■  • 

fortodmitMide  oenmgirende  Reihe  entivieleelii. 

Weil  DUD  '   *  . 

±  

±  
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S^rumrt:  Mat  ^  äßcUficalion  der  Müiffe,  XjUÖ 
ist«  so  erhält  man  aus  dem  Obigen  mkht  diüdi  Inlegralioo : 

■ 

O  '(I 

0. 

.   1.3.5.7  /a«— 4«V         »,A/-i  i.«-!. 


Bezeichnen  wir  jeM  für  dasselbe  :c  oder  tt  den  von  an 
Dach  A'  hin  geiiomiueiien  Bo^en  durch  s' ,  den  vou  B'  au  nach 
^i'  hin  genommenen  Bogen  dagegen  durch  so  rouss  man  in 
der  obigen  Formel  für  den  ersteren  die  oberen,  für  den  letzteraii 
die  unteren  Zeichen  uehmen ;  und  gh  ist  also : 
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♦  ■  • 


1.3.5  /^-^Y  U^^n  


folglich 


1.3.5.7.9  fa-^-l/^X  C  u^i  2^5'^ 

■»  .    •  ..     •  .0. 


■  -     '.1.8.5.7  /'ii^-t'V  /"« 

+  1:2X475  Cäqr^jy  ««(i-««)*«« 

0 


0 


WO  in  der  letzteren  Formel  nur  die  Integrale  rutiuuuier  Differen* 
tiaie  vorkommen.   Mao  kaoo  auch  getzeo: 
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ßwmmri:  Bääar  dU  Hirtlfifaitan  Oer  £M^$ei  Uß 


1.3.6.7  /tt^-h-^y  p"  ...      „a*  '  I 

*  • 

1.3. 5. 7. 9.11  /a'-An' 

«  » 

«•  • 

D!e  Länge  der  halben  Ellipse,  welche  wir  d«Tch  £  iMstiefc« 
Don  wollen,  erhält  maiv  offenbar,  weuo  man  in  der  Formel  Hr 

*'        die  Grqgse       V^^^T^*       ""^^  eetet,  eo  dwiabe 


4) 


1.3.5.7.9  ra'^—b^\   ^.a^' 

_i         ;  I.  

«  •  "  •  1         -  1  1 

f  'SetiM  wir  'iia=«fai|«>  nod  nehm«!      nicht  grSsser  ab 
alfo  »  nicbt  grösser  als        so  ist  V^l  —  ti'^  =  cos^»  und 
0iis=^cos^f)iidtf;  also  ..  • 


8m  I« 


tfdttss^atn  ^  fio  cos  ^  odcD  =  p  sin  mdon 
^         /-     11         1    •  l 

» 

1     1         1  1 

**.      *  ' '  • 
i^4(  V"  r^'^'ö«=^  sin  ^  (B^cos  ^  w^o = sin  »^« , 

a«  0*  IT. 


I 


Digitized  by  Google 


m 


1  1^ 


1     I  4  s 


• 


I    1.3.3.7.9.11/a*-6«\«  /*•  . 
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Um  die  T.-iii^e  E  der  halben  Ellipse  za  erhalten,  müssen 
wir  in  dem  oliiuen  Ausdraoke  TMI  #'-f*<k'  Gr5Me  «  =  setseq, 
wodurch  mm  efhilt: 


1     1.3.5  /a«— /»^  . 

9 

m 

1     1.3.5.7.9  /a«— 6«\'  /»» 

Ii 

Nadi  einer  bekMiiitoii  IMiie(i«Mleniel  itl 
folglich 

_      1  />•  1 
^  *  ih»«^  *  «in 


1.3.5.7 
2.4.6.8 


fofglkh 


/ 


"  •    a.»  1.3.r>.7....(2H-l) 


Ffihft  naa  nim  dief e  Warthe  der  heettaiiiteB  latagiale  le  den 
ohigeii  Aeedrnch  ven  £^hi»  eo  erhält  111M19 
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IM  tatuert:  titöer  die  RecUficaUon  Her  EMptr. 


•  *  f 


1^     1.3.5    1.3/cf^  — 

[,2,3.4.Ö.6  '  2.4.6  U*  +  6V 


""2« '172X475.6  ' 2, 

o^ev*  wie  En  1er y  der  diese  Reibe  fSr  den  balben  Umfiiag  dar 
EilipsQ  auf  gen  andern- Wege  gefimden  bat      dieselbe  sehfeibf: 

i:   .  .  ... 


Li  3.5 
^4.4'8.8U*  +  6V 


4.4  Ö. 8  12.12  Va-4^6V 

IUI  3^   7.9  11.13 
4.4*8.8*I2:E*  16.16  V«*  +  ^V 


Die  Reiben,  weiche  gewöhnlich  dir  deo  Umfang  der  Ellipse  - 

 ^ 

geben  werden,  scbreiten  liacb  den  Potenzen  der  GrSsee  — ^ 

fort,  welche  grosser  als  die  Grdsse  ^äip^  '«t»  oadi  welclff 

die  obige  Reibe  fortschreitet. 

Beselcbnet  man  die  DÜferens  der  Bogen  A^B*  nnd  A^'^ 
dnrcb  Z>,  so  ist  naeh  dem  Obigen: 


^2  i?+pV  -2^1/    ^'"^^^+^0:3^6^  «»"«'^ 


0 

'        1     1.3.6.7  (t^X  P" 

+  p- 1:2.3.4:6 V.P+P'j  J 


1.3.S.7.9.I1  /a'— r 


TT 


♦)  M.  s.  Msilhein  atisc  h  es  Worterbuch.  T h I.  IV.  S.  193.  Aut 
Tfirglclrhc  man  den  Aufsatz  fua  Henn  Docior  Hoppe  im  Arebi' 
Thl.  III.  Nr.  XXX.     2ß&.  ^ 
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Cruner.t:  ßeter  tUfi  JU€i^ü(sm  der  EUi^.  III 
Mach  derseibeo  Redoctioaaformel  wie  oben  ist  aber       «  '  n 


also  \ 


'  sin  iö^*+^ B»  =  ilo»*' 


and  Mgücli:  ^ 


/n  4  /*»  3.4 


/*  .     ,n      2.4.5.8  .  , 


8.  W, 

Also  ist  allgemeiD: 


/*  2.4.0. 8.... 27t      Z*''-^  ^ 

o  • 

und  roigiicb«  weit 

siDcoda)= — costoi  ^J^    sinwÖM= — co8  7s4-cosü=l -f  1  =  2 

o 


/».  .  1    1.3.5.7  2. 4/fl2—^V  i 


■  '  *  •  ■       '  i 
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III  VHm$t§taufffuä€U  für  &cäüUr* 


1   9.11  /rt^— 6g>|* 

1  1M3.15  /a^-Oy 
Ä.6.7.9  W+*V 

+  


XT. 

Uebaqg^aii^abeQ  für  Schuier« 

UmD  G»  Evppet  ht  Trier. 
L 

Aus  der  Theorie  der  Trägheitsmomente. 

Lebr^ati.  Das  TrSgbeiteinomeiit  eine«  ebeoen  Syalem«  In 
Bmig  auf  jede  Getade  in  der  Ebene  Itet  sieb  aaadrficken  doreh 

das  Trägheitsmoment  zweier  Pankte  dieser  Ebene  in  Bezug  auf 
die/seibe  Gerade,  vermehrt  um  eine  Constante.  Diese  beiden 
Punkte  liegen  gleichweit  vom  Schwerpuiikt  des  Systems  auf  der- 
jenigen Geraden,  in  Bezug  aiii  welche  das  Trägheitsmoment  des 
Systems  ein  IVlinimura  ist;  man  rou^s  diesen  Punkten  gleiche  Masse 
imd  swar  die  halbe  Masse  des  Systems  ftei^elegt  denken;  die  hin» 
ivraAlgeDde  Constaiite  ist  der  kleloste  Werth,  den  das  Trftgheits- 
noment  aoBebiaen  kann.  Hiernacb  berflbren  alle  Geraden»  flir 
welcbe  das  Trigbeitsmommil  einen  beliebigen  constanten  Werth 
httt,  einen  Kegelschnitt»  dessen  imaginär«  Brennpunkte  jene  festen 
Puukte  aiuiL  Wann  ist  dieser  Ort  eine  Ellipse  ^  wann  eine  Hyperbel  t 
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IL 


Aas  der  Theorie  der  Cykloidee. 


1)  Eine  verkOrzte  Cyklolde  xye^y  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  wird  voo 
ier  Geraden,  fiber  welclie  der  Erzeugungskreis  rollte  in  swei 
Ibeiie  getheilt»  deren  Differenz  dem  vierfachen  Durchroeeeer  die- 
m  Kreises  gleich  ist«  Nennen  wir  1>  diesen  Dorehmesser»  so 
sC  mukt 

ye'/ — {yx-\ryy)^^D^  der  Cykloide  ncn'» 
welche  ein  Punkt  des  Umfaogs  des  rollenden  Kreises  beschreiht. 

2)  Die  rykfoi<Je  aryc'y'y  ist  einer  Ellipse  an  Lfinsfe  gleich, 
eiche  zur  kleinen  üalliaxe  xu,  zur  grossen  an     U  hat. 

Wie  gestslteD  sieh  diese  Resoltate  hei  einer  gestreekten  Cykloidet 


Vm  Hern  Dr.  €•  F«  Lind  man  in  Strtagals  in  Sebweden. 


lotegrale 


7t 


0 


foBctiones  ellipticss  redncatur. 


0. 


hvenire  «ngolnm ,  ^ni  eentisetnr  ab  axi  aliscissarttm  et  rects^ 
IS  cnrram  aeqnatione 


I 


itam  in  puncto  cr=0,  ^=0  tangit. 


Riebet« t  fr?  Ii5B"r??r?T  kat  m  ^eo  Astr«- 
0MfscftM  KachricktCB.  TU  JOJL  lür 

ff»  Eke:ie  eime^  Dreieck«  *!e^feBf?en  Punkt 
zm  finden,  dessen  Entterannj^ea  umm  4eii  drei 
£eken,  jede  mit  4eM  Sias»  4es  tob  4ra  beides 
mailereB  Eatfersaagea  ciBgescIilosaeaeB  Wia- 
kel»  ■altiplieirt»  zasaMMea  addirt  dea  nSg* 
licbat  grSsatea  Werth  aaaebaea; 

die  folgeade  clegaote  Aaflwsoog  gegebea: 

Bezeichnet  man  dia  drei  Ecke«  and  Wkikel  des  Dreiecka  dnrch 

/f ,  // ,  C%  die  iKiieri  re:^p.  ge^eu^ber  liegenden  Seiteci  tiurth  6,  c, 
d^rfi  zu  .TiK.heriri^'ii  Purikt  OiU  Z/,  unl  ae'me  Eotfermmffen  von  den 
drei  Leken  resperfive  niit  B,  J',  endlich  die  «irei  V^inkel,  weicbe 
won  den  betreffenden  UaibirungsDoien  der  drei  Winkel  des  Drei- 
adka  ia  directer  Richtung,  d.  h.  in  derselben,  worin  die  drei  Edeca 
At  B9  C  aal  ainaadar  (blgea,  bia  aa  dea  batrafeadea  Eatfaraof* 

^  ß  Y 

gea  A,  ß,  r  poaiti?  gezählt  werden,  mit  so  erbalt 

fflf  jede  Laffe  des  Pmilrtes  D,  ala  Warthe  der  direct  gezählte 
Wink«^  zwischen  den  EDÜerouogeD: 
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cslo — ^  dala— 

COB'       2  "'  '      CO»  ^ 

Substituirt  man  sov^obl  die  drei  ersteren,  aU  auch  die  drei  letH* 
teren  Werthe  in  die  beiden  Ausdrücke: 

ond  nimmt  die  Differena  der  beides  Werthe  von  f/,  so  wie  die 
Summe  der  beiden  Werthe  von  V,  so  erhält  man  nach  leichten 
trigMMHietrkcheB  Reductiunen  die  Gleichungen: 

En  «rgfdbt  «idi  ans  dleaer  Poni  des  Attadniclr»  F,  weMer  «Itt 
Haximum  werden  soll,  von  selbstt  dasa  diea  fttr  die  aoglaleli  dar 
BadinguQgsgleiebang  (1)  genügendea  Wertbe 

a=:0,  13  =  0,  y=0 

der  Fall  ist,  weil  für  sie  die  drei  Cosinusse  des  Ausdrnclis  (2) 
Ihren  griissten  Werth  erieicheii.  Auf  diese  Weise  erficht  sich 
die  Auflösuns;  der  Aufgabe  von  selbst,  indem  diese  drei  Werthe 
auf  das  CenUum  des  dem  Dreieck  einge^it-hriebenen  Kreises  führen. 

Dar  Aofimto  des  Herrn  Professora  Riehelot  entbült  aaali 
laaifha  «adm  tBiaiaaaaata  Iknarbaagaa,  attab  alaa  taa  BaiF» 
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n. 

In  der  Abhandluns^T  Variae  D  em  o  ns  t  rat  i  o  n  e  s  g  e  omo- 
tricae.  Novi  Comrueritarii  Acad.  Scieiitiar.  Imp.  Petrop. 
T.  L  ^  49.  *)  beireiset  Euier  eiaea  jSaU  vm  Kreise,  den  er  aii 

Feraat'e  Lefcrsats 

bezeichnet,  ood  sagt  voa  ifewaelbeD;  „Reperifar  in  eemmercio 
epistolico  Fermatii  piepesUio  qiacdaai  gcftKtfica,  quam  Geome- 
trie deroonsfraiidam  ptepeauit.  Quae  etsi  adaataraoi  cireali  apectal^ 
aihilque  difficaltatis  priiae  iotnita  iavelvere  Tldetor,  tameo  a 
piviliva  GeMielris  frostra  est  so^cepta«  aeqae  vsqae  adlmc  eius 
domoMtratio  est  tradita."  Dieser  Ferna t'acke  Lehrsats  ist 
felgsiider: 

Wenn  min  über  dem  Durcbm er  AB  (Taf. IV.  Fi^. 8.) 
eines  Halbkreises  AEfJ  a  I  Grundiioie  ein  Rechtecit 
ABCD  beschreibt,  des^seii  Höhe  i4C  oder  fU)  d  t  r  Se)ine 
des  (Quadranten  de«  Kreises,  zu  welthem  dor  Halb- 
kreis AEB  »gehört,  «»leich  ist.  un  d  von  deu  h  ei  d  e  n  Punk- 
ten C  und  />  Tiarh  dem  beliebigen  Punkte  E  des 
Halbkreises  die  Linien  CE  und  DE  zieht,  welche  den 
Ourcbmefitter  AB  iu  F  uod  G  seboeideu»  so  ist  immer 

Eoler  beireiset  diesen  Satz  im  Weseatlichen  auf  Iblgende 
Art.  Hao  lege  durch  A,  E  und  E  p^erade  Linien »  weiche 
die  veriingerte  Uaie  Ci>  ia  if  oad  J  scbaeidee«  Filltnea  daaa 


*)  In  diccer  Abhandlung  p.  63.  beweiset  Eni  er  anch  den  Satz  Tom 
Tiweeb,  „daw  die  Snmaie  der  Radiale  der  Tiee  Seilea  der  Somme 
der  Qaadrate  der  beidea  Diageaalea  plne  dem  rierfacbca  Qaadrate  der 
dtt  Mittelpaalcle  der  Diageaslea  verUadeadea  Geradea  gleich  laC",  aad 
hiseiclmet  dieeaa  Satt  aU  eia  theaream,  aasqaam  adhaa  ae^ne  pMK. 
Ulaai  apfse  demoaeiraCam.**  Dieter  Sats  ist  alss  eias  Eifladasg  Sa* 
ler'e«  vie  aacb  s.  B,  Heir  Profereaf  Kaaae  ia  ielae«  Lehrhaebe 
der  Geometrie.  ThI.  I.  Joaa  im2.  8«  89.  benerbt  Er  Terveieet 
deshalb  aber  auf  die  weit  «päteren  IfoTa  Arta.  Petrep.  1.  409.,  da 
dadiderSaiaeclieaiadkaB  NovUCeaimaataeU«.  T.  L  iWymOummL. 
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noch  \  on  E  auf  AB  das  Perpendikel  EK,  wodurch  bekanntlich 
die  ähnlichen  Dreiecke  ALK  und  BEK  entstehen,  so  erbellet 
uui  der  Stelle  aucli  die  Aebolichkeit  der  Dreiecke  ACU  und  BDJ, 
und      iüi  also 

folgltcb 

aCxJJ)  »  ACxBU  ^  AC^. 
Well  DUO  AC  der  Sebiie  des  Qowiraiitoii  gleich  bt»  so  ieteffwber 

aleo 

•  >  « 
odev 

Noll  ist  alMr 

BCtAFzsCDiFG, 
JDiBOzrzCDiFG; 


also 


oder 


folglich 

Nao  i«t  aber 

eleo,  wenii  niftn  quadrirt: 

AG^^BF^-k^%AGxBFzs^AB^-^FG^^%ABxFQ, 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

AG^'^BF^i'^GxBFz:;iAB^'^%AFxBG^%ABxFG 

AG><BF^AF^FG\{BG^FGf=:*AF>cBG^BG><JFG^AG>cFG 

ssAFxBG^ABxFG, 
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npd  Iblglicb  Mfib  dem  Obigen  oAmliar 

wie  tkewie^eii  werden  soUle. 


UL  *     •  ■  : 

Einige  BenerkiiDgeB  Aber  tfae  ebene  Dreieek. 


Die  SeifpTi  und  deren  Gegenwinkel  eines  beliebigen 
Dieleelai  ABC  wellen  wir  wie  gewGbnüch  dwch  6,  e  wm^ 
At  Bt  C  liesdehnen.  Ven  einem  lieliebigen  Ponkte  O  In  tov 
Ebene  diesen  Dreiecke  sieben  wir  nneb  A»  B,  C  die  Liifev 

X,  y,  2  und  fidlen  auf  die  Seiten  a,  b,  c  Perpendikel »  weleb^ 

letzteren  als  positiv  oder  nej^ativ  betrachtet  werden  möffen,  jenaAr 
dem  sie  Vdii  (teü  Ueli etieiideii  ^>eiten  an  nach  dem  inneren  odo^ 
äusfsereu  liaume  dea  Dreiecks  hin  liegen,  und,  mit  liücksicHt 
hiereaf,  reepective  durch  h,  v,  w  beteiebnet  werden  sollen.  Dan  n 
überzeugt  man  sich  sehr  leidit  Ten  der  allgemeinen  Ricbtigl»*^ 
der  folgenden  Gleiebnageti : 

a^a\siA^=v^  +  w^'t2w>coBA, 
y^8mB^=z9i^+u^+^wueo9B, 

22  sin  CS = Ii«  +  0«  +  2uo  cos  C. 

Ffibrt  man  nnn  aber  Hir  eosi!,  eosi?,  eosC  ihre  bekannten  A'^^ 

drficke  dnreb  die  Selten  a,  b,  e  des  Dreiecks  ein,  so  erhält 

nach  eiai4;en  leichten  Verwandlungen: 

6ea^sin^*==(6io  -l-ee)  (en-f  6e-f  ew)  —  «(eew-ffttoii-f  cur) , 
cn^*sin^=  (cn + aw)  (au^i-bv+ew)  ^Ö(a9w + bwu+ cuti), 
a6i*siQ     =  (or  +  bu)  (aa + 6p  -f  cw)  —  c  (cf wü  4-  bwu    cuv)  ^ 
also,  wenn  man 

i^asM4*6e4ew,  W^ümf+hmu-^ 

setst»  wo  A  den  Fificbenlnbalt  des  Dreiecks  beielcbnet: 

leay'^tanB^ss(eu^m0)A^bA', 
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SeUt  man 

tf      0  tp 


M  winl: 


«in  -4*  =  —  ^     —  a^S 


odtr: 


\abcif^  sin  JK^  —  abcA^  ^cwo  A  —  IP-^' , 
Ferner  findet  man  icicbti  \     <    '  '  '  • 

2J  ^iA  %d 

Eabtaber  t^Asjf^,  wB--^.  «bC«^* 

aUo: 

ferner:  •  - 


ond: 

kt  ™  ■ 

?i^s?a^^'-cC«>^ -J■^«>^;  .  ,;,  :„  ..1, 
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110  macHkn. 
od€r: 

▲Uo  Ut  offenbar: 

■  ,  ■ 

folglich 

welcfao  RolatioD  wohl  einige  Beachtung  yerdienen  dOrfle. 

ISacb  dem  Obigen  hat  man  die  Gleicbungea: 

also»  wenn  man  je  iwei  dieser  Gieichnngen  von  einander  enb- 
trahiri: 

Cplglicb^  wie  man  leicht  findet: 

■^Mhd  ,'^-'>(i*'^)  y-'^Q*f)  . 

... 

oder 

 p  +  p  +  3  ^=0, 

* 

Wae  ehenlaUe  eine  bemerkeiiewerthe  Relation  Ist. 
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ülircb  AddUioo  der  drei  obigeo  Gleichungen  ethßJit, 


(6»-c»)-+(c«-a«)|+(a»-6*>- 


Ave  den  obigen  Gleicbnngen  folgt  auch 


•v 


«der 


oder 


also 


^    {(6*— a^)w+  c(fep  — aujjc 
Weil  cco=32^ — fw— 6e  ist»  so  vird: 

 2(^-.^  ^  

'■   


und  foigltcli: " 

g6c(iicogi<  — ecosIT) 

oder 

^3  — » 


t  • 


ib^a)  (6+ a)  -       y)  (« + y)  * 

* 

Wer  Vergnügen  an  dergleichen  Din<»en  findet,  kann  mitteUt 
dos  Obigen  leicht  mphr  finden;  gelegentlitli  von  mir  gefunden, 
werden  sie  luer  nur  mif uctjx.'ilt,  um  vieil^cht  gtiegeiitUcb  zu 
Üebungen  l'ur  Schüler  benutzt  zu  werden* 

Für  den  Mittelpankt*  dee  um  dee  ffreieifilf  lesebttebcfnee  Kkbi- 
Mi  Ut  arxsy;^;^  ßiß^        dem  Obi^ettA  W9m  derKfine  wegen 
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In  Miicellen, 
geaetzt  wird: 

fl2(|^'  +  u  )  -  c2  (r'  +w')=0; 
aV  -  6«©'  +  (a^.  -  6«)  =0, 

* 

aV  ^(c*— aV— cV=0; 
sogleieh  dnrdi  Addtfion  ood  SvbtniclioD: 

(a«+Ä«  -  c«)«' — a*)!«" =0; 


•rhalteii  wiid.  Non  ist  aber 

also: 

oder: 


2a26  -  -i-  iU^iP-  +  2c2tt2  -1    _  ^4  _  * 

Aehüliebe  Aoedrficke  kann  man  natariich  auch  fär  e'  und  te'  erhalten. 

Für  den  Mittelpunkt  des  in  das  Dreieck  beecfariebenen  Krei- 
aea  Ist  «ss^sip,  alao  oaeh  dem  Obigen: 

MuD  iist  aber  in  diesem  Falle  Dach  dem  Obigen: 

alaOt  wenn  man  dieae  AasdrUcke  in  die  ?orateheode  Glelcba^ 
«InAbrt»  ond  anfbebt«  was  aicb  anf beben  läaat: 
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was  man  ancli  lelcbt  auf  andere  Art  finden  kann. 

Weitere  Betrachtwigeii  dber  diem  Gegenstand  Oberlaaee  icli 
dem  Leeer. 


Sehreiben  i\c>i  Herrn  Dr.  W.  Stamm  er,  ordentlichen  Lehrerf       .  der 
üealschule  su  Dässeidurl  aa  den  Herausgeber.  ^ 

M  mtikmb  mir  die  Eretbtit«  Ibaeii  Wernlt  einig«  Blm»iim» 
gen  so  QliereendenA  an  welchen  nick  swel  AafeStteja.Uure«  eelir 
geacbfttsten  „Archiv  hr  Mathematii^  and  Pliyeilc"  veranlasat  haben« 
Obgleich  ich  mir  weder  einbilde,  daee  nnf  dieselben  ein  groeee« 
Gewicht  an  legen  sei,  noob  das«  ele  nicht  auch  Andern  aafge- 
•loasen  seien»  se  .dlrßen  sie  dennocli  Ihrer  Benehtqng  nicht  gai|x, 
miwertb  etacheinen. 

I,  Im  ersten  Hefte  des  24.  Thell.s  beilüdet  jsich  Seite  112.  eia 
Beweis  lür  den  Satz  von  den  Kantenwinkelii  eii>er  kürperlichen 
EcU(i,  welcher  zwar  für  die  niel-sfen  Falle  ausreicht,  in  manchen 
aber  nicJit  riclitiir  ist.  Es  ist  nfitnlich  diu  Ungleichheit  AO'  /iy  AOß 
nur  dann  immer  richtig,  wenn  keiner  der  heideu  Winkel  O' AB 
und  (>' HA  stumpf  ist,  wie  man  ^icb  leicht  überzeugen  kann,  wenn 
man  die  Lbene  AGB  in  die  l^bene,  in  welcher  O'  liegt,  umge- 
legt denkt.  Fs  mfisste  also  erst  bewiesen  werden,  dnss  man  in 
jeder  Ecke  die  Linie  OO'  so  ziehen  kann,  dass  für  <  ine.  uut  ihr 
senkrechte  Ebene  sämmtliche  Winkel  O'Aß,  O'BA  spitze  sind. 
Und  dieser  Keweis,  der  dann  eine  neue  Bedingung  zur  Construi- 
ijnig  der  T.inie  ÜO'  nach  sich  führen  müsste,  würde  den  Hervels 
dea  Herrn  Sturm  sehr  conpUurt  uachea  und  ihm  das  Verdieoiit 
der  £iofacbheit  ran^ben.  , 

Bs  führte  mich  diese  Bemerirong  an  einer  geeraetrisehen  Auf* 
gebe«  die  mir  bis  Jetat  nccb  nicht  bdrannt  war,  nSmItch:  „üeber 
eiaer  gegebenen  Grundlinie  ein  Dreieck  so  conatruiren,  desaev 
Spüse  avf  einer  gegebenen  Geraden  CD  Hegt  nnd  dessen  Vi\n* 
bei  an  der  Spitse  ein  Maximnm  sei."  Zar  Constraction  des  Drei- 
ecks hat' man  nor  an  beachten»  dass  die  Spitse  anf  dem  Umkreise, 
des  kleinsten  Kreises  liegen  mnss»  der  dorch  Ä  und  B  gel^ 
werden  loma,  d,  h.  des  Kreises,  welcher  CD  beH|nt.  •  BImi  bat 
^0  nur  den  Kreis  an  Sachen«  der  dnreb  A  nnd  B  gebt  and  CD 
hmibrt»  eine  Aufgabe»  die  so  elegant  durch  die  Lehre  yon  den 
Potenaen  im  Kietse  geltet  wird. 
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n.  Im  sw«aten  Hefte  des  25.  Theila  8«  IM  gibt  Herr  Haupt- 
roaoo  Reyer  an^  .dime  man  dercb  Ver^vebe  gefunden,  daaa  die 
Anaahl  der  Stellen  der  Periode  des  Dezimalbmchs,  in  den  sieb 

der  Broch  -  verwandein  Jässt,  entweder  p  —  1  oder  ein  Tbeiler 

von  p  —  1  zu  sein  scheine.   Der  Beweis  hterfSr  Iftsst  sich  «treng 

führen,  und  da  mir  die  beide»  von  Ihneu  in  der  Anmerkung  an« 
geführten  Werke  nicht  zur  Haod  sind,  so  dass  ich  nicht  nach- 
sehen kann,  oh  derselbe  sich  dort  befindet«  so  wage  ich  es»  Ibneo 
meinen  Beweis  mitzutheiien: 

Es  sei  der  periodische  Dezimalbmch  0,  a6c....a6c,  wo  die 

Anaabi  der  Stellen  der  Periode,  in  einen  gewühnlichen  Bruch  zu 

si 

Tervrnndein:  bea^ebnet  —  diesen  Bmeb»  so  erhält  man  bebannt- 
fich  - .  10*  — •  a6e ....  ä  ~  ;  daher  -  (10*  ^  1)  s=  übe  oder, 
v^^nil  Min«  Meinate  Benennong  bringen,  —  (10*— I) 

•=  abc          Nehmen  wir  nur  den  Fall,   wo  p  eine  Primzahl,  so 

folgt  hieraus  die  Congruenz  10^^  1  (nicdp).  Der  Itleinste  Werth 
Ton  X,  welcher  dieser  Congrnenz  genügt,  erfifillt  ancb  die  ßedln- 
^ng  der  Aufgabe,  denn  er  macht  abc.,,,  zu  einer  ganzen  Zahl. 
Alle  übrigen  Werthe  aber  sind  nor  Vielfache  des  kleinsten  War- 
thes (wie  sich  leleht  beweisen  iXsst),  würden  also  Perioden  lie- 
fern, welche' die  gel\indene  Perlode  mehrerema!  enAlelten.  ftle 
«nfgestelfte  Congraena  aber'wird  befriedigt  nnr  durch  x^p^l 
oder  duri^h  gewisse,  noch  nUher  an  bestimmende  Theiler  von  x. 
Daraus  folgt,  dass  die  Periode  jedenfalls  p — 1  Stellen  ha- 
ben niuss,  wenn  10  eine  primitive  W^urzel  zu  p  ist. 
Indem  ich  diesen  Satz  prüfte  durch  Vergleichung  der  im  angeführ- 
ten Aute^at/e  niitgethcilten  Tabelle  liber  die  Anzahl  der  Dezimal- 
stellen für  p  =  3  bis  p  z=z  J41)  mit  den  Tafeln  der  primitiven  Wur- 
zeln, die  ich  in  Ser ret :  Algebre  superieure  (II.  Edit.  p.  Z4lfk) 
und  im  45.  Bande  des  Crolle'scheo  Journals  für  ftlaihem. 
(S.  55.).  beftiftat»  fand  mb  allerdings  denstlben  in  obiger  Fofm 
Vollkemme«  beafitigt;  die  Umkebruig ,  dsM  nämliob  n«r  i»  4io« 
sem  Falle  die  Periede  ji-^l  8Mhn  haben  kiHinte»  fiikdet  «kbt 
allgemelA  itntt^.nimlltb  nicht  llir  pss?,  Ais  nicht  10  «nter  Sfdnmi 
primitifen Wulraeln  beben  kann,  insofern  10> 7;  aber  10ai3(i[>od^ 
und  3  ist  primitive  Wurzel.  Für  alle  übrigen  PrimaabloQ  gUt  abst 
diii  Üuikehruiig. 

Diesen  Gegenstand  H-efter  an  untersuchen,  ist  mfar  augenblick*' 
lieh  nicht  mOgffch,  da  mich  meine  Berufopflicbten  an  sehr  In  Att« 
Spruch  nehmen ;  doch  hoffe  ich  ihn  bald  wieder  aufnehmen  so  kHaiien. 
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Gtrkarät:  Vtäer  den  erüeHEiUtkcäer  der  Ififf€rmllmfr4£/m^ 


Sfanr  Geschichte  des  Streites  über  den  ersten  Entdecker 
der  Differentiairechnun^,  nebst  einigen  Bemerkimgeii 
fiber  die  Schrift:  »»Die  Principien  der  höheren  Ana- 
lysis  in  ihrer  Entwickelung  von  Leibuiz  bis  auf  La- 
grange, als  ein  historisch -kritischer  Beitrag  aar  Ge- 
idUditB  der  Mathenitttik  dargestellt  fw  fir«  HermasB 
Weiss enborn.  Halle  1856.^ 

Von 


Belcatintlich  wurde  der  Streit  über  den  ersten  Entdecker  der 
Differentiairechniing  zuerst  angeregt  im  Jahre  1699  durch  Fatio 
de  Duillier,  einen  Schweizer,  der  ^eit  dem  Jahre  J691  in  Lon- 
don  lehte.  Fatio  war  kein  unbedeutender  Mathematiker,  er  war 
Mitglied  der  Königriichen  Societat  in  London  und  stand  in  Cor» 
respondenz  mit  Hubens*).  Ans  seinen  Briefen,  die  er  von  Lon- 
don aus  an  den  letzteren  richtete,  geht  hervor,  dass  dieser  Atii^ri ff 
im  Stillen  längst  vorbereitet  war.  Oh  er  die  Billigung  Newton'g 
hatte,  lä.sst  sich  nicht  ermitteln;  indess  das  geht  mit  Sicherheit 
ans  Fatio's  Correspondenz  mit  Ilngenf;  hervor,  dass'Nevvton 

ihm  Einsicht  in  Mine  Papiere  gestattet  hatte.   Demnach  meinte 


•)  Vatio*s  CetfwpeadMn  mit  Hasen«  aalet  Mk  hkt  Ch,  Uu^ 
Seafl  «ÜMnraiqae  ieenü  XVII  nkwnm  eetMaai  «leMltatioeee  MtlM» 
«aaeae  el  pMleMphitBa»  el,  Pyfcakeedlf»  HasvCMn.  ISIS»  Vmm  IL 
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Fatio,  dass  Newton  uobestritteo  der  ersta  Erfinder  der  neuen 
Anaiysls  sei,  und  dass  weiter  za  enlBcheideD  wäre,  was  Leib- 
ois»  als  «weiter  £rfioder»  voo  dem  ersten  entlehnt  bitte.  Doreh 
diese  unbegrCindeten  Beschuldigungen  uiusste  Leibnis  sich  um 
80  mehr  Terletst  fühlen,  als  er,  wie  aus  seinem  Briefwechsel  mit 
Waliis  hervorgeht,  im  Vertrauen  auf  die  Gerechtigkeit  seieer 
Sache  und  reinen  Gewissens  willig  die  Herausg^abe  seiner  Cor^ 
respondeiiz  mit  Newton  gestattet  iiattc,  die  Wallis  zu  veruf- 
fenlliciien  beabsicbti£?te.  Da  Fatio  zu  den  Mitgliedern  der  Ko- 
ni<»lichen  Societät  in  London  s^ehorte,  so  nahm  Leibniz  im  ersten 
Augenblicke  an,  es  sei  das,  nas  Fatio  gegen  ihn  esc }i rieben, 
mit  Genehmigung  der  Societät  geschehen,  und  er  forderte  in  sei- 
nen» im  Jahre  1699  an  Wallis  gerichteten,  noch  ungedruckten 
Briefen  den  letzteren  auf,  seine  Rechte  wahrzunehmen.  Eia 
Schreiben  des  SecreiSrs  der  Societät,  Sloane,  belehrte  ihn«  daei 
seine  Annahme  in  Bezug  auf  irgend  welche  fietheiligneg  der 
Societät  bei  diesem  Angriff  Fatio *s  unbegründet  sei;  in  Folge 
dessen  beruhigte  er  sich  und  die  Sache  kam  in  Vergessenheit. 

Im  Jahre  1708  wurden  von  Keill  die  Angriffe  gegen  Leib- 
niz erneuert;  dass  Leibniz  ein  Plagiarius  sei,  nuriie  fast  direkt 
ausgesprochen.     Leibniz  hatte,  da  Wallis  im  Jahre  1703  ge- 
storben war,  in  England  iNienianden,  der  seine  Rechte  uahrneb- 
men  konnte ;  er  beklagte  sich  deshalb  unmitteliiar  bei  der  Konig> 
liehen  Societät   Die  Fo^  davon  war,  dass  von  Seiten  der  letzteren 
eine  Commission  ernannt  wurde,  um  die  betreffenden  Papiere  sa 
untersuchen.  Der  Bericht  derselben  erschien  im  Jalire  1713  unter 
dem  Titel:  „Commercium  epistolicum  D.  JoannisCollins  et 
allorum  de  Analysi  promota,  jussn  Societatis  Regiae  in 
lucem  editum.*'  Da  dieser  Bericht,  so  wie  die  Auswahl  der  ihn 
begleitenden  Aktenstücke  lediglich  das  Werk  der  einen  l^irthei  war, 
so  konnte  er  unmöglich  als  eine  endgultit^e  Entscheidung  in  der 
Sache  betrachtet  werden;  dies  fühlte  auch  die  Königliche  Socie- 
tät und  sie  erklärte  im  Jahre  1715,   dass  sie  nicht  die  Absicht 
gehabt  hätte,  über  die  Streitfrage  ein  Lrtheii  zu  iälleu,  es  stehe 
vielmehr  Jedermann  frei,  auf  Grund  der  betreffenden  Aktenstücke 
eine  Meinung  sich  xu  bilden.    Leibniz  starb  gegen  Ende  des 
Jahres  1716;  indess  sein  Tod  versShnte  die  Leidenschaften  der 
Gegenparthei  nicht  DadasOommercinm  epistolicum  nur  In  we* 
Blgen  Exemplaren  gedrucht  war,  weshalb  auch  gegenwUrtlg  die 
ente  Ausgabe  von  1712  sehr  selten  ist,  so  wurde  im  Jahre  1722 
eine  neue  Ausgabe  veranstaltet,  vermehrt  mit  einer  Vorrede:  „Ad 
lectorem*',  und  mit  einer  ,,Recensio  libri",  um  den  Leser  auf 
den  rediten  Standpunkt  zu  stelleu,  von  dem  au«  die  Schritt  m  heue- 
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tbeiien  sei^  ansserdem  unterscheidet  siirh  diese  z\veite  Ausgabe  - 
von  der  ersten  durch  eine  Mensre  Vaiianttn,  <]ie  sammtltrh  zum 
Nachtheile  L  ei b n  i e  n s  sjem.ieht  tind.  Fs  ist  in  iiaitz  nmestpr 
Zeit  festgestellt,  das».'-;  die  Vorrede:  Ad  iectorem  und  die  l%er<Mi' 
810  iibri  ein  Werk  N  ew  ton's  sind,  und  es  ist  mehr  als  wahrschoin- 
lieh,  dass  auch  die  erste  Ausgabe  des  Com ni  e  r  ciu  m  e  p  i s  t  f>  1 1  <  um 
Bater  unmiUeibarer  Betheiligiuig  Newtons  ?erao9taltot  wurde  (s.  a.). 

In  Oeatscbland  trat  Keiner  anf,  der  nach  dem  Tode  Leib* 
aiieae  aeine  Rechte  zu  vertheidigen  nnternahm;  Joh.  Ber« 
aonjn«  der  ihm  bei  Lebzeiten  getreu  cor  Seite  atand»  war  ans« 
aer  Stande«  daLeibnisena  Papiere  ihm  nicht  anr  Hand  vraren» 
und  er  konnte  dem  Streite  nnr  eine  aolche  Wendung  geben»  dann 
er' die  Üeherlegenhett  der  Leibniziachen  Analyaie  den  £nglftn- 
dem  flihlbar  machte»  inaofem  er  Probleme  mlegte»  die  nie  nicht 
n  lüaen  TermochteD  Der  dgentlicbe  Streitpunkt»  eh  Leib- 
ois  als  selbatatSndiger  Erfinder  zn  betrachten  ael  oder  eh  er  irgend 
etwaa  von  Newton  entlehnt  habe,  lilieh  nnerledigt. 

Endlich  nach  Verlauf  eines  Jahrhunderts  unternahm  es  ein 
franzusischer  belehrter,  der  gegenwärtige  Nestor  der  franzusischen 
Mathematiker  und  Physiker,  J.  B.  Biot,  in  dem  Leben  New« 
ton's,  das  er  fiir  Michaud'a  ^Biographie  u niTersell e**  re- 
digirte,  die  Streitfrage  über  den  ersten  Entdecker  derDifferefitialrech* 
mreg  nach  den  bis  dahin  gedruckten  Aktenstücken  einer  nenen  Prüfung 
zw  untenverfen,  und  es  kann  nicht  geläugnet  werden,  der  franzo- 
sieche  Gelehrte  ist  wacker  för  den  deutschen  Mathematiker  fn 
die  Schranken  getraten«  Durch  eine  scharfe  Analyse  der  AkteO' 
sturkc  zeigte  er,  dm»  daraus  nicht  das  Geringste,  was  gegerr 
Leibs Is  apiüche,  gefolgert  werden  könnte :  ausaerdem  aber  be« 
hftuptete  er  noch,  daaa  die  zweite  Ausgabe  des  Commercium 
episto  Ii  cum,  und  besonders  die  Vorrede:  A  I  nctorem^  so  wnr 
die  MRecensio  Iibri"  unter  unmittelbarer  Theilnahme  Newton'i^ 
oder  Tielmebr  von  ihm  selbst  verfasst  seien.  Bald  darauf,  im  Jalirtr 
1831,  erschien  die  Schrift:  „The  life  of  8ir  laaac  Newton, 
by  David  Brewster",  in  welcher  die  Streitfrage  ganz  so  ent- 
aehieden  wurde«  wie  es  von  Seiten  der  Herauageber  des  „Com* 
merciain  eptatolicnm*'  geschehen  war;  die  Verdichtigungnt 
Leibninena  wurden  dann  wiederholt  und  die  Behauptungen  B I  o  t*at 
kl  Beasg  auf  Newfen'a  Betbelligung  an  der  Redaction  des  Com« 
merelum  epintolicum  nie  unbegrffndet  surtlekgewieeeii.  lade» 
Blot,  der  einen  gioueeu  Thefl  aeineu  langen  Lebens  auf  da» 

-*  ■  m  <■  II,, 

'  *)  Bef  eut«  Oeidiidrte  der  Mathematik,  fiber«.  «en  Relwe*.  Theltl 
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StuditiiQ  der  Ar!)eiten  Newton 's  vfirwandt  hat,  hat  nicht  geruht, 
sich  Gewissfceit  hmsichtl'uh  seiner  Behauptungen  zu  verschaflfen; 
mit  Hülfe  der  Herren  Libri,  der  zur  Zeit  in  London  lebt,  iin<i 
de  Morgan,  der  sich  namentlich  mit  historisch  -  mathematischen 
Stodien  beschSftigt,  ist  es  gelungen,  das,  was  er  behaii[)tet,  bis 
Bar  Evidenz  zu  beweisen.  Newton  ist  der  Verfasser  der  Vor- 
rede: Ad  lectorem ,  der  Recensio  iibri  und  der  Varianten  in  der 
«weiten  Ausgabe  des  C  ommercium  epistolieam;  diese Thatsache 
^at  Brewster  naeh  Einsicht  der  Papiere  Newton's,  die  sieb 
gegenwärtig  im  Besitze  der  Grafen  von  Portsmouth  betinden, 
in  seinem  c^rösseren  Werke  Aber  Newton:  „Memoirs  of  thelife, 
writingS)  inrl  discoveries  of  sir  Isaac  Newton,  Edin- 
burgh 18fi5.  II.  \  o}."  bestätigt.  —  Um  Alles  das,  was  im  Aaslande 
fiberden  in  Hede  stehenden  Gegenstand  geschehen  ist,  hier  zusam- 
neozustetlen,  bemerke  ich  noch  Folgendes.  Unbekannt  mit  den  neue- 
sten Arbeiten  über  Leibniz,  die  in  den  letzten  Jahren  in  Deutsch- 
land erschienen  sind,  hat  Biot  in  Verbindung  mit  seinem 
Schwiegersohne  Lefort,  Ingenieur  en  chef  des  ponts  et  des 
chanas^es,  eine  Vergleichang  der  beiden  Ausgaben  des  Commer- 
clom  epistolicum  und  einen  Wiederabdruck  desselben,  vermehrt 
mit  neuen  Aktenstücken,  die  unterdess  ^verolieiitiiebt  sind,  veraa* 
staltet  Das  Werk  ist  in  diesem  Jahre  erschienen.  Aller  Wahr« 
sehelniiclilKeit  nach  wird  es  la  Deutschland  nicht  sehr  bekannt 
wordSD«  Der  Verfasser  gegenwärtiger  Zeilen,  der  wäbr^Ml  ss^ 
Ties  Aufenthaltes  in  Paris  dsn  Herren  Biot  and  Lefort  verschto* 
deoe  Mittheilungen  in  Bezug  auf  Lslbniz  gemacht  bat,  hat  voo 
Seiten  das  französischen  Mlaisteriuow  sla  üsaaiplar  ziui  Gescbeolc 
erhalten;  es  hat  den  Titel :  „Commarcloia  epistaiianm  J.  Col» 
lins  et  aliorum  de  Analysi pramota,  ou  Cerrespondanca 
de  J.  Collins  et  d'antros  savanta  c^Ubres  du  XVII*  ai4«l# 
relative  k  l'Analyse  sup^rieure,  reimprimee  sor  l'^dl« 
tion  originale  de  1712  avec  riadication  des  variantes 
da  l'ddition  de  1722,  compUtöa  par  uaa  collection  4# 
pidces  j ustificatives  et  de  documenta«  at  pahlida  paf 
B.  Biot  et  F.  Lefort,  Paris  im,  4.<* 

Indeaa  alle  die  Airtanatficl^e«  die  hishar  die  dnmdlage  aar 
Reehtlertig«ig  Leibnlsene  bildeten ,  waten ,  wie aelioa  beiaerfcf» 
aaa  den  Hftndea  seiner  Gegner  iier? orgegangen ;  der  Pfon  Letl^« 
nisena,  dem  Commereinm  epiatolienm  efo  aoderaaaritlUM 
aeinar  Blannacripte  entgegeaaaalellen«  war  durch  seinen  Ted  var» 
efMt  werden.  Der  direkte  Beweia>  daas  Leiha  in  aelbatatfcdiy 
die  Bntdecknng  der  haheran  Analyaia  gemaeht»  fehlte  noch  ianMr. 
Der  Verfaaaer  dieaar  Zctten  hat  die  in  dar  That  rieaiga  AMt 
nicht  gesehent«  die  nuitheaurtiaehaa  Maaaacripta  Lelbnisen«» 
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die  auf  der  Kunis^llchen  Bibliothek  in  Hannover  in  grßsster  Voll« 
ständigkeit  und  in  demselben  Zustande,   in  welchem  man  sie  un- 
mittelbar narb  dem  Tode  fjeibnizens  dahin  brachte,   d.  h.  io 
der  grOssten  ünordDuni:.  wie  or  so  tjlt  enrfihiit ,  aufbewahrt  wur- 
den, zu  ordnen  und  einer  i^eiiaueu  l^rüruiig  zu  unterwerfen,  um 
nicht  [illein  ciie  Manuscripte  herauszufinden,  aus  denen  hervorgeht, 
wie  Leibniz  auf  tlie  huhere  Analysis  gekommen,  sondern  auch, 
nm  endlicb  einmal  eine  voilständii^e  Ausgabe  aller  mathematischen 
ScbriAeo  Leibnizens,  wie  er  es  i^ewisK  verdient,  zu  Stande  zu 
briogeo.    Die  l'utersuebung  der  Le ibnizi&chen  Mamiscripte  ist 
insofern  mit  nicht  unbedeutenden  Schwierigkeiten  verknupH,  als 
Leibniz  die  Gewohuheit  hatte,  jedes  Wort,  das  er  dachte,  anf« 
zoflcbreiben,  wie  es  auch  seine  keineswegs  zur  Veröffentlichung 
bestimmten  Mafuisrripte  beweisen,  die  in  den  letzten  Jahren  ans 
Tagealicht  gezogen  \\  <)r(leri,  um  «^ein  Hecht  auf  die  sellj-ststäudii^e 
Entdeckung  der  höheren  Analysis  darzutlmn.    Dass  demnacli  da- 
rin  Vieles  sich  findet,   was  weL'L^ehlieljeu  -seirj  würde,   \^eiin  er 
gie  zur  Veröffentlichung  ausgearbeitet  hättt',  lic^t  aul  der  Hand; 
zugleich  ist  aber  auch  ebenso  klar,  dass  l>ei  <  iner  Ikiirtheilung 
derselben  darauf  nothwendig  Hucksi<  ht  genommen  werden  muss. 
In  Bezog  auf  Nevrton  hat  man  sich,   wie  es  scheint,   wohl  ge- 
bötet, ein  Gleiches  zu  thun;  es  liegt  zur  Beurtheilung  der  Ge- 
schichte  der  Fluxionsrecbnung  nur  das  vor,  was  entweder  New- 
ton selbst  veröffentlicht  oder  was  fast  vollständig  ausgearbeitet 
und  zur  Veröfftatlieliaag  betÜMit  «ntar  aoiiieD  Fapi«reii  aieh 
ftriaod. 

ZvBiehst  sei  es  «rkobt,  kurz  zubeMffcmi,  was  unter  „Ent- 
deckung der  höheren  Analysis''  zu  ▼«»Men  ist  Ohnstreitig 
gohflhft  dengaDl^to  di«  Ehie  der  Entdeckung,  der  einmal  eine  all- 
gemein anwendbare  Bezeichnung  oder  einen  Algorithmus  für  dta 
Begriff  dM  Stottgen  fand,  um  ihn  in  die  Reciiniiiig  emlfibren  zu 
kfliiMD,  nsd  der  sogleich  zweitens  die  Hechnongsregebi  Mifetellte, 
welche  diese  Bezeiehnong  des  Begriffs  des  Stetigen  zur  Folge 
kMle.  Was  das  Erstere  betriffi»  eo  geht  ans  Leibnizens  Ma- 
MMciipteo  unbestritten  hervor»  imd  eelbst  eine  Leibntz  nicht 
fwade  gfti^tige  Gfitik^  bat  es  zugestaaden,  dass  LelbnU  «ei- 
nen AlgorUbmve«  mmt  den  J»  il»male  Alles  ankam» 
darchans  selbeiständig  und  unabhängig  faed«  Hinsicht- 
lich des  Zweiten,  der  AufsteUnog  der  Rechnungsregeln,  hat  die* 
selbe  Critik  nicht  dargethan«  wodurch  Leibniz  in  der  Erfindung 
deiseUien  gefördert  worden.  Sie  sind  mithin  ebenfalls  sein  Wer^ 
ud  awar  bat  er  aie  adbetattodig  gefandea.  Wober  bitte  er  «le 


o)  Dt.  Welsseabera,  Me  PMfto  dtv  Ubsna  Aaaljils« 
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adeb  nehmeD  solleo?  In  Newton's  „  Analysls  per  aeqnatliints 
nanero  ter  minor  am  iofiiiUas'' finden  sieh  dergleichen  nfebt*- 
Es  igt  noch  fibrlg^  ku  neben,  was  L  e  i  b  n  i  s  imter D  i  f  f  e  r  e  n  tial  ver- 
standeD  bat,  und  in  diesem  Punkte  ist  die  mehrfach  genannte 
Critik  gewaltig  mit  ihm  nmgesprongeo.  In  das  Einzelne  dozo- 
gehen,  ist  hier  nicht  der  Ort  tmd  würde  sn  weit  flihren;  es  Sil 
nur  bemerkt,  dass  einzelne  Ausdrücke,  die  Leibnix  gebraucht, 
dass  er  z.  B.  von  liewegunti;  bei  der  Beschreibunii  von  Cu^ 
Ten  spricht,  oder  dass  er  sich  des  Ausdruckes  i n c r eui enta 
ni  o  ni  en  ta  II  e  a'*  in  seiner  Abhandlun*?  vom  Jahre  1684  bedient, 
als  ausreichend  betrachtet  werden,  um  darzuthuii,  dass  Leibniz 
etwas)  von  Newton  s  Schriften  gekannt  oder  von  Newton's 
'  Fluxionsrechnung  gehört  habe.  Indess  nirgends  wird  direkt  ge- 
zeigt, wie  dies  mSglicb  gewesen«  Kurz,  Leibnizens  Schwao- 
ken  In  Bezng  auf  die  Außbssung  eines  Differentials  vom  Jahre  1084 
ab  wird  als  genflgend  angesehen,  dahin  eine  Entscheidang  ta 
ftllen,  „dass  sowohl  die  MOgllohkelt,  als  auch  ein  gewisser  Grad 
von  Wahrscheinlichkeit  vorhanden  sei,  Leibniz  sei  hei  der 
Ausbildung?  seiner  Methode  durch  die  Kenntniss  von  New- 
ton's  Fluxionsreclifjung,  mochte  er  sie  ilurch  T sc  h  i  rn  liaiis, 
aus  Nen  tf>[i  s  Briefen  oder  sonst  woher,  denn  der  Möglichkei- 
ten bleiben  ja  ausserdem  viele,  kennen  ijelernt  haben,  unterstülzt 
worden."  Was  heisst  das:  Ausbildung  seiner  Methode? 
Leibniz  hatte  seine  Methode  im  Jahre  1684  fertig  aosgebildet 
und  bis  dabin  wnsste  Niemand  etwas  von  Fluxionsrechnung.  Ais 
Curiosnm  mag  noch  angeführt  werden,  dass  Beweisstellen  Öfter« 
ans  Bnffon's  Vorrede  su  seiner  Uebersetznng  von  Newton's 
,,Methodns  fluzioniim*'  beigebracht  werden»  obwohl  in  einer  Note 
8*  100.  gesagt  wird,  dass  diese  Vorrede  den  Charakter  der  Lei» 
densehaflllchkeit  und  Gehfissigkeit  in  hohem  Grade  an  sieh  trägt  *). 
Ferner  wird  in  Bezu<r  auf  Barrow*s  Tangentenraetbode  erwähnt, 
„es  möchte  vveni^^tens  wahrscheinlich  sein,  dass  die 
darin  entwickelte  Methode  des  ünendlichkleinen  nicht  ohne  Ein- 
tluss  aut  Le i bni zens  Theorie  Seewesen "  (S.7Ü.),  woran  sich  dapin 
weiter  der  8chiuss  reiht  (S.  71.):  ,,es  daher  wohl  gerechtfer- 
tigt erscheinen,  wenn  wir  sagen,  dass  sich  bei  Barrow  die 
Keime  sowohl  der  Fluxionsrechnung,  als  der  Leibnizlscben 
Dkieientiairechnnng  finden;  letzteie  freilich  unentwickellsr  als  die 


•)  Mont  ucia  nennt  sie  eine  ,,Pr<^face  cnricnse'- und  Uoscu  t  spricht 
darüber  folg^eoderniasiien :  En  1740,  Uuffüu  I«  tradnisit  cn  fran^ai«, 
et  mit  ä  la  tete  uiie  preface  uii  Leibnit'z  est  rdbuitiiie  uvcc  im  cxcH, 
un  ton  dfü'cisif,  qui  pourraicnt  cn  inipuser  a  quelques  Iccteurs,  «i  la 
critique      röfotttift  d'elle-uiöme  psr  let  erreiir«  donC  «Ii«  fooraille» 
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der  ersteo  Methode.''  Dabei  mrd  aber  das,  was  m  der  „  Lnt- 
Deckung  der  höheren  Anaiysis"  S.  48.  von  Seiten  l4ekbiiij(eaA 
htigefaracht  worden  i«t»  mit  keiner  »l>Ui>e  ecwlUmt  . 

Im  Interesse  der  Wahrheit  sei  schliesslich  verstattet,  noch 
Einiges  zu  erwähnen.  Hr.  Dr.  W.  entwickelt  &  dß.  «einer  oben 
genannten  Schrift  die  Grundbegriffe  der  Flozlonereebniing.  Hier- 
bei macht  er  ein  doppeltes  Versehen«  einmal  daee  er  sagt,  19 nw- 
toD  habe  die  Zeitdauer  =0  gesetat»  and  zweltnna  daaa  er  in 
der  Note  erwähnt,  ich  hätte  die  Incremente  von  x  und  y  —0 
gesetzt.  Das  doppelte  Versehen  besteht  darin ,  dass  Hr.  Dr.  W. 
den  Buchstaben  o  för  Null  ansieht.  Newton  bat  nirgends  die  Zeit 
mO  gesetzt»  sondern  sie  stets  als  nnitas  betrachtet.  Hr.  Dr.  W« 
iotwickelt  ferner  den  Begriff  eines  Moments  nach  der  bekannten 
dynamiechen  Formel  i  =  ct;  dies  etimmt  ai>er  durchaus  nieht  mit 
dem,  was  Newton  selbst  darülier  sagt,  unrl  daher  denn  aueb  die 
Widerspruche  zwischen  Newton  und  Hrn.  Dr.W..  Newton  nennt 
ganz  einfach  das  Increment  für  die  Zeiteinheit  „Moment"  und  be- 
zeichnet en  dnrdi  den  Bndbataben  'e,  daher  denn  auch  der  Ann* 
druck  „incrementnm  mementanenm",  und  da  die  Incremente 
deetteschwindiL^keiten  proportional,  so  können  an  die  Stelle  der  In- 
cremente die  Fluxionen  geaetxt  werden.  Die  Ansicht,  dass  die 
Flozionsrecfannng  eine  phoronomiscbe  Grundlage  habe,  ist  demnach 
■abegrOndet;  es  ist  lediglich  der  a^t  Arehimedes  in  der  Geo- 
metrie gebrandite  Begriff  der  fiewegnng»  deaeen  Newton  aick 
Uer  bedient. 

luder  »»Entdeckung  der  höheren  Analysis"  S.38.  habe 
icbgeaagts  dass  die  Metbode  dea  GregoriusaS.  Vincentio  anf 
Bewegung  beruht.  Dies  wird  von  Hrn.  Dr.  W.  zurückgewiesen, 
nd  derselbe  behauptet,  dass  der  Grundzug  der  Metliede  den 
GregoriuaMnitipliiialionwSre.  Das  Werk  desGregerina:  „Opus 
geemetricum  quadraturae  circuli  etsectionum  coni**  ist 
mir  gegenwärtig  nicht  aar  Hand ;  ich  sehe  mich  deshalb  genüthigC 
aiii  (lasanrfick^iii^ohen,  was  Kästner  io  aeiner  „Geschichto  der 
Mathematik.  Bd.  3LS.  221.  ff.*'  daven  erwähnt  Der  alte  Herr  bat 
xwar  ain  Mathematiker  rar  Zeit  keine  grosse  Autorität  mehr,  indesser 
referiijt  in  aeiner  eurioscti  Weise»  Geachicbte  der  iilathemntlk  an 
fchreiben,  nach  meiner  Erfahrung  genau.  Da  heisst  es  denn  wüit» 
lieh  8.  2^:  Siebentes  Budi.  Man  ateUe  aicb  ein  Rechteck  vor« 
deaaeta  Breite  =6,  Länge  =e;  an  einer  geraden  Linie  sse  ael 
ehie  willkahrliche  ebene  Figur  beacbrieben;  deren  Ebene  werde 
totbreebt  anf  dea  Eechtecdiea  aeine  gesetzt»  daas  ihre  Grinze 
anf  des  Beehteckea  Linge  paaat.  nnd  nun  so  aich  selbst  punh 
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lei  fortgeführt,  so  beschreibt  sie  einen  Kürper,  dessen  GrundflÄche 
das  Rechteck  ist.  ünd  auf  8.  2:i5.:  Neanter  Abschnitt  (de«  sie- 
benten Buch«»).  Praxis  bujus  libri,  de  piauorum  in  se  dacla  sra 
okaltiplicatione. 


X¥I1I. 

Zur  LugariÜmteaberechimiifr 


wo  dp<l,  gestattet  eine  leidU»  Bencbsraiig,  weno  fUr  x  eia 
ficlMt  Ueiner  Dedmlliracii  geMlxt  wird;  ivt  d«r  Zlhler  dMMibeii 
kWaer  ib  100,  so  findet  maa  di«  Potoum  denallMii  bis  wmt 
■Mnteo  «ad  theilweise  noch  weiter  schon  am^erechii«!  faa  wmdk* 
Um.  Baad«  der  Vega' sehen  Tafeln  (2te  Aa^jabe»  die  mir  gviade 
Tarikgt,  Salta  IdOi  aad &  IfiO— 153.);  am  die  Caiadm  dar  oUgMi 
Raiha  aa  ladnn»  hedaif  aa  deamach  aar  der  Icidilaa  Difisioii 
daidk  dia  ZaUaa  f  >  S»  4,  n.  a.  w.  Die  Reihea,  wetcfBa^gewOhai* 
Ui  ab  aar  Betadianag  dar  aatMchaa  Log^tttthmaa  dar  amtem 
Pirimaahlaii  dSanBch  aagegabaa  waidaa,  a.  B. 
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fcbefneo  mir  nicht  recht  geelgoet»  da  die  Berechnneg  der  einsei* 
oeo  Glieder  oder  eines  Aggregates  derseüieii  Divisienee  mit  gr5s* 
seren  Zahlen  verlangt,  wodurch  die  Rechnung  erschwert  wird. 
Es  scheint  zweckmässig,  auch  für  die  Logarithmen  dieser  Zah- 
leo  Reiben  ansogeben ,  in  denen  x  ein  Ideiner  Decimalbrucb  ist. 

Begnügt  mMi  sich  damit»  die  Logarithnen  his  anf  Ihre  7te 
,  «der  lOte  DecinahrteUe  sa  herechnea,  ao  kOoato  nao  folgeade 
GlächoBgen  lalt  Vorths  gehranchsn : 

-  ^(kp + 2710* + ana***"'  •••)• 

1/5«  5"  \ 

24         /24      24*       24*  \ 

1  /24<      24*        24«  \ 

2  VlO«  ^  27lü^  ^  Oow+'V' 

Ans  diesen  erhült  man«  wenn  man  die  Reihen  snr  Rechten  som- 
nlrt»  Aoadrdcke  för  die  Logarithmen  ven  2«  3«  5;  die  beiden  ersten 
Reäen  sind  nach  sehen  Im  Klagel'schen  WMeihache  an  die* 
aen  Behafe  In  Versehlag  gebracht  worden.    Dieselben,  so  wie 

^  dritte,  convergiren  jedoch  nicht  sehr  starte,  und  sind  also  wohl 
zu  einer  weiter  gehenden  Berechnung  der  Logarithmen  nicht  sehr 
1  en]plehlen.   Geeigneter  w&re  vielleicht  folgendes  System  ron 
(»ieicbaDgeo : 

l  ^^m-,  a  "•^;^=0.98968}  UI.  p§=aflM; 
I?.  ^=1.007;  V.  ^=0^9975;  VI.  ?^^J^=1.00011; 

*•  ;tl 


r 
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Drückt  man  dlwe  GMefamgen  loiarithiiiich  ans  entifickelt 
die  LogiirKliiB6D  d«r  Zahlen  tue  Reebtto  mit  Httife  der  logaiitli* 
mweiieii  Reibe,  indem: 

/(I) =i(l  -  ip)»— ^  571010  +  •) 

/2      2*     -2ft       \  /l      1       1  \ 

Uy\\fy=^[j^ '  3 . 10« '  5 .  W^^  '  J '  <^)-^^iO» '  3.10» '  Ö-IO*»"*"  / 

ist,  lüst  man  ferner  die  11  («leichungen  nach  den  Logarithmen 
der  zur  Linken  stebendeo  11  Primzahlen  als  unbekannten  Grus* 
seil  auf^  so  erhält  man; 

Ä=— 16/(1) + 4/(11)  -  4/(UI) + 22/aV) — 22/(V)— 22/(  V I)  +  V/(VI1) 
+  V/(  VIII)  +  17/(1X)  —  5/(X)  -  12/(XI) , 

und  leicht  liudet  man: 

—16/(1)     =  +  0,160805^736  +  4/(11)  = -0,00I280204b 

-  AKfH)  =-f  0,0240722893  -22/(Vl)  =i-0A)0241U866i^ 
+  22/(lV)  =  -f  0,1534635022  +  V/(V  II)  =  0,0058011603 
-.22/( V)  =  +  0,0660688648  +  17/(1X)  -0,0000170000 
+  V/(V1I1)=:  +  0,3000400096  -  ^L{X)  =-0,0100000033 

-  12/(XI)  =  -f  0.0102J63764  0^019518:^ 

4-0,7126654159 
-*0»0195182364 


/2=+ 0,6931471805 

Ferner  ergiebt  sich: 
»=M7l2+/(I)-/ai)+/(llI)-/(IV)+/(V)+/(VI)-/(VII)-|/(lX)+4/(X)l, 

irenu»  110»  und  wenn  man  bfigg'eche  Logaritlmieo  an  beredi» 
nen  hat,  der  Modnlne  dieeea  Systeme  hergeleitet  wird;  ferner  ist 

17  =  ^t^^)'^^<^^^>  -  4 /2 + /l ü ;  /3  =  4 1 /(l)  -  /(l  1)  +  /(I U) + 6fi -  /7 1 ; 
msKl)+2a0^2O;  /13s/(Xl)-/3-f4/10-8/3{  it.s.w. 
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Die  in  Atiwendanir  kommenden  Reihen  convergiren  schon  red^t 
gut,  uad  man  könnte  bequem  mit  Hülfe  derselben  die  Logarith- 
meo  bis  auf  etwa  30  Uecimalstellen  berechnen.  Üocb  bat  man 
«ich  bekanntlich  damit  noch  oicbt  begDfl|{t  und  die  Logarithmen 
big  zur  öOsten  Decimaletelle  and  darfiber  berechnet  In  dieeem 
Falle  echeint  ce  wünadieneweftb»  noch  stärker  eonTergfarende 
Reihoo  sa  besitien«  und  die  folgende  Conblnatfon  vott  Gleichon- 
SM«  die  fo  manchen  Besiehongen  tot  der  Torigee  und  ShnUcbeo 
dm  Versag  ferdleot*  scbeisi  diesen  Anfordsrnngen  sa  genfigeo. 
Esist: 

39.7.23^10»- 19;  3.5.^.^:=sia*-fft;  3.S.ilM9.39r=10«+65; 
hitnns  lolgt: 

,^._(10H6S)V10»--19 
^      "■1P.(10*  +  Ö)V3^7' 


Ferner  kt: 


7.11.13=  10» 


dies  giebt 


,^_7.11.(10<>4^35) 
3«.Ö.(10»  +  1)  • 

Femer : 

2*.7.19.47  =  iaö  +  16;  52.23.37.47=  10«-75;  3». 37=103-1; 

3».7.a3«=  W-19, 

woraus  folgt: 

5«.(io«-i)(iOM^  16)  VTBnrjg 

^  2*.  V^3».T»(iO»-75) 

Femer: 

2».32. 17.19.43  =  106  +  8;  3.5«.31 .43  =  10*-25; 
2^3>.7.31=10«-64;  !2>.3.7*.17=l0*-^4. 
Dies  gi^t 

i\  10^^-7.(10«  + 8)  (10<^^Ö4) 
£ndlieb  ist: 

3 .  II .  157 . 193 = 10« — 67 ;  3M9 . 101 . 193  =  10^  -  91 ; 
S'.U.KUstsNi-li  9».13:i87».UH  +  9;   7.11.13=  10>-fL 


r 
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10  lH.(i(y-91)(IO*-t-9) 

*?===»(i**-.«)(id»+i)(iO»-j)- 

Abs  1)  md  2)  foJgls 

MU  l)  nod  3): 

2*.3«.7      <^--H^<'-*^iÖi)tf-*-18i>  , 

(1-^(1+^ 

9  und  4): 

4         35  25 

9  and  S): 

91  9 

3*.1P  67...      1  '35,"=^- 

Endlich  ihii 
wonns  folgt: 

,1  .  53  64 
Atts  diM«n  filnf  GleielivagMi  folgt: 
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Dnirkt  man  diese  C^leichuntjcii  lo^arithmisch  aus.  so  ergeben 
sich,  wenn  man  lA  n.  s.  w.  nach  den  obiü:en  Ausdrücken  mit 
Hülfe  der  logarith mischen  Reihe  berechnet,  die  Logarithmen  der 
or^teo  f(inf  Primzahlen.  Berechnet  man  dieselben  bis  zur  GOf^tes 
Oecimalstelle,  so  wird  man  bei  Iceiner  der  obigen  Reiben  nutbig 
haben,  mehr  als  höchstens  2)  Glieder  zu  summiren;  meist  wird 
die  Summation  bis  zum  16ten  GÜede  genügen.  Einige  der  Reihen 
stimmen  in  Ihren  Gliedern  ganz  oder  tbeilweise  fiberein,  wodurch 
die  Rechnung  natfirlich  licfeit  wtmg  «rleiebtert  wird«  Amt  dM 
leichteste  ergiebt  sich: 

-832/:^= +0,2717804625  -f  270LI=:-0,0646d47101 

-342ICS-I-IMS53364016  +18yte-ftMflOT8M6 

+  miE  =  +  0,0793285433  —0,0632972269 
-f  0,7764444^ 

J2=M^,693147Jm 


Sind  die  Logarithmen  der  ersten  fünf  Primzahlen  berechnet,  so 
erhält  man  mit  Hülfe  der  schon  sumniirten  Reihen  die  I^garitb* 
men  der  folgenden  Prirazablen  aus  den  Gieichungeo: 

«_!?Ltl;  i7-l?lri,  ui^l?!±3?.  V^ö^ 

^-THT^    "-PX?*'  *''-3*.5.l3'  3».7  ^ 

Immer: 

^~3,ö».31'  '^^"^♦.T.ld'    *"^-~3*,U*  ^^^-fXir* 

^^^-TTU'  ™=3.11.157' 

Aber  nlcbt  sIUIb  fihr  diese,  sondem  aeeh  filr  die  meisten  se- 
deren  PrinmhleD  bis  1000  iasssn  sieh  Gleichnogeo  anfstdles,  ans 
denen  sich  die  Logartthmen  derselben  Yermittslst  Reihen  ent- 
wickeln lassen,  die  sich  IhnÜeher  Vortheile  erlteuen,  wie  dia 
obigen»  wie  man  ans  Folgenden  mieht.  Blanehe  der  neuen 
BeibeB  «tfmnM»  in  ihren  Gliedern  mtet  einander  oder  mit  den 
vorhergehenden  gana  oder  tfaeilweise  Ülierein.  Man  wird  ferner 
oaeheD,  dasa  man  die  Wertlie  Ton  il«  ^  n.  s.  w.  anch  noch  an* 
dem  hüte  wfthleo  können«  und  vieBeieht  entdeckt  ein  gefibterer 
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Aeobner  vandie  v<H^beillmfl«re  Combinatioo  ur  Beredmimg  der 
liOgaritlHiieii  von  2»  3,  6  a.«.  w.  —  En  ist: 

^      10^-49  ^,    10*+4  ,  ... 

^-jri:s:4^m'      2».?. 13.67*  w=i^i.4T  f«*» 

4 

wie  leicht  '(l*!*!^  <^08  den  beide»  Aggregaten  der  Reibe  für 

«(1  — gi)erhalteD  Wird;,        j^^^y»  '^^^^^,1727^'  ill3=   gy  » 

^^^TäöTJ®'    ^  =  2X17^73'    2».3.83.261  =  W-16, 

21s  _  1,004 

3.83  ü.yyü 

Ferner  ist: 

*"'-OX89*  *'"'-5J».47,«l'  ^"-a.«.«»'  7.109' 
w/_  ,    "»—2.3.11.10»-  2».3«'   """TTöl  ' 

ISlsgloiT^'    '<B=  '*^61  2«.3.1fl7.4»=3l0«-4 

167.3  10* +  2  ,^_10»-6  ,,o_10«+73  10«+25 
*W"10»— 2'  2.17»'  37.151'  "'*'°'6«  ia.i7' 

*'*=?XTi:i5' 


10»+14  ]0»-68            10*- 12  .^_10«-77 

2.3.79  •  ^-5n9:59'  2«. 11'  17.131' 

10*- 07  ^    W+a  ™,   10H36  „,..__10*-98 

^^=~8JMr'  '»•«•»•  83.  «»9=3-711^9:41'  237  = -355-, 

^     10«-7B  «-=,1?'-+!'^    ^_  lO'  +  fiS    „  10^-1 

—  PXlÖä'  ^     47.809'  **"'2».3.31'  3».4l ' 

'  2«,89  •  ***'6.».191'  lU».mi" 
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«I»   »»+82  iy-106    „„_H>H3S  „,_»9!-18! 

2.163  '       — 2..1.23.2!»*  ***^3«.5.7J'  2.19.(0' 

^*=8iOä'  '^="PTr'  ^'=-i»:3r'  '*'=on9i' 

„    10>-101_  ly+m     ^_10«-H74  10«  +  75 

■  —3.7.19.71'  3.7.199  ■  »*.109' 

»»»TFur«  *^-*fxn'  *"="7:^" 


10«  +  5  .  10» +153  10»-5»  ,»~_10»+23 


_10«  +  42  10«- 149    «-_10»+^  ^. 

*"~-5n7.67'  37.61  •  3.73  ' 


10* -81 
3*.  241' 


.„    10» +8  ...  10»- 62  W-m  .-ol0«+162  10*- 1« 


_  10«  +  m    ^.  _  M'  +  m    10^  — 294 
2.13.79  '  3.7.97  ~2.17.Ö99' 


__J02-36  10^-186     „^_10'  +  74    -j»  10^-34 

""~PX71'  ""—2.11.19.47'  **'~^.3.7.467'  •"'^SrW 

10»+88         10«-84  10»-W      ^  tV±9 


«M-l^+il!    «71-^"'-'^  «»_«>'-I3  s«r 

pnoj'  •"-■©rärr*  ""-äiäm'  ^=2»:3:7r' 

iy-841  10* +33 

«^=^.7.11.«' 


^'="yni"'       -*•.!»-*. 8»'  «3—1^,  «17=-3;5J-. 

-■-10^-55  10^+88  10' -4 

•'*'-3».<t.359'  ""-PIT:'®'  **'*'S».a.i3'  "«=-2i;3r-' 

^^^rPXT»'  *'=0095i'**"=sir3i.89'**=T7:85'' 

_  10^  + 107     fl-,    10« -71  10° -89  ^,  1(F+152 
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3^ö;317'  3.47  ""SrSXIOai*  ^^^=Ei?S73B' 

'^^—a.ö. 7.131*   '^'^ 2.19.369'  ^^"^^Jt.m'  ^^2J73"' 
IO»-695  10*~76         10»-46  10*-3 

„    liy+3M    ^j^_10»-Bl    ^  10<>^115 

^"—"^139"*  ^-5X7729'  '**'-"3^5""'  ^*="3:40r' 
2.47.163*  2n49  *  ^^^^^^-gPlSlW* 


fttQ    10^-124  10B-H25    ^.10^-22  10^-65 

10^-^25     ^  10^-507 
™*'~3.Ö».15r  11 .37 .277' 

^    1(F^325  108-^441  106 1^8  _W -371 

^'-3*.6a.7«*  ^"""11.17.087'  ^^^-"■2M7   —  3s.4(»  ' 

^^-2».3*.299*  ^^'^  2*.23.29  '  2.3a.Ö9'  ^'-^»3.11' 

•  ^'""2.11.47*  103  '^'^'-0.23.89' 

_10f-^    ^,.,_10»-8I  1009_1,000 
3«.113  *  ^^"^  1009   '    991  —0,991* 

ÜDgeföhr  drei  Viertel  von  der  Anzahl  dieser  Gleichungen  er- 
gehen logarlthmische  Reihen,  In  denen  x  kleiner  als  100  Ist»  aber 
auch  die  aua  den  fihrigen  hervorgehenden  aind  nicht  allanachirer 
zu  flommhm.  Mit  Hälfe  einer  grosseren  Factoreatafel»  als  mir  sn 

Gebote  stand,  lieasen  sich  auch  wobt  noch  vortheilhaftere  Glei- 
chungen finden.  ISach  meiner  Anhiebt  scheint  man  sich  der  obi- 
gen oder  ähnlicher  hei  Berechnnog  eines  logarithmiscben  Systeme 
mit  Vortheil  bedienen  zu  künnen;  es  ist  mir  unbelfannt,  ob  es 
in  solchem  Umfange  bereits  (Geschehen  ist,  und  diese  Unkenntoiss 
miige  die  Mittheilung  obiger  Kleioigiceiten  entschuldigen  *)•  Ancb 


4)  Nachdem  mir  sachtriglichSherwiat  Hathematical  Tables 
von  ma  an  Gesichte  gskemnisn,  habe  ich  anf  Seile  IB  et  ssf .  dfs 
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(ur  manche  der  folgenden  Primzahlen  lafisen  Bich  ähnliche  Glei- 

dhrngeo  anfatellen»    B,  16117=  g  yj''j\  die  einer  weile* 

reQ  Mittheiliin^  nicht  bedürfen,  da  sie  sieb  leicht  finden  lassen 
(die  obige ZusaroraensteUuns^  hat  allein  den  Zweck,  den  Gan^  der 
Recbouog  sa  seigen).  Folgt  man  übrigene  bei  der  Logarithmen- 
fieiecboong  der  ^ewobnnchen  Metiiode,  so  gestaltet  sieb  dieRecli» 
nnng  immer  leichter,  je  welter  maa  in  der  Reihe  der  Priniaiileii 
foftseiffeitet»  oameptilch  vrem  man  fo^^nde  Reihe  benntst: 


l{x  -i-  B)  =  2/Or  +  7) — /(a;  -f  (S>    /(ir  3) 


7200  -J  7200  Y 


»ekhe  man  ia  dem  Programme  des  k.  k.  Gymnasiums  in  Marburg 
vom  Jahre  1853,  geschrieben  vom  Herrn  Prof.  J.  £.  Streinz» 
äodet;  ist  x  grosser  als  lüOO»  so  liraacht  man  nur  die  ersten 
beiden  Glieder  der  Reihe  za  ennimiren,  um  den  Logarithmus  fast 
biä  zur  70Bton  Decimalsteüe  genau  zu  finden ;  freilieb  leostet  die 
fierecfanung  der  lieiden  Glieder  einige  MAInu  Welche  Methode 
rofiiaieben  sei,  wQfde  die  Praxis  an  entaebeiden  halien;  eine 
wie  leichte  Rechnung  die  obige  oft  gevrShrt,  mSge  noch  folgenden 
Beispiel  zeigen.  Ee  istt 

Ä(ö+Ä3+/lö7-eö-7/5==+i|J  +  5^,  +  5^ 
vofaus  sich  augenbtiddich  ergiebt: 


GrundMige dieaer  Methode,  als  Ton  Wallis  herrührend,  mitgetbellt  ge- 
fangen, andl  sind  daaelbst  einige  der  oben  gebrauchten  Gleichangea  In 
Amr«daeg  gebreiiht.  Die  Methode  wird  dem  Berechner  eines  logaritfi- 
■iidien  Syttemas  als  sehr  swedun&ssig,  wenigsteu  In  maschen  F&ltsi^ 
cnpfohleD,  die  weitere  Ausführung  und  Anweadimg  aof  die  Logarithmee 
der  eissalBeii  Pfinsahlen  bleibt  ihm  äherlassen.  Die  daselbst  gegebenea 
Sotizen  verdienten  auch  wohl  io  den  noneren  Schriften  logifithnMtech» 
liiehai  Inballos  obsa  Fiala* 

ThsaXXVIL  10 
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Nvr  «m  sw«i  EinheitMi  der  fotctao  Dectmalstelle  'nt  dies  Resol- 
tat  TOD  dem  Wolframmtcben  ▼«»cbiedeii.  Mit  Hülfe  der  GrdM 
-^{A^rlB)  findet  man  mm  nodi*  wie 
FiUeo»  «ioeo  s«reil9D  Leprithmot. 
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Ueber  dea  Fliebeniiihalt  loxodrooiischer  Dreiecke  auf 
kr  Oberfläche  eines  durch  UmdrehuDg  einer  EUipae 
um  ihre  kleine  Axe  entstandenen  Sphäreids. 

Vom 

dem  Heraasgeber, 


b  der  Abhandlong  Tbl.  XVI.  Nr.  IL  habe  ich  eine  Reibe  merk- 
nTrdfe;er  Sätze  von  auf  der  Oberfläche  eines  elliptischen  Rotations- 
^phftroids  und  auf  der  Oberflächt»  einer  Kugel  liegenden,  durch 
oiodromische  Linien  gebildeten  Dreiecken  bewiesen,  und  unter 
kschränkung  auf  die  Kugelfläche  auch  von  dem  Flächeoinbalte 
lieber  Dreiecke  ^^ehaiidelt»  was  mich  gleichfalls  zu  mehreren 
^atioiien  und  Ciieiebungeo  gefiüirt  hat,  die  icli  für  sehr  merk* 
fiirdig  halten  geneigt  bin.  Ködkaichtlieb  den  FUlcbeninbaUii 
nodroniiseheT  Dreieeke  anf  der  OberOäcbe  eines  elüptiscben 
lotitionn^Spbaroids«  mit  der  l^leinen  Aze  der  erzengenden  Ellipse 
b  Drehnngsaxe,  ist  am  Sehlnsae  der  genannten  Abhandlung  auf 
m  späterhin  im  Archiv  zn  veröffentlichende  Arbeit  verwieiten 
'Ofden,  ein  Versprechen,  welchem  ich  bis  jetzt  noch  nicht  nach- 
ekommen  Inn.  leb  werde  aber  nun  dieses  >  crsprechen  um  so 
^^•er  erfüllen ,  weil  so  eben  in  Paris  bei  Herrn  Mailet-Bachelier 
Je  mit  Anwendungen  auf  die  Navigation  versehene  Uebersetzung 
teioer  im  Jahre  1849  erschienenen  MLoxodromi sc hen  Trigo- 
ooetrie*'  gedruckt  wird»  die  einen  der  ausgezeichnetsten  Pro- 
nseurs  d'Hydrograpbie  in  Frankreich,  Herrn  Paul  Ter  quem 
<t  Dfini^lrehen»  den  Sohn  den  allen  Lesern  des  Arebm  be- 
«BBten,  um  die  Wissenschaft  nnd  den  Unterriebt  in  derselben  so 
lodivtrdieoten  Heransgebers  der  NouTolles  Annales  de  Ha- 
k<ttatii|nes*  Herrn  Olry  Terqaem  in  Paris,  snm  Verfinser 
i>t  So  Tiel  ich  vreiaSy  beabsichtigte  Herr  P.  Terquem  ancb 
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die  Sätze  über  den  FläcbeniDbaU  ioxodromischer  Dreiecke  anf 
der  Kogel  in  seine  Ueberaetsang»  welcher  er  dorch  die  belgefl%- 
ten  ADwendangen  auf  die  Navigation  jedenfalle  einen  gans  beeon- 
deren  «elbefsttndigen  wiesenacbaftlicfaen  und  praktiacben  Werth 
▼erleiben  wird,  anfisnnehmen,  was  mich  zu  der  Hoffnnng  berech- 
tigt, dass  die  foIfr(;nden  allgemeineren  Untersuchungen  über  den 
Fl8cheniii}ia!t  Ioxodromischer  Dreiecke  für  ihn  und  andere  Le^er 
des  Ar«liivj>  nicht  ganz  ohne  Interesse  sein  werden,  wenn  auch 
die  durch  diese  (Jntersuchuiigeu  gewonneueii  Resultate  sich,  wie 
es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  nicht  derselben  Einfachheit  und* 
flegans  erfireaen»  wie  die  für  den  besonderen  Fall  der  K^ugd 
geltenden  Sitae »  und  sieb  schon  deshalb  weniger  cur  Anfiialine 
fai  die  Yon  Herrn  P*  Terqoem  tn  meiner  grossen  Freude  Im-  In* 
teresse  der  Wissenscbafk  und  der  Praxis  nntememnieDe  Bearbei- 
tung meiner  Schrift  geeignet  haben  wflrden. 


Wenn  wir  die  grosse  und  kleine  Halbaze  der  erzeugen (ien 
Ellipse»  die  kleine  Axe  als  Drebuogs-  und  zugleich  als  Ax^  der 
X  angenommen,  wie  gewöbnllcb  dorcb  a  und  b  bezeicbneD»  und 
der  Kfine  wegen 

setzen«  so  ist  der  Flächeninhalt  einer  rem  Aequator  an  gerech- 
neten, der  ans  dem  Mittelpunkte  als  Anfang  genommenen  Ali- 
scisse  X  entsprechenden  Zone  Z  der  OberÜftehe  des  entstandenen 

eiliplisclieo  Spbäroids  bekanntlich  in  der  Formel 

ausgedrfickt       Bezeichnet  nun  B  die  Breite  des  die  Zone  £ 

begrSnzenden  Parallelkreises,  nSrolieh  den  Neigungswinkel  der 

diesem  Parallelkreise  entsprechenden  Normale  cegen  die  Ebene 
des  Aequators,  so  ist  nacli  der  Lehre  von  der  Ellipse 


tangÄ=g^> 


und  folgllcby  weil 


*)  M.  8.  z.  B.  meinen  Leitfaden  für  (!en  ersten  Ualetricbl 
in  4er  bdheren  Analycis«  l^elpsig.  1836.  & 
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ilt: 


woiMis  sogleleh 


*       a«(l  ^^iteiP) 


ote,  weiiD  der  Ktee  wegen  wie  gewOlmlich 
gesellt  wird« 


folgt  Führt  niaii  den  hieraus  sich  erg:ebendeii  Werth  von  x  in 
de«  olligeil  Au^druek  von  Z  ein  und  bemerkt  daliei»  daM 

t%  —  iL. 

ist,  80  erhält  man  nech  leichter  Eeehneiig  für  die  Zooe  Z  den 
fönenden  Ansdrack: 

DßSK  FMcbeiünhalt  der  halben  OberflSche  des  SphSroidü  erhäll 
IMD  libiaii»«  wenn  auui  BssW  «etzt«  nftmUcb: 


BmM»eD  wk  Jetst  den  CIMeninlieJt  der,  der  Breit«  B  eiit> 
ipiMiMden  CSilette  dnreb  K»  md  liesiefken«  denn  im  Yoriier- 
gftiiendiin  B  «tUlBoliiirelgend  aie  poeltitr  vorassgeeetil  worden  ie^ 
•0  iil,  wenn  wir  im  Folgenden  dae  obere  oder  entere  SSeiche» 
nibmen,  jeniwiidem  <Ke  Celette  Idelner  eder.grOeeer  eis  die  lielbe 
Oberibdie  dee  Spbftreid«  IM.  eMmr 
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wie  Mdbt  tfMkC, 


ib%lcb.  wem  «u  jHit.  wie  scwiWkh.  die  Bicite  ^  «r 
■Bidfidbe  Htfüg  des  Eli^eeidey  weMbcs  wir  Teo  jelit  ui  im 
ab  dte  Erde  fcclwM>to  w^llee,  poshtr.       «e  aMIdia  BiNI»| 


wMmM  aaeli  eieigvft  leiditeB  Vi 

oder 

erhalten  wird. 

IL 

Auf  der  Obeificlie  der  Etde  denkea  wir  mm  feCiC  eia  Di«i- 

eck ,  dessen  eine  Spitze  Im  Nordpole  Regt  und  das  toti  zwei  Me- 
ridianbcifren  und  der,  deren  Endpunkte  verbindenden  l'  XtHironiischen 
Linie  besräazl  wird.  Den  Flächeninhalt  dit>t'^  Ur  iec  ks  bezeirh- 
iren  wir  darth  S.  Sind  nun  co  und  ö  die  Länge  und  Breite  des 
Endpunkts  (m  dem  Sinne  der  iücfatiiog  geoomoien,  e«eh  weleber 
die  Lln<r^  ^eaeahlt  werdea)  der  das  in  Rede  ateheode  Oreieefc 
laiB  neÜ  begrlBaeadeo  lemhoMiadiefi  Linie,  ae  eriiettef  «1^ 
ffdat  einer  etafiuftea  Betraehtaag  aaeh  f.,  nad  mltRfiekalebt  dataa( 
ihaa  nadi  neiaer  MLexedromiaefcea  Trigoaemetrie.  S.  IS." 
der  Krümmungshalbmesser  für  die  Breite  o 

6'  _  6* 

und,  «ie  leicht  aus  I.  geschlossen  nir*l  .  «Itj*  iiaibmesser  des  der- 
selben Breite  eatspreebenden  PaittUe^kreiftes 
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aco6Ö5 

Ist,  sehr  leicht«  dass  in  vülH^er  AllgemeinbeU ,  mit  desto  gros- 
serer Genatiigkeit,  Je  näher  ^to  und  Jii  der  r«uU  kummen: 

«  (  (l--6in5)(Hg^t>in(^)      1    (1  + g)(l  — gsinö)  )  ^ 


oder 


, i (1  - -h sin S)     1   (1  -f  e)       e sin  5)  l 


6*  cos  (^/iaJ^ 


2(1— «»»inö-^)«* 

odicff 


6* cos  5 


2(1  — €*8iDSS)«' 


ist  Lisst  man  nim  dlS,  und  also  «neb  das  davon  abhSogeode  ^m, 
sieh  der  Noll  pfthem^  and  gebt  io  Torstehender  Glekdioiig  sd  de« 
GrlnssD  flbsr,  so  erhftit  man  die  folgende  vVilIg  genaue  Gleichnng: 

dS         }(!— sln(3)(l4<*«ip5)     I  — csino))  dm 

r(l-.«s)(l^e*sin<i^  ^  2s\l— s)(l4-ssinS)i  dS 

oder 

fl«    lA*  {a-<rin5)(l-t-e»8in  5)     1  (1 4.s)(l>>ssln5)) 

aine»  weil  nnsfc  meiner  ^Losodromlstlien  Trigonenetrie. 
S.  SS.«*»  wenn  8  dsn  Ours  bencicbnet, 

(l-e'')tangQa5 
eos$(l— s^slnS^ 

ist: 
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i(|  —  sin  M)     -f-e^sinö)  • 
>öc5. 
 T-r*   (1  i  f)  (1  -esinc5)  I 

wttches  Difiereotiai  wir  dud  zu  iotegricen  versaclieo  uü^iieii. 

lU. 

Setseo  wir  zu  dem  Ende  ut^sinQ«  also  dtf=c(MittdQ*  so  bt  ' 

^    du  du 

■  • 

und  folgilcb  nadi  1L>  wie  inaii  «ogleicb  Übmiebt: 

 {\^ehi)du 

i  (H 


(1+M)(1 


od« 

!(l+e»tt)8ti      I— e«  1-t-e   
(l+u)(l— c*M«)*"^  26                1^(1— «^2)  j 
u 

00  da«8  68  also  nnr  auf      Entwiekolung  der  drei  Integrale 

/du  1^--? 

ankommt. 

Wir  wollen  ooa  saerat  mit  dem  Integiaie 

/du 

welches  die  leichteste  Entwickeluug  gestattet,  beschäitigen.  Weil 

1  1  

e>  (» 1)  («  1- l)(tf  - -) 
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mtfUHke  itfM.  dwrtk  Omär.  Hmer  EiUp$e  He,  tmkuuL  SpMraiät.  i4d 
»t,  80  g&ebt  die  ZvIegoAg  in  Partialbraobe  oacb  den  bekannten 

7  ***** « 


(i-M^a-A«)— 2(1— ( 1— n  i+n""  i— i+«tr 

/ a» 
(l-tt«)(l-A») 

"äoi"^  lySfii  '**y*iTS  ^,^\y"r^  '^^^Sr^  I ' 

t 

dwaacb  einer  .allgenelo  bekannten  Elementar -Formel  der  Inte- 

gralredinnDg: 

an  L_,il+^  .  i^-i??) 

y  (1 — u«)  (1  — e%2)  —  2  (l  -  c«)  ^  i  -  u  +    1  + 

Um  ieruer  das  lotegral 

iBMtipidwIny  aetien  wir 

^     ^•(i»-l^i)<;ii-i^)«(ti+-)»  - 

eibalten  min  dnreh  Zerlegung  in  MrtMIbHMhe'  'nacllv*itan  ^ 

<tuimlicben  Methoden: 


-  (l_6«)(l+ii)  ^  4(l-«ii)a  ^  2(l+e)(l-«i) 

 c 


/ 


/ 


(1  Hrc^i^ 


/ 


 '       ■      '     l<  +   {. 

*~  2(1—**)    t  (i— «/-'ll+«l>»-Hl  » 
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W«Bdaa  wir  «m  jeUt  endlicfa  zu  dem  Integrale 

M  ist  Dach  dem  Obigen  offenbar: 

P  du  }—eu 

t      )  ^/^»(i-^)g^    n^l±^?^  pKUefoA. 

•    ^     \—eu  J  \\eu 

Allgemein  ist  aber,  wie  man  sich  sogleich  durch  Differeatiatioii 
fiberaeugt: 


4 


M^cb 

ond  feroer 

ibigliefa,  weoo  man  dlit  «It  <Ini  VetihomcWdafc  ifaiawwlwwi: 
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Eadfieh  i»t 


y/^  1 — eu 


oder 


J(l-tt2^(l--«V)'l+ett"ü(l-e«)p'^*l  +  ««J  +t/  1_||2«^}- 

Bemeikeii  mag  mso  noch,  daas»  wie  man  darcli  Differentiation 
sich  leicbt  überzeugt, 

/ib^?  P  li±? 

ist«  «0  daae  man  alao  aoch  daa  letatere  Integral  in  den  obigen 
Anadmcic  von 


/i 


6ti  jl — ea 


eioföhren  kuDote. 

Weil  der  absolute  Werth  von  eu  kleiner  als  die  Eiaheit  Ist» 
ao  kann  man 

^u«  uDii  erhält  also  die  toigeade  Formel; 
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lOt 


WO  die  iD  dieser  Formel  ooeb  Vorkommeaden  Integrale  mitteUil 
der  Formel 

imd  der  Reductianüfurmel 

berechnet  werden  kSnnen,  wodoreb  man  erhält: 


4 -«-»Vi-««. 


U.  8*  W* 

Hieraus  ergiebt  eich  nach  gehöriger  Sabatitiition : 

1  —  eu 


f 


+  *   

«  2(«+t^+i€«+4*»+....)ivr=i? 

-|-itf%^l4-;f^-Mti«-Mii<>) 

+  


Digitized  by  Google 


also  Daek  einer  bekanoteo  Formel: 

l — eu 


f 


+  

•der,  w«M  wir  4er  KOra*  wegen 

+  

eetaen: 

Bezeichnen  wir  nun  dnrch  B,  Bi  die  lircitoii  der  Endpunkte 
der  das  Dreieck  S  tbeiiweise  begräozendeo  loxodromischea  iAaie, 
und  setzen  der  Kürze  wegen 


+ 


4^ 


so  ist 
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Olm  wm  M  dir  wvflertn  Entwickeloaf  ümm  Formel  a«f^ 
näaitM,  wnÜPB  «fr  jMt  ««gMcb  duMibe  voa  dual  kmadtmuA' 
9Am  LinieD  Mf  dem  Elii|^8oid  begttiiste  DMtock  ä^A^  helmili 
ten»  dceeeii  Fttcheninbilt  filr  Fall  der  Kegel  wir  in  der 
Aiibaiidläiig  TU.XVl.Nr.U.8.3i.  dofch  beieickiet  l»beii. 
Diim  istj  weon  wir  alle  in  Jener  AUiaadlung  gebraacbten  Zeiefaen 
wdb  jalftt  MbefaaileB,  aaf  gani  SbnBebe  WelM  wie  dort  entweder 

F  8    |A*ta»g«|  f  ^einF^)— 4^(8in£;,) } 
— i^tang6bi  OKidniB^— 0(ein£^)| 

— ^ö^taDge^i  ^^isioiTi)— (^eloZ^c)} 

=        tang  %  i  ^(din  1^1)^  4>(ain  \ 

oder 

Fs:   W^iuigeol^aiBBa)— ^elnJ^)} 

^  i^ttang     a»(sioBA)— ^(810^4^1 

I 

-      tang  ^1 1 0(8*10     —  <P(8in  { 

— —  i^ftang^ol  <I>(smj^)— a>(8iny?;t) j 
— |^tang#t  t  <D(8mirt)->^(eki  ^o)  t 

äo  (ioää  man  aUo  allgemeio 

;  F  =    ift«t8Dg  ®ol         A)—  ^I^Csin  Ä«)) 

!  -1-  l^taox    {^a>n  ^a)«—  ^(«o  ^a) ) 

I  +  i^tang  @al  (P(sin^o)— (I>(sin  Ä^) } 

setzen  kann,  wenn  man  nur,  was  von  jetzt  an  festgesetzt  wer- 
'  den  soll,  immer  bloss  den  absoluten  Werth  der  Grosse  auf  der 
•  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  dieser  Gleichung  und  in 
.    allen  im  Folgenden  aus  derselben  abgeleiteten  CMeichnngen  setst 

Was  nnn  zuerst  den  in  der  Fnnctleii  ^(^u)  Torkommeoden  Tbeii 
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betrifft,  so  ^eht  ans  demselben,  wenn  man  die  erforderlichen  Sub- 
stitutionen vornimmt,  dabei  aber  der  Kürze  wegen  «iki  coosteittM 
Fadofea  waltet»  der  folgende  Theii  ?on  F  herFor: 

8inÄij(l+slai?.)        (1 —e sin ^)  (1  +  «ain /y  ^ 

■    g.     (1    sin  Jgg) (1— »in gp)         (1+esin       ('  — esing,) 

•f  tug  ffi  t  l(i_gi„      (1  ^_si„Ä„)     «  (1— c  sin      (l  +  ««in  £ü 

.       A  .  1  (H-»tego)('-««"^)       (l  +  grin^o)  (1— , 

oder,  wie  iihui  leiebt  flndeti 

toag(45"  +  4g.)         (!+««,  g,)(l-g6in^,) 

+  itang  öl  ilto„g(46o^.  '*'(l-«MBifiy  (i+ÄsinÄ^ ' 

und  nach  Tbl.  ^VI.  .S.  26. :  verschwindet  also  dieser  Theil  von  f, 
Tvoratis  sich  ergiebt,  dass  es,  mit  Rficksicht  auf  die  Bestiiumuag 
von  F  verstattet  ist,' ' 


SU  setzen,  öetzt  man  liir  u  seinen  Werth  sinä»  so  briogl 
diese  Grosse  leicht  auf  die  fbJgeode  Form: 


1(1  —c^siuG)^)        1  —  esino 


4-  !;t'2sin5« 

•f  rVe^sinä^Cl^isiDQ^ 

+  t'4e<»sio  ci^(l  ^  1  sin  ä'^'  4-  i  sin  q«) 

-f  vgtJ'^      ü'^ (1  +  4  sin     +  3 tüin  Ö"*  +  4  sin  w^'j 

+  , 
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mittelst  welcher  Formel  maii  aiie  \n  dem  obig«ii  Amwkiioln  TMI 
F  TorkommendeD  Giuaw  iMrecboeii  kann. 

Beut  man  das  GIM 

vollständig  bei  und  vernachfässigt  in  allen  übrigen  Gliedern  sämmt- 
liche  Grössen,  welche  in  He/ug  auf  e  von  cl«r  viertoo  odtl 
höhereo  Ofdouug  sind,  so  erhlUt  nuuis 

Hd  aaeh  tei  Obigmi  kt  folglidi: 

taug  eo(8iD  ^iS^flUi 
tang  9t  (sin  J^* — stei^i^) 


oder 


+     i  -f  taage4Siii(4-|'ü^>slii(J^— 

+ fang  @28Ui(J^  4  Bi)  siü  (^0—^1) 
Fir  essO  ieft  as6,  «ad  veH 

5 1  =i  -^^^  +  +ie*4fe^  4  ....)= 1  +  h!*+4«*  -f  ia»+ . 
ii(;(..iBo  iat  pffanliar  3  der  Werlli  von 

Tiuaxxyn.  11 
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essO;  folgfkck  kl  itf  €^Q,  d.h.  fit  die  Umgßki 

WM  giM  wtSt  dem  in  dar  »ngefSikrtea  Ahhaadlnng  gefindM 
BMoltil«  übefciiMtiHBit 

Hodi  €Wü—  «I  tofftimirhHgiw,  welche  «    «iw  dte 
awtnigwidim  PMm  tnOiali««»  da»  etwa  wm  erat  «IMer  w 
der  eeehflteB  oad  jeder  hSheran  Otiuma^  m  vemeeliltadfeiH  ImI 

Dach  dem  Obigen  nicht  die  miodeste  Schwierigkeit,  uod  die  Ent- 
wickeluDsr  der  bcUeSLboden  Formela  k«iiiu  d^iber  dem  IjMI 

äberlasi»en  werden. 


i 


Einige  Sätze  über  sphärisclie  Dreiecke. 

Von 

Herrn  E.  Essen^ 
Mumr  der  llelheineilik  mad  Pl^jdk  »»  Gji— ■lien  n  Sleryerd. 


Vor  einiger  Zeit  habe  ich  mir  erlanbt,  dem  Herrn  Proleeeor 
G roner t  einen  Bewein  der  Gaussischen  Formeln  za  Qbereeo- 
den. .  Oer  Bewela  entstand »  als  ich  mich  mit  Betrachtongen  wmk 
allerdings  sehr  elementarer  Natnr  über  das  sphärische  Drefedr 
beschäftigte,  nnd  ich  habe  daraus  die  Ueberxeugunir  gewonnen, 
dass  die  sphärische  Trigonometrie  für  den  Lernenden  «esentlic!iL 
erleichtert  worden  würde,  wenn  sie  durch  mannigfache  Uebungec^ 
in  Constructiooen  auf  der  iüigeiüacliv  eingeleitet  würde*    in  ge 
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genwirtiger  Abtiandlang  werde  ich  dud  Tenuchen,  einen  IMmp 
Beitrag  zn  eioer  solchen  Vorschule  der  sphfirischea  Xr^oBeme* 
trie  zu  liefern,  wobei  ich  allerdiegs  vorausscbieken  mqM,  dase 
ich  fast  lauter  Alltägliches  und  Jftnget  Bekanntea  bringen  werde; 
ich  eitpe  mir  Bor  dae  Verdienet»  wenn  hier  ven  Veidleeel  die 
Rede      kann  »  eine«  Naebweisea  der  Notsllciikeit  dieeer  Site  tu. 

Wenn  sich  drcM  t^rosKte  Kreise  auf  der  KnfjelflHche  scfiTieiden, 
so  entsteheo  im  Ganzen  acht  Ureiecke;  diese  Dreiecke  verdienen 
in  ihrer  gegenseitigen  Beziehung  aufgefasst  und  benannt  zu  wei^ 
den.  Ich  mochte  dazu  die  BeneBflnngeD  Scheitetdreiecky  Neben- 
df^MTf  ^ifl^eedieieck  voceohlageii»  Gegeinireiecke  «vürdeo  dic|f» 
oig^  nein,  daren  Eok^n  pn^Mfaia^  xm  Mb#  (irei^ieieii  entfimt 
aiqd^,  l^ebeedrßi^oke  haban  elnf  fesM^lnaame  Mit,  ein  Vm^ 
iMber  Winkel  wikmnd  aiali  M  ^wdern  SaUqa  m  halben  KrtNi- 
liaieq  ergSqiep.  SobeMatdr^ iecke  Itaka«  fi«  Piiar  glel^lier  Wk|l(r|| 
4i»  Maiklfvlnkf I  «inandw  aind«  iwd  ab  Fear  gMefei»  |jth 
tea » wähceed  aicb  wiedenmi ,  igrit  Toibln ,  die  «ndarq  ^fim  «nd  Wi^^ 
kel  paarwelaeKU  swel  Rechten,  beaflgMcli  halben  Kreislinien,  ergSnaen. 

Den  Bogen  cinfs  fjrössfen  kreise?»,  welch^ir  den  eine^^ 
Kugelkreiee«  mit  dei  Peripher!«  desselben  vi^rbio^Ckt«  kiMm  IM^ 
fdgUfik  aiMi  epbkriaekan  Hadina  eemiM« 

Geben  airel  Kugeilrelae  durch  einen  Punkt  Ihrer  aphirleehen 
Ceatrale,  ao  werden  dieaelben,  eel  ea  ron  Innen  oder  Ten 
auaaee  lierehren.  Bianuie  fi)lgt.  daa^  ein  kleiner  Kvgelkreis  Ton 
einem  gn'issten  Kreise  berfihrt  wird,  wenn  letztei^r  aenkrecht 
durch  den  Endpunkt  eines  sphärischen  l^adius  geht;  denn  alsdann 
liegt  der  Pol  des  gröi^sten  Kreise^  auf  dem  sphärischen  Radius 
bezüglich  dessen  Verlängerung. 

Die  Attfgaben,  wm  und  ha  ein  aphäriacbes  Dreieck  einen  Kreis 
SB  beschreiben,  uerden  eben  so  gelGat,  wie  beim  genydllnigeD 
Dreieck.  Sind  fr,  c  die  Seiten  einen  aphirlachcn  Dreiecke  mid 
a,  Ül,  7  die  Iren  den  fterfibmnga|>ifnkteA  des  elngekcMnMmen 
Kreiaes  geblldeteil  Abechnitte,  eo  kat  man»  wenn  def  Akaclnilt 
«  an  der  Ecke  A  liegt: 

dianao 
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100        Bwn:  JS§tiHt$  Sähe  4b9r  iphärHeke  Dreiecke. 
und  daM 

«+p  +  y  =  ~^ — • 

Sind  a' ,  ß' ,  /  die  von  den  Kadien  des  urabeschnebenea  Kraim 
mit  den  Seiten  desselben  gebildeten  Winkel»  so  bat  man,  wenn 
o'  ao  der  Seile  a  liegt : 

—  %   '  ^* 

Oieae  Pormel  glebt>  wenn  der  Pöl  dee  Krefie»  amaeriialb 
Dreiecke  liegt,-  fttr  V  eben  negativeo  Werth«  Bemerkenawilk 
ist  der  Ömetnidt  daee  der  Pol  dee  einem  epMiiaebefi  Dr^eek 
elttbeechriebeiieii  Ereieee  zoeammenAlllt  mit  dem  Pol  desjenigen 
Kreises,  welcher  dem  Polardreieck  amsdirieben  ist;  denn  die 
Balbirunsslinien  der  Winkel  des  einen  Dreiecks  geben  seoicrecht 
durch  die  Mitten  der  Seiten  des  andern. 

Fällt  man  vom  Durclischnitt  der  drei  Linien,  welche  die  Win- 
kel eines  afMrischen  Dreiecks  balbiren,  ein  Loth  auf  eine  Seite 
dieaiftelbeot  so  ist  der  Winkel,  des  dieses  Lotb  mit  eiser  der  BiIf 
birangaliDien  bildet,  das  8tip|ilemettf  des  Ten  den  beiden  «ideni 
Halbinnigvllniaa  gebildeten  Winkels.  Diese  Eigenncbaftan  liaben 
dla  spbirisalMn  Dreiecke  mit  den  ebenen  gemein. 

Die  zuletzt  erwähnte  Eigeascbaft  giebt  eioen  sehr  letebtea 
Beweis  für  die  Formel 


r\—f-) 


sin  A  .sine 


eon.-aifui  bat,  wenn  in  Taf<V.  Fig.  1.  D  der  Durchsobnitt  der 
BaiUnmisMnien  der  Winkel  imd  BE  ein  Letb  anf.JBC  ist: 

slne:sin  JrDssbiiW^rsin^ » 

sin6 :  sin  €!>  SS  sfaiilOC:  sin  ^ . 
Uernns  folgt,  wegen  der  Gieiebungen 
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*  "         .  und. «ine 

Nan  aber  ist: 

tinBa.^  BDE  9  slD  B£  r=  «Iii  (^^^  ~} ' 

sio  CZ^ .  sio  CDE  =  sin  C£  ^  sin  ^"^^^^^^ « 


.  1 


mnm  sieb  aogtolcb  die  obige  Ferroel  erglebt 

Vertauecbt  man  Dreieck  ABC  mit  «einem  Nebendreiecl^  an 
AB,  se  kanoBt: 


Bleians  liMt  «icb  leicbt  die  belcannto  Fermei 

eo8  a  =s  GOß  ö,  CO»  c Bmö.amc.  cos  A 

aUeMea. 

Wettere  Formeln  ergeben  sieb  bebanntlicb»  weniiDi  mm  mini 


Pobrdreieck  fibei^bt.    Wie  diese  Eigenacbaftmi  mm  .Befve|«e 

der  Gaussischeo  Formeln  benutzt  werden  IcSnnen,  balie  leb  ecbon 

früher  gezeigt. 

Weiter  Ifiaat  eicb  dann  folgender  Satz  beweinen: 

Mebreie  Dreiecke  mit  gemeineamer  GnindUnie  haben  gi^kiie 
Winkdnomme,  wenn  ibre  Scbeiteldreiecke  ebiem  nnd  demaclben 

Kreise  etobeschrieben  sind.   (Taf.  V.  Fig.  2.) 

Es  sei  A'B'C  das  Scheitekireteck  des  Dreiecks  ABC,  D  der 
Pol  des  einbescbriebenen  Kreises;  alsdann  Ist 

y  nMißA  -  ^^B-C  _m^-(A^B-^C) 

8s  lange  also  der  Pkinkt  i>  nml  mit  Ibm  der  Winkel  DB^Af 
vetSndeilich  bleibt,  Ist  die  Whikelsumme  A-^B'^C  constant. 
De«  Winkel  DB^Af  Ist  übrigens  das  Oomplement  des  «pbliiadieBl 
ftmesses  Im  Dr^ecke  ABC, 

Hieraus  gebt  hervor,  dass  der  geometrische  Ort  der  Spitzen 
s&mmtlicher  Dreiecke ,  welche  gemeinsame  Grundlinie  und  gleichen 
Inhalt  haben»  ein  Kugelkreis  ist»  der  den  simmtürben  Scbeitel- 
dniecbfln  unsdbiieben  ist» 
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lÖ'i         MMsen:  Einige  Säise  über  spMrtscMe  DrHefke»  J 

Dies  ist  der  Satz  Ton  tjexeW,  über  i^n  Herr  Professor  Stei- 
ner, aus  einer  An iiKMkung  in  (  relle's  Uebersetzmig  von 
Legeudre  8  Elementen  ersehe,  geschrioben  bat.    L«ider  ist  es 
mir  bei  dem  Manc^el  an  literaiiecbeo  Uulfeimittelo  olcbt  Yetgitil 
geweeeo,  die  betreffende  Abbandhmg  eieieeebeo*«  { 

LJejjt  der  Pol  des  iiiiibt;i>chriebenen  Kreises  auf  eloer  Seite, 
so  ist  die  (Sufitme  iler  beiden  ariiie senden  Winkel   dem  drittea 
Winkel  gleich.   AUdatin  ist  auch  in  jedem  der  beideo  SrlieiteU 
dreiecke,  welebe  an  die  kleioereo  Wiolwl  eteeee»«  ein  Wud$«l 
gleich  der  Somme  der  beideo  «Ddera. 

E«  sei  (Taf.  V.  Fig.  3.)  in.  Ureieck  ABC 
Aiedeno  luit  mao: 

Salistituirt  mau  dieae  Warthe  io  die  obige  Gleicbuogt  ao  kommt 

Jetzt  ist  es  auch  leicht,  die  beiden  Sätze,  treicbe  in  Le<;eo* 
dre'a  Elemeateo  mit  einem  aiemlicheo  Aofwande  Ton  Schideaea 
beivieaM»  werden,  darantban»  nämlich: 

1)  Das  irrrisste  unter  allen  sphärischen  Dreictkon  mit  g&metii- 
aamer  Grundlinie  und  gleichem  Umfange  ist  das  gleichscheDklige. 

£a  aei  ABC  ein  gleicbachenkliges  Dreieck  (Taf.  V.  Fig.  4.), 
ABC  dn  nngleichaeltlges ,  beide  von  gleicbem  Umfani^^e.  Macht 
man  CF=BC  und  verbindet  C  mit  C  und  l\  so  ist  leicht  nach- 
zuweisen : 

C'F>  C'B, 

mithin 

Demnach  ßUlt  die  Hathirnngalinie  CE  dea  WinkeU  BCF  swiachen 
CC  and  €F.  Nnn  ateht  die  Halbinrngaliaie  CE  aenkrecht  aaf 
der  Halbirnngslinie  €€y  dea  Wiakela  A'CB\  welche  ein  aphi« 

rischer  Radius  des  um  A'B'C  beschriebenen  Kreiaes  i«t,  uad  iat 
also  eine  Tan«>eitle  desselben.  Also  liegt  C  ausserhalb  dieses 
Kreises  und  es  ist  daher 

ABC  ABC. 

'2)  l"n(t  I   allen  Dreiecken  mit  zwei  bestimm te?i  und  eitier  m> 

beatimmteo  K>eite  ist  dasjenige  daa  gruaate,  in  weWbem  -der  Win- 
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kel«  welcher  der  unbestimmten  Seite  g^enftber  lu^,  gieicb  ist 
4er  Ssmme  der  beiden  anderen  Winkel. 

Es  sei  in  deo  beiden  Dreiecken  ABC  and  ABC  (Taf.  V.  Fig.&) 
Selia  Aa  ^AC,  der  Winkel  CiliT  Ml  gleldi  der  SomiM 
der  WteM  ^#C«id  iiCSBL 

Im  Scbeiteldreiecke  Ä*B'C  Ist  .  .  .  * 

9k$b  ftHt  der  Pol  D  des  mnbescfariebenen Kreieea  in  &mMkm  AfC*, 
Verbindet  man  D  mit  C ,  äo  ist  leicht  oacbzuiveieeo«  daas  C*D^  CD. 

Ich  will  mit  der  Avfgabe  eeUlMMi»  «la  swei  gegebenen  Sei* 
ton  tdn  Dndeck  so  eefeatniirdt»  Id  wtidiani  der  rfugeachlDiaeiie 
WloM  gfeidi  fal  der  StnuM  dar  beMen  andern  WUkel.  Bei 
Betracbtoi^  tob  Tat  V.  1%.  3.  atkannt  naii  aagialeh,  daM  di 
bloaa  auf  Ceoatraeflea  daa  Sdielteldreiecka  A^RC  änkomml^ 

aa  laicht  lat,  dasa  kh  ndah  aicht  mU«  dahai  anOialle. 


XXI. 

Ueber  eine  Eigenschaft  des  Kreises. 

Van 

Herrn  JPrans  Unf erdinger, 

liifcsaiyarilahamuga«' Calcalator  der  Iclr»  f»  Aafeada  AMfeatalrfie 

ra  Tvlest» 


Es  sind  zwei  sieb  Im  Puncte  C  (Taf.  V.  Fig.  5.)  durcbschnei- 
daade  Gerade  tT,  f  T'  und  ein  Kreis  gege1)en,  welcher  dieselben 
In  dem  gegebenen  Abstände  CD=CJR=zh  beröhrt.  Setzen  wir 
den  Radius  DO  des  Kreises  =r  und  den  Abatand  CO  aaiaaa 
mnelpwiklaa  vaa  Csc»  aa  lat  nelhiraiidig: 
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Mt       Vnferäinger:  üsäer  eüte  EigMiCkuft  des^  MteittM. 


80  dass  r  und  c,  so  wie  A  und  cp  als  bekannte  ^gebene  Grossen 
betrachtet  werden  können.  Zieht  man  nun  in  einem  beliebigen 
Punkte  M  des  Kreises  eine  Tangente  Tr,  so  entsteht  ein  Drei- 
eck ABCy  und  unsere  Aufgabe  soll  darin  bestehen,  auf  analyti- 
Kchem  Wege  die  Beziehungen  aansuinitlelii,  welch«  atriachen  den 
drei  Seiten  BCzsu,  AC^ß,  Aßssf,  vokd  der  Lage  des  Fwk^ 
ttB  M  statthaben. 

iNehmeii  wir  C  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  die  COx 
als  positive  Haibaxe  der  a  und  Cy  X  Cx  als  positive  HftibaK^e  der 
sq  ist  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises: 

■ 

4 

(3)  y*=r*— (c— :p)*,  also  ^  =  — ^ 

and 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  x^yi  gehenden  Tangente, 
unter  ^  die  Coordlnaten  des  BeHIhrangspunktes  M  vetiAUw 
den.  Man  hat  nun  als  Gleichungen  der  Geraden : 

W  tT  

©   y«-fM:, 

 fk=^*(«-«i) 

Aus  (4)  und  (6)  findet  man  die  Coordinaten  J^r»  des  Durch« 
Schnittspunktes  A,  ans  (6)  und  (i)  jene  ^^r»  des  Punktes  B 
und  ans  diesen  alsdann  mit  HUfe  der.  Gletchnngen: 

die  Seiten  a,  ß,  y  des  Dreieckes  /ii?C  als  Functionen  von  ^, 
und  yg.  In  der  Tbat  ist: 


■t   *  >  • 


I  '  I 


■  u' 


Erseht  man  hierüi  |»  ao4  A  Amil  mIm  iMgOi  WmIIm  md  n- 

Seilt  mu  iiir  leichtoMO  üebersidit: 

80  wird 

M  M 

niüiln,  ditiXt»  jfi  ein  Pimit  des  KreUes,  ali$o  nacb,X4^ 

(8)  yi»  +  (c-r^i)"'=''' 


Yo  die  Vorzeichen  immer  so  gewählt  werden  oiü^üen,  il&ss  die 
Distanzen  «,      y  positiv  werden.        .     *      '  • 

Um  aber  diese  Wahl  zu  treffen,  ist  nolhwendig,  die  Zeichen 
der  dorch  N,  P  repirfieenUrten  Functionen  von  Xi » zu  ken- 
nen» wenn  man  x^,  Tob  'eeiiieiil  kleinsten  Wertbe  e-— r  allrnftbUg 
bte  m  seinem  grOeeten  e-^-r  waebsen  Itset  In  dieaem  Intemül 
«lad  fOx  msefe  Zwecke  beeonden  jene  Weilfae  ton'j^j  ¥iind'>dle 
eoneependirendeo  von  |f^)  von  Wiebtigk^t,  flir  welche  Jlf » N  oder 
P  yeteehwindet,  well  diese  zuglel^  diejenigen  sind,  filr  welehe 
die  Pnnetioii  ilf ,  2V  oder  P  ibr  Zeichen  wechselt  -  * 
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4/m/erdimggr:  üe^  emt  fHgymuki^  äu 
Setzl  1MB  M==^^,  iVc^il,  esi^,  am  ioM  mii  Mdi4 

...  f* 
negatiT  ist,  und  f&t  jeg^c-k--^»  wens  5^  positiv  ist. 


iTÄ-Ar.  ^(ITl)^.    +a±l)~.    +*^,     J  - 


wo  sich  «UeDthalbeo  die  miterai  and  obereii  Eoicben  auf  einander 

beziebea« 

Weon  man  diesea  Scbema  mK  ebiger  Aofmerksamkeit  be- 
tnthttt,  so  gelangt  man  leicht  an  naelMtehenden  Folgenmgens 

1)   \üü  ^i  =  c-^ir  ijiö  j^i^e — ^  ist  M  uutl      stets  negati? 

nnd  P  ateta  posUiT»  jf^  mag  poaiti?  oder  negatiT  nein.  Fflr  «tnen 
Pnnkt  des  Bogena  DE  haben  also  die  GrOasen 

heaiehongaweiae  die  Vetaeichen: 
nnd  ea  iat 
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9mf€tä^n9$r:  M«r  «Am  HnwiriiA  än  IMüt*  HU 

(9)  «==^c.^.   ^Ä  +  c.jJ,  y=+2Ar^3fp^ 

2)  In  dem  iDtervall  vöto  j^i^ee*— -7  bis  i(,sssc-|-—  adl  ftr 

positive  ist  M,  N  und  pofittv  md  die  GIMv  der  BMt  &i 
liabeD  die  Voneiehen: 

+      +      +  + 

r« 

^ua  ist  aber  —=^0F,  macht  man  daher  OF'  =.  OF  und  zieht 
c 

dorcb  /  '  D'E'WDE,  so  ist  e— ^^  =  CF,  c  +  ^CF, liegt alao 
der  Peakt  M  in  dem  Bogen  DiT^  eo  bt: 

(10)  •    tts=+c»p,   ^=tc.^,   7=  +  2Ar2.2jj,- 

r*  r* 

3)  In  demniben  Intemtt  von  «^«tc  ble  d^^ati— >  aber 

für  negative  t/i,  ist  M  stets  positiv,  iV  und  P  stets  negativ.  Be- 
zeicboet  also  aci^  yx  einen  Puokt  dee  Bogeoe  £*E' ,  ao  baheo  die 
Glieder  der  Reibe  (8)  die  Zekben: 

Qod  es  ist  daher: 

(11)  a^^t.p,  ysis+aÄr^.-jp- 

4)  In  dem  lotervaü  tod  a:i=c-f  :r  bis  jr.  ^c4-r  ist  M 
•  e 

eed  iV  beetiodig  poeltW  and  P  beetindig  negativ ,      mag  poeitiv 

«der  negativ  edn.   EnCepiiebt  elee  Xi ,  jyi  einem  tankt  dee  So- 

gene  I/F?,  eo  haben  die  Glieder  der  Reihe  (8)  bealehuagsweiee 

die  VenMcben) 

-l-     -     -     +  - 

vod  ee  let: 

(19)      u^-^c.p,  /»ss-l-c.jy,  9lAr«.2yp* 

^eMi  man  flbr  JV|  «nd  Pdle  Weitbe  aus  (7)  setzt,  eo  findet 
iban  den  Auadnick: 
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1£8      Vnferdinger;  l/eier  eine  EigetucAaft  Ott  Xreiu*. 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  (8)  aber  findet  man ,  durch  Eiimiuation 
von  ^1  und  mit  Berücksicbtigang  von  (1) : 

nlthio  ist 

M       M  M_^. 


alao  Ton  nnabbüngig. 

Sobstitulrt  man  in  dem  ersten  TheUe  dieser  Gleichimgder  Reibe 
nach  die  den  dr^  filiedem  desselben  entsprechenden  IM^erthe  aus 
(9)«  (10)»  (11)*  (12),  se  erhilt  man 

.  ' Ahr  den  Bogen />£    .  .  •  «-f/}4-ys=2ft^ 
„    „      „    Diy    ...  ^a  +  ß+y^U, 


Ist  also  M  (Taf.  V.  Fii:.  6 )  ein  beliebiger  Punkt  des  Bogen« 
DE,  so  wie  Mi  ein  beliebiger  Punkt  des  Bosens  DD* ,  ein 
beliebiger  Punkt  des  Bogens  EE' ,  endlich  ein  beliebiger  Punkt 
des  Bogeos  D'E' ,  und  zieht  man  in  diesen  Punkten  Tangenten 
an  den  Kreis,  welche  gehörig  verlängert  die  gegebenen  Geraden 
tT  und  t'T  in  den  Punkten  Ai,  A^,  A^  und  Bi,  B^  B$ 
durchsehneiden,  se  ist  in  dem 

^ABC    .  BC  -l-AC  ^AB  =%CD, 

^AiBxC  •  .  .  ^BiC-^AiC-k^AiB^^%,CD^ 
^A^B^C  .  .   .  B^C—A^C^A^B^=2,.CD, 


Das  yerhergehende  zeigte  den  Weg  der  firlindung«  Wenn 
man  einmal  ven  diesen  Eigenschaften  des  Kreisen  Kenntniss  hafc 


Vnf€r4in§er:  üeher  eine  SfffemeäMfl  des  äirei$e$*  IQB 


M  AlltM  Bicht  «eliwcr»  dletellMii  iiyotli«tbeh  bo  bewebeo.  Liegt 
I.  R  der  Ponkt  M  Id  dem  Bogen  DE,  so  siehe  nso  noch  den 
Rate  OE,  so  Ut  ^CDO^^CEO,  mithio  CD^CE,  folg- 
Selitstaiieb  ÄBhsAD,  BM=:BE,  also  AM-^BM^AB-AmBE. 

folglich  BC-\^AC^  Aß  =  BC-^AC-{-AD'l-BE  =  {BC^BE) 
\{AC-\-AD)z^CE-\-CD~'l.CD.  Ist  ilfi  ein  Punkt  des  Bo- 
gens  so  ist  nach  dem  früher  Bewiesenen  auch  AiMy  =AiD, 

B.M^-ß^E,  hho  ByM^—A^Mi^A^B^=^B^E^AiD,  mithin 
A,B^^^  A^C—B^C=  B^E—A^D^  A^ C^-B^C^  (B^E —ßiQ 
i(i,C~il|/>)=2.Ci^.  AehoUcb  isl  der  ße«eisg«PS  den 
Mdeo  «nderea  FSlIeD. 

Diese  Eigenschaft  des  Kreises  gestattet  auch  eine  sehr  ein- 
fache constructive  Auflösung  der  Aufgabe:  Durch  eioeo  gege* 
Pankt  T  (Taf.  V.  Fig.  5.)  eine  Gerade  Tr  so  zo  xiebeo,  dass 
iis  von  einem  der  GMese  Lage  mdk  gegebenen  Winkel 
Kr  abgesefanitleAe  Dreieek  ABC  ehM  gefebenee  Umlaiig 
Mao  theile  den  gegebenen  Winkel  TCT  doreb  die  Cr  in 
i»tt  gisicbe  Tbeile,  maebe  CD  gleicb  der  Hllfte  des  gegebenen 
ünfaoges,  errichte  in  D  anf  CD  ein  Perpendikel  DO  bis  zum 
Durchschnitt  O  mit  der  C\£  und  beschreibe  von  O  aus,  als  Cen- 
trum, mit  dem  Halbmesser  OD  den  Kreisbogen  DE.  Zieht  man 
nun  dnrcb  den  gegebenen  Punkt  T  eine  Tanirente  Tt  an  diesen 
Bogen,  so  wird  das  durch  dieselbe  abgeschoitteoe  Dreieck  ABC 
^  gegebenen  Umfang  haben. 


m        M0n$:  Hmm  Alp  ^  OmnMmm  ^  91mm 


Baweit  flir  die  DanteUnng  des  Simn  md  Coilniit 

als  Producta  unendlich  vieler  Factoren. 

Bot»  Dodor  JR.  Moppe, 

PrtT«ttf«cfiBl«ii  u  ict  UahrcrutiU  z«  Berlin. 


|ler  btlcmot«  SmiB  too  J«k  Beraoallit  welker  den  S$iDiift 
und  CoilnQfl  aU  Prodode  miMidlldwr  Reihea  damtellf ,  lummt  In 
methodticliw  Beilelraiig  In  der  Lekre  rom  deQ  Rcibeo  eiQe  hOcbt 
l)^(tButi»mt  9t«n«  «int  hworein  «ds  iha  mit  grosser  LeiebtigkeU 
die  Eiitvrick«lun|CM  d«r  Tangeata  «ad  jftapclier  Fanctiopea'  nadi 
Potenzen  des  Boften«,  sowie  die  BsnptstStse  toh  den  Beraoulli- 
M^hen  Zuhlen  fliegen,  die  sich  auf  anderem  Wege  zum  grassten 
Tht^ile  nur  zitMulich  iiinständlich  ableiioti  lassen.  Das»  man  gleich- 
uolil  lüü  geiiaiiiiteii  Stücke  ninht  geniä^i8  ihrer  aui^enfalligen  Ver- 
waiuitschaft  in  einen  geschlossenen  Absciu/itt  ziisammenznfasseii 
unW  den  anl'anjis  ermahnten  Satz  an  die  Spitze  zu  stellen  pfl^t, 
vif'lmehr  die  Theiie  dc\'s>c!ben  »»fferp  gesondert,  wo  und  so  gut 
man  eben  kann,  abieitef,  scheint  mir  dann  seinen  Grund  zu 
haben,  dass  man  in  den  Beweisen  Jür  diesen  Satz  entweder  die 
Strenge  oder  die  Leichtfasslicbkeit  vermisst,  welche  man  bei  ihm 
als  Grundlage  so  vieler  wichtiger  Sätze  fordeni  Musste.  la  der 
folgeoden  Abieitnng  habe  kh  beldeo  Forderongen  zugleich,  sa 
nOgen  gesucht,  und  hoffe,  wofern  die  angedeutete  Anordnung  des 
Stoffes  Eingang  finden  seilte,  dadaicb  aar  Vttaiafichaag  der  M^- 
tbede  eiaiges  heigetrsgca  ta  habea« 

Eotiriekelt  au»  die  GrUaee 

cos  29UP  -f  t  sin  2a37  =  ces  ^j;  (1  ttff«)*" 

DMli  dem  Uaeniedraa  liebmiie»  ae  eigribeM  aidh  dfe  aiMMdluMB 
tfwiann^aBs 
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C08^=C08*";r  -?  (— l)*(2»)fAtg**a:» 

sin  2nsc = cos        2        1)^  ifin)%^^\  tg  ^H^x 


Seilt  man  ^  flEr  :r,  so  •isieht  mb,  dam  dl«  CStÜMcn 


•27  ^  «HP 

ganze  Functionen  von  tg*^  sind,  erstere  vom  nten,  letztere  ?ora 
(tt-^])«teii  Gtade.  Emtm  Tersehwiodet  fDr  die  fi  Werib« 

a;=s  (fi— 4)^^;  |a=5  1»  2,  . . ..  it, 
ietitm  fifr  die  it— I  Wertbe 

a;=^;,  f&^l,  2,  ....II— 1, 
md  zwar  sind  die  eotspredieudea  Werthe; 

siBiratlich  von  einander  vfraeliiedeii.  Fär  ;rsO  geheo  lieideGrQ«* 
aei  in  1  fllier;  foigUcii  ist  nach  einem  belonnten  Satie  Ober  die 
g^nsNi  Fanctionen: 


tlii 


f  t  r 


•Ii  <•  •• 


 Ü52  ='^-'(i_^. 

Diese  Gleichungen  gelten  ohne  Unterschied,  mag  x  reell  oder 
imagiuär  sein,  weil  sie  nur  rationale  und  goniometrische ,  also  nur 
von  Natur  einwerthige  Functionei)  enthalten.  Aqcb^  ^11  im  Mftcb^ 
ieigenden  in  dieser  Beaiehiing  keiM  Bitmehrfiokanggemaclit  «rerden. 

Ffir  n=:OD  geben  die  CXrIlaeen  snr  Linicen  fiber  in 

•  i-  *•  5       cosxp    52:£-  *     »vi«-   -  •  -i 
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'  Bmeii  für  tiie  Dar$ieiium§  äe$  ßinmt  -  > 

die  aiigemetiiea  Factocei»  def  beiden  ProdacU»  lar  Mechten  lo 


•Setzt  map  der.  Kurze  wegei}; 


SO  wird 


2ii 


wo  für  7iz=Qe  die  Grüssen  B^xy  BJ  vibergehen  in  Amt  Am»  Die 
noch  übrig  bleibenden  Factoren  der  rechten  6eiten: 


4» 


2» 

müssen  daher  gieicb£iills  Grenswerthe  haben,  diese  seien  Cm  and 
Cm*.  Dann  ist 
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unä  COMiaHM  ai$  Fr9äu€ie  unfnätt€k  pieier  faciortn.  XJZ 
tWX^AmCmt    —  —  Am'Crn'*  (1) 


bt  min  6f«taM  m  r«eU,  so  setze 


man 


2|||  j 

«»>(rit  i-l)Ä>  — j — »>  V«*» 
daoo  trird  iunerbaib  der  Cxrenrea  der  leUtee  ewei  Producte: 

Da  nun  die  Function         ununterbrochen  wäcbst>  weno  9  von 

9 

0  bis  ^  wächst,  wie  man  aus  ihrem  stets  poeittven  Differeotial'- 
fMieateo  eiehl,  eo  iet 


X 


daher 


Seist  nas  ftr  |i  die  gaDsen  Zahlen  Toa  si4l  bia  n«— 1  and 
nsitiplieirl  die  Un^Wchnnges,  so  kommt: 


Gerade  ebenso  findet  man: 

Ule  Frodaete  Amt  Am!  ^»in  i\  convergeat  vad  imhe»  fti  eis  od  . 
Grenavrerifce  Ab  Att  weil  die  BeMmasaamea»  devM  aUgwariae 
Glieder 
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174  Moppe:  Beumis  für  die  i/wsleUust0  äe*  Simu 

I 

siod,  convergireo.  Lässt  mini  demnach  it  in'«  Unendliche  irach-  i 
MD,  «o  werden  die  Bwel  Ungleiclinagea : 

» 

F(lrms=ODwirdiiMssil»il»'s=ir,  folglieliCUs==l»  €U/=:L 
nleo  nach  den  Gleichungen  (1): 

S!Jif.=^=T(i_CiY). 

i&i  zweitens  x  imaginär  toh  der  Form  iy«  so  ist,  da  aiigemein 

e^-g-»  ^|^*gy 

int,  ohne  EineehrSnkung  in  Bezug  anf  das  VerhSitniss  opifin,  die 
Ungleichung  (2)  erfüllt.  Aus  ihr  geht  die  folgende  durch  Muitipli- 
cation  mit  der^  im  gegenwärtigen  Falle  negativen,  Grösse 


hervor,  wodurch  die  Zeichen  <  In  >  ubergehen.  Man  findet 
demnach,  dass  Cm  und  Cm'  zwischen  denselben  Grenzen  enthal- 
ten sind,  wie  im  ersten  Fall.  Die  resuitirenden  Formeln  geitea 
daher  auch,  weno  ia  reell  ist 

Der  Fall  9  wo  x  eine  ImaginSre  Glesse  In  allgemeinster  Form 

ist,  mag  hier  übergangen  werden  als  von  keiner  Anwendung  auf 

das  Folsrende.  Es  ist  nur  noch  zu  zeigen,  wie  ans  ilrn  eben 
bewi<'se:M'ri  < i leii  fiungen  die  Theorie  der  Bernottlii  sehen  ^ah« 
len  auf  die  eiotacbste  Weise  herForgeht 

Es  «ei  X  eine  reelle  oder  mit  dem  Factor  i  behaftete  Grösse. 
Nimmt  man  die  Lo«i:arUhmen  von  beiden  ^ieiten  beider  lyieiehni^ 
gjtü,  so  ergiebt  sich: 


Digitized  by  Google 


log  Cosa;  =   ^  1ok(1 


Ko  die  beigefu&rten  Gfiltigkeits^rrenzeD  durch  die  Greoseo  der 
Stetigkeit  der  Functionen  sur  Linken  Torgescbriebeo  elod«  auf 
welcher  allein  die  Reehtmiesigk^it  der  Einflihrung  beruht  ED^ 
«rickdt  »an  die  Logarithmen  anr  Reefaleo  nach  Potensen  Ten 
so  kommt: 


/W=aD   ilr=JD  J 

logcoßa:  =  --  2 


Da  die  Convergenz  dieser  Reihen  in  keiner  Weiiie  durch  die 
Vorzeichen  der  Glieder  bedingt  ist,  so  kann  man  die  Folge  der 
^mmatiooen  vertauschen»  und  erhlMt: 

logcoe^  =  -^^(^^  ^ 

I  Iogain;r=:--       y  (    )     ^  iir^- 

'^tit  man 

•0  ergibt  i^eh  durch  Multiplicatiou  mit  2"^^: 

|!»=«  n^k  k 

ond  durch  Subtraction  beider  Gleichungen : . 

flwniit  sind  zunSchtft  die  ftefhenentmckelungen  der  Fnoctionea 
logcoix«  log  ein  xr*  log(e*±e-^ 

«fdicetlben  Graseen  B  «urffckge fuhrt.  Durch  Differeuziation 
'  c'geben  Bidi  daraa»  die  4i6r  JFtiiictiooea  ' 

I 
I 


mul  dnrcii  iSiuiircictioii  uuil  Auuiiiuit  üut  von 


Besfimmai^  dar  iKmühib      M  iiiiniiiiiii  mtm  Iii- 


:1 


+  •  ~(2i-f  I)!" 
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und  C'ffsimMs  fUt  tfoüuae  unenäiick  pieier  facmtm,  177 

Ebenso  einfach  ergibt  sich  der  Ausdruck  der  Summe  der  gaozen 
M  PoteBMD  der  ttatfiiikbea  Zableoreihe.  Oer  Kurze  wegen  sei 


dun  tot: 


Sctrt  MB  Air  i^,  il»  H  ilire  RelheMindHtek«»  so  koMt: 


ond,  wenn  man  im  letzten  Tbeile  m—Üh-^-i  für  m  setzt  uod  die 
Snmmatioosfoige  umkehrt. 


K-o  mF  ifo  «i)  (m  +  1)!  ""^  mfl  All 

4  -7         ^  (—1)*+* 


Die  Vere^leichuncf  der  Coelticieiiteii  voo  ur*»  ergibt  für  m=0 
n^n,  für  jeiie^  andere  m: 

,  m 


DiMcr  tollte  Sats  tot  es  nameDtiich,  dcMm  Herloitang«  wto 
•le  gewUlmllfili  geschieht,  nSmlich  von  der  Theorie  der  aritiiM* 
teile«  Reihen  lUSberer  Ordnang  eiis,  einen  gromen  Anfwsud  von 
Operationen  erfordert,  no  welchem  demnach  der  Gewhin  an  Ehi* 
fiicbbeit  in  der  hier  von  ihm  eingenommenen  Stelloog  am  Deut- 
lichsten in  die  Augen  föllt.  Der  Einwand:  man  dörfe  die  Behand- 
lui  lg  der  speciellen  arithmetischen  Reihu  1»*»,  2*,  3'", —  nicht  von 
der  allgemeinen  Theorie  der  letztern  trennen^  ist  ungegrfindet  in 
mehr  als  einer  Beziehung.  Denn  erstens  bedarf  die  Anaiysis 
lieiner  solchen  Theorie,  da  deren  Resultate  einfacher  aus  andern 
Theoreruen  fliessen;  und  zweitens  ist  die  ohige  8ummationsforroel 
kein  unmittelbares  Ergebniss  derselben,  sondern  eine  weUer- 
gehewto  Spe^iilattoa  mit  Znaiehnng  ftemder  £ieiaeote,      die  L(r 
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12$       Mruu^rt:  Geöer  die  ä$9timmim$  eUm  ämrcli  fünf 

•OBg-  einer  Aufgabe,  die  rwar  als  epecielle  in  der  jener  Tlieo- 
lisentbalteB  \ak,  deren  epeeialieirende  BetLipfuageB  jtdeeii 
iMMrhalb  deneelbea  Mneo  ikwsdroek  findea* 


Ueher  di«  BeBÜmaiuiig  daes  dorch  fünf  gegebene 
Punkte  gehenden  KegeledinittB  dordi  Redinitnig. 

Von 

dein  Heraa«geber. 


6-  *•  ^\ 

Die  gew5bnlicbe  analytieche  Aaflösnng  der  Aufgabe:  dweb 
fttnf  gegebene  Pankto  einen  KegelMsbnItt  so  Iflgeo»  ist  mw  im 
AUgemelneii  ianeefst  elnfbch«  weil  sfe  oar  die  AnfHInnig  Ten 
fibif  Gieiehnngen  des  ereten  &adee  erferderf ,  und  in  der  Ablinn^ 

KiDg  TM.  IX.  Nr.  XXVIIL  S.  m  habe  ich  roirstSnclig  entwielcelte 
Permeln  zur  independenteu  Bestimmung  der  CoefBcienten  der  Glei- 
chung des  gesuchten  Kegelschnitts  gegeben;  wenn  es  eielr  al>er 
am  die  wiricliche  mimerische  Berechnung  der  den  gesuebten  Ket^l- 
schnitt  seiner  Lage  und  Grösse  nach  bestimmenden  Elemente: 
der  Lage  und  GrSsee  der  Azen,  der  Lage  des  Mittelpunkts,  der 
WmotMMlikt  des  Parameters«  ii.s.ir.  handeil,  es  ist  derGebrmei 
der  In  Rsdn  steienden  fVimslB  hn  hOehsCnv  flrade  liitfiefci»btlisfc 
«nd  man  mss  dann  noihwendtg  noeh  neeb*  ^  ¥&itkM  m 
JMlfb^  nebmen,  welebe  bei  der  sogenannten  INsca8S?e^''der^nHgill> 
mettien  Gfefebung  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderli- 
chen Grossen  entwici^eit  zu  werden  pflegen,  was  a' 
Uttstindsn  im  bMisten  Gtade  onbeqoem  ist  «nd  ^ 
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pnikHsolMii  E^gtzi!^  bat.  Ich  will  daher  iA  dfrMer  AbbMilluiig 
Fonnelo  entwiekeln,  dyptb  welche  41m  4mi  gmchttn  KegelMliaili 
bettiniiieiiden  EleoMill»  tmoiittelhar  ans  den  C>>orc]in&ten  der  ^* 
gaheaM  Punkte  mit  aller  der  Leichtigkeit  und  Bequemticbkeit 
bwecfanet  werden  kOaneo»  welche  dieaer  Gegenetand  flberbanpl 
n  gaatatten  acheint,  aad  halte  die  Mlttbeihittg  dieser  Fbnnalii  all 
Aesem  Orte  Air  fareehtfeitigt,  well  die  BeatlmMog  eiaea  dnreh 
niaf  gegebene  Punkte  gehenden  Kegelachnitta  anf  dem  Wege  der 
ftechflong  flir  viele  Anwendungen,  c.  B.1n  der  Aatronoaihia  halder 
Beatfanmung  der  Bahnen  der  Doppelateme,  wenn  man  aneh  M 
diesem  Gegenstände  jetat  gewGhnKcfa  fitw  Tier  Beobaehtungeo  an 
Grunde  lagt,  iiidern  man  daun  noch  die  Zeiten  der  Beobacbtangen 
zu  üülfe  nimmt,  van  Wichtigkeit  i^t  oder  wenigstens  sein  kann. 

§.  2. 

I  Die  füüt  gegebenen  Punkte  wollen  wir  durch 

•^e»  '^t*  4»  ^t»  ^4 

t 

bezeicfiDei) .  nrtd  nehiTien  an,  dass  nicht  drei  dieser  Punkte  iti  ge- 
rader Linie  liegen,  weil  bekanntlich  ein  Kegelichnit!  von  eiuer 
geraden  Linie  in  nicht  mehr  als  in  zwei  Punkten  geschnitten  wer- 
den kann.  Die  gegebenen  polaren  Coordinaten  dieser  fünf  Punkte 
ia  Beang  anf  ein  beliebiges  Syatem  aollea  reapective  durch 

Ao»  Ro;   Aj,R|;   A^,  li^;   A3,  R»;   A«^  K4 

baaalchnet  werden;  wXren  die  rechtwinkligen  Ceerdlnaten 

«orfa;  ^»Hi  ^»ite;  ^eair« 

I    der  Punkte 

I  ilo*    ^1»  ^9»  ^ 

gegeben,  ao  wQrden  alch  ana  denaelhen  die  polaren  Ceerdlnaten 
fahner  Muht  mIttalBt  der  Formeln 

a?i=RiC08A|>  ^i=R|SiaA|; 

«HttoR^oeeAg,  ^sfigainAf;- 

I  ar4ü9R«cosA4,  ^4=sR4sinA4 

haiMtaeii  lMM»t>  wii-Mttiriaaf  waitnMlflta^^ 
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[gO     -   Cruaeri:  üiäer  <U€  B€$Ummuug  eim»  Uureh  fimf 

Durch  den  Punkt  .1,,  als  Pol  oder  Anfansr  denkeri  wtr  iin:s  iniii 
sin  neues,  dem  primitiven  Systeiue  paralleles  Systeni  gelegl«  ml 
l»eieicliii«n  die  polaren  Coerdlnalen  der  Paokte 

Alf  A^,»  A^9  A^ 

in  Benig  auf  dieses  neue  System  respeetiye  daieh 

Da  die  prlnilllireii  rechtirinkligeii  Coerdlnalen  des  nenwi  Pob  edbr 
Anfangs  A^  .  . 

Hq  CO8  Aq,       »in  Af^ 
und  die  prlmltlfen  reehtvriDkligen  Ceordinaten  der  Punkte 

'  A^9  A^ 

respectire 

RieosAi,  RislnAt; 
K^GOsAs,  RusioA«; 
RsCOsAb,  RgsinAs; 
R4CosA4>  R^sinA«; 

die  «iecuadärea  rechtwiakligeo  Coordinateu  derselben  Punkte  aber 

f|C08fY|,  ^|8iDO|; 

Pscosa^,    ^3  sin  «3; 
^4  cos       ^4  sin  4x4 

sind;  so  h.at  man  narfi  Hfr  Lebre  von  der  Verwandlung  der 
Coordinateu  die  lolgendeo  ailgemeio  gültigen  Gleichungen: 

Ri  cos  Ai  —  Ro cos  Ao  +    cos    ,  R^  sin  Aj  =  Rosin  A^  +    sin  ; 

RiOOsAsssRoCosAo-l-ftCOsai,  RtsinA^t^RoslnAo  *f  Ps^inos; 

Rgeos  As  =:Ro eo8  Aq  +p« cos    »  Ri sin  Ag  =:Ro«in     -f  ^»sin  c^; 

R4  cos  A4 = Ro  cos  Ao + ^4  cos  04 ,  R4 si n  A4 = R^  sin  A«  +  ^4  sin  ; 

also  : 

^1  cos    =  R^  cos  Ai  —  R<»cos  A© ,  ^  sin«|  =Ri  sin  Äi  —  Rq  sin  A^ ; 

^cos c%=RiCOsAt— Becos Aof  fasmc^szRssin A« — Rosin Ao; 

fieoso^ssKtCo^Af— RoCosAo,  ^sino^ssR^sinAg— R^slnAo; 

|^4COSo;4=R4CosA4 — R^cosAey  ^48iu«4=:R4sioA4  — RuStoA«; 
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mittebt  welcher  Gieicbunge»,  fiM  «btr  ««Mtm  iMbitHrwf  M«r 
Mhl  hodbrf »  dl«  CMnUMteB 

Mi  GoordlMten 

leicht  berechnet  werden  kunnen,  so  dass  wir  also  berechtigt  «iiid, 
die  gaoM  Attflösung  unserer  Aufgabe  auf  die  Coordinat— 

«A»        «ftt  9ii  «4»  ei 

aU  gegebene  Stieira  aa  grflndeD« 

Die  rechtwinkligeo  Coordioaten  der  Punkte  A^,  A^,  A^,  A^ 
iti  den)  Systeme,  dessen  Pol  oder  Anfang  der  Punkt  Aq  ist,  n ol- 
len wir  respective  durch 

1^1»  9l9    f%»  lb>    ^8«  PU*    ^4*  ^4 

btieicbiieo»  ao  daaa  also 

i  {•  3* 

Zuerst  trollea  wir  ftnMbneiiy  da««  durch  die  Ünf  gegebeoan 

Punkte 

4et  Alf   A^,  A^,  A^, 

! 

Yen  denett  beioMitUeli  nlebt  drei  in  «i«ef  geraden  Linie  liegen, 
dne  EiUpae  oder  Hyperbel  beeehrleben  werden  aolle,  und  wollen 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  fünf  gegebenen  Pnnkte  In  Be- 
zug auf  daa  System  der  beiden  Axen  dieser  gesuchten  Ellipse 
oder  Hyperbel  respecttve  durch  , 

I 

•^0*  ^o>    -^1»  ^»    -^a»  -^a»    -^8»  ^8>    -^4»  ^4 

beielehoett»  Indeai  wit  nmebniea*  dnae  ftr  die  Hyperbel  die  An 
I     der  enIeD  Coordinaten  oder  der  eogenannten  Abedeaen  die  H«lp^ 
ne  eeln  «oH»  In  welcher  dl«  beiden  SebelCal  der  Corre  HegePf 


Digitized  by  Google 


18i       WrmnM:  Mtr  äk 

Die  Aamakme  des  piiüiif  TMto  Jcr  4er  Jf  M  W 
Coma  wülMMck;  ««•  aber  4cb  umMil«  TM  As 

kea»  dus  mb  «ieh»  m  im  den      iflit»  IWile  der  4 

X  an  durch  den  rediteii  Winkel  (XK)  kimdiirch  zu  dem  p 
T heile  dei  Axe  der  }  zu  seiÄrii^en.  lanz  r.acb  derselbe 
tonsT  hin  b^wezen  niuss,  n.ich  M»r?i"^''^r  m^n  stell  bewese 
um  vf)D  dem  positiven  Theile  der  AJi.e  ^ec  ^  ui  Auicfa  du 
ton  Winkel  (j^)  kMvck  tm  dem  iMmtire«  Thcäle  der  Av 
oder»  ttm  Yon  den  positirea  Tkeiie  der  Axe  da-  r  w  da 
iMkten  Wiokel  (19)  bindudk  n  dca  poMfw  TMIe  d 
der  p  Bo  gdaagc».  Deoke»  wir  ■■■  fencr  wmm.  Atm 
poekte  der  gceeektee  Ellipee  «der  UkpeiM  wm  eioe  1 
positiTen  Theilen  der  Azea  der  x  oder  r  peralele  und 
richtete  Linie  eezagen ,  so  soll  der  rofi  dem  pN»eifTTen  Th< 
i^xe  der  Ä  mit  dieser  Linie  eiDgeä4:hla*.«ene  Winkel,  Ind 
denselb^-  von  der  in  üede  stekeedea  Lioie  an  in  demaeilie 
wie  die  VViakei 

A||>  A^»   A^,  A^ 


«i»  %» 

vea  0  bia  360^  Bählea,  dorck  0  besnckoet  wetdea;  und  lej 
daaa  dorch  dea  Paakt  ela  den  Systene  der  XF  pa 
Coordiaatensjsten  der  X^T',  ia  Bcaag  aaf  welches  die 

nateo  der  Paokte 

-^1*  ^*  4i»  ^ 

leapective  darck 

J:,',  *V;  2(«',  iWi  Ji',  F,';   J^'.  K^' 

beaeiehaet  werdea,  ao  kabea  wir  aack  der  Lekre  toh 
waadiaag  der  Ceeffdiaalea  die  felgeBde»  GltickaageB: 


Ft'aiad, 

W^^X^'  cos  6 — 

l^'sindj 

1425X4  eoa^— 

94 
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* 

ergiebt.  Nach  der  Lehre  von  der  VenraadloDg  der  Coordinateii 
ist  aber  ferner 

•  <  * 

-3^3  —  -So  +  Jff  cos  Ö  + 1^8  sin  6,    F3  s±  Fq— jTj  sin  d  -f  %  coü  0 ; 
Jir4=Jro-f|'4eoad4-94«in(^>  F^— ^49111 64-94 

rnid  da  nun  eadi  $.  % 

* 

r4S2^CQe«4,  94:=^40in«4 

m 

let$  so  let,  wie  aan  nacb  gehöriger  Bebetitotion  «ogleiob  Met: 

jrtsA^-|-9tC0fl(a^— (9)»    Fi=s  Fo-|-9|Mn(a|— 

.\j  =  Ao  +  (^'3Cea(«8-Ö),  F^^  +  ^asinCaa— Ö); 

i;s5j:;)4-«4eoe(%--9)»   V;=Fo4'«««ia(a!i— 6)»  ' 

Lissf  man  non  im  Folgenden  immer  die  oberen  Zeidies  der 
Ellipae»  die  onteren  Zeichen  der  Hyperliei  entsprechen,  und  iie- 
leiebnet»  wie  gewSiiDlicb,  durch  a  und  5  die  beiden  naliniui 
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184      €rmm€rt;  ßuümmmng  iitui  4ttr€k  fibU 

dieser  Curven;  so  hat  mau,  trail  die  geencht«  Ellipee  oder  Hy- 
perbel durcli  die  f0nf  Ponkte 


4»   ^»  -^a»  ^4 


deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  System  der  beiden  Axeii 
dieser  Curven  Xq^  Yq\   Xi,      ;   A^,  X^,  y\;    A4,  F4 

«ind,  gebeo  soll»  die  fQof  folgenden  Gleichungen: 


a 

A^4-^cofl(a2 

-« 

a 

a 

Ao'i-«4cos(a4 

6 

Fo  +    sin  («8 

6 

*0+«48i0(«4- 

I  Ap-f  g4C08(«4— a)^*^  I  Fo-fg4SiD(tf4— ^*_|- 

«w  denen  die  fünf  Grossen  $,  a>  6,  Aq»  Fq  bestimat  werdeo 
nOeeen. 

Enh^irlcelt  man  die  in  den  vier  letzten  Gietcbangen  vorkom- 
menden Quadrate  und  sieht  dann  von  diesen  Gleichungen  die 
mtn  Gleichung  ab,  so  erhält  mnn,  wenn  der  Kfine  wegen 

^esetat  wird,  nach  einigen  leichten  Rednetionen  die  folgenden 
Gleieiinngen: 

;  2Ao  +  ^1  cos  (ö  -  «1 ) }  C06  (ö  -  «i)  =  f  1 2  Fo — ^  sin  (ö  -a^ )  1  sin  (ö— «i), 
{ 2Ao  -1-  ^co#*  (ö-a,)  I  cos  (ö— =  f  J2  Fp—  e^sin  (ö-oj)  |  sin  (Ö— 

1 2 Ao + ^  cos  (d— «i)  I  cos  (t^,)  =  f  1 2  Fo — a  «in  (Ö  -  «•)  I  sin 
^4«e6(<^— «4)iCos((^--Hi[;«)s<t2Fo-^  ^sin(^^ 


5B  —  ^  I C08  (6  —  «g)  +  «  sin  (ö  —  4^)  tang  (ö—  a,)  |, 

2Jlo— 2«r<,taug(d— 04) 
= —  «(iJcos  (ö  —  «4)  +  €  sin  (ö — «4)  taug  (ö— äIi)  | . 

Maltiplicirt  man  die  drei  ersten  dieser  vier  GleiehuDgen  nach 
der  Reihe  mit  tieo  folgeudeo  Differenzen: 

Mit  sie  dann  zu  eiiiaoder^  muitiplicirt  die  dadurch  erhaltene 
Gleichung  mit 

cos  (ö— «4)C08  (ö— c%)  CO«  (ö  —  «i), 

Qüd  erhübet  in  der  dadurch  hervorgehenden  Gleichung  alle  Indi* 
CM  am  eise  Einheit,  «o  erhält  man  die  iwei  folgenden  Glelohnngen: 

0=  «ialn(i%^i%)teo8(d-i^)Ht8lB(l»— «t)*! 
+  ^  sin  («8 — «i)  l  CO*    — -I-  €  «in  (0  - 1^)»  | 

+    «in  («1  —  «a)  i  cos  (ö — «j)*  +  «  »in  (ö  —  a^* } , 

0=:  «iain(«%^«i)|eo«(«-o^>4.fsin(d-a^st 
+  «in  («4— l  co«(d— fl^*+ ««in  (Ö— i%)«l 
+ f4»in  K — «»)  t  cos  (e — 04)" + £  sin  (Ö— «4)*  | ; 


IM       Gruner t:  Dßöer  die  BeOimwmnff  eit$e$  äitr€M  fmtT 

+  ^a^»o  («»  — 1 1 -f  «  +  (1  -  «)eo»  2(ö— 4%)  j 
+  ^3  sin  («^  — >    1 1  -f  e  +  (1    4  eo8  2  (0 — «(^)  U 

+  ^48in  (<%       1 1  +  «  +  (1  -«)  coa2(d— «4)  h 
folglieb 5  weon  frir  der  Kfirze  wegen: 

«  a  +  —«1) +«l«e(i% —1%) , 

ferner 

<^o=^  em(fl%— fl%)cos2ai4^6iB(e^-*fl%)eoeSi%-|*^sin(e|--«[^i)ttt8^^ 
Qf  =7  «4)  cos  *u>(8;4~'<%)  cos2ag<|-(40in(%— (%)  co82a4 

und 

i2o = f|einC«%^«^8io2iii|-f  f^8in  «|)eiB2«%4^8in(ai— e^)eiiia%, 
Ri  =  ^sio  (0^—114)  610  2i%-|-^8iD  («4—0^  sio24]^-|-^4sin(a^~o^iD2«r4 

eetses: 

(1  +  £;/^,,=— (1— £)(QoOös26  +  Äo«n26), 
(l +  f)  Pi  =-(l-0(«k««»80+ Äi8in2«; 
wMwn  dnreb  Dmeieii 

Pji     ^A  C08^4^  8iii2&  ~      ^     Uiig2^  ^ 

also 

^  *^^=="pÄ-pr§ 

Mgt 

UebM'legt  man  imu,  das^i.  wie  man  mitteUt  einiger  bekaiioteu 
goniometrtscheQ  RelAtiMiei)  sogleich  findet. 


wty  so  erblU  jbmi  aiiB  dem  QMg^  obne  »U«  Sebwiengkeit: 

.  — *  ^1    sin  (ot^ — «3)  sin  («4  —  «2)  C*^**« 2«!  coa8a|) 
ftitt     («^—  o^)  ain  («4  —  et^  (cos  2«^  —  cos  2o^) 

iy^ — /'a     =s — (o^<-  0^)  sin  («^    «4)  (sin  2«^  ^»io  Siii^ 

— ^1  Hz  («a  -~  %) («4  ~  "a)  ^«1  ~  «io  2ag) 
— ^^4sin(% — sin  («% — «^)  (sin2a|  — *sin  Sot) 

—  sin  (1% —  «s)  sin  (a|  —  «4)  (sio  2i% — sin  2<%) 

—  ßjßiSin  (a^  —  oj)  sin  (a,  —  a^)  (siu  2c% — Bittdaii) 
-*^(!4Sitt(4%«-s^)  8in(a|  — «%)  (sin2c^  — sinSv«); 

also»  wenn  mau  die  Diierentsn  der  Cosinas  nnd  Sinns  in  Fads- 
ten serlegt: 

flift— i\<Jb«5  3ft«wii»(a^-^in(e|4«^aiB(f%*-«^in(<r3^«a 

+  2^|^6iD(fl^— fi^sio(a|-|-cii^)sin(fl^ — ffi^sinCa^— 

.  +  2^i^>46ifi(a^-^)«in(«j  ■\^a^B\n(i)Li-^a^m{a^—a^) 

+ 2tfM6W^--'%)«in(<>%4'(%)aiD(a^*--o^)sin(«iV^ 
-f  2^p48in(oa— a3)sin(i%-f  «4)810(0^— oiJsiiKo^-  fl^) 
•f  2^3^4810(04— ff3)8in(a3  ra4)sin(aj^fif4)sin(ai— 

—2^1  ^s!D(asB— <%) cosCtti f  flrs)siD(o^-|]^)sin(a4— ttj^  . 
—2^1  ^4sin(ß^— ß4)cos(Ci  f  «4)810(0:^  — a4)sin(a^— 1^ 
--2^Ä«t*(<%-%)co«0%+«%)sin(«j-ßi)sin(<^--fl!i) 
»tM4/Bin(at— fl^)eos()i%ffl^)sIa(«(^^ 

— 2ß3^4Siii(a,-«3)co8(a3  f  a4)8i|i(a3~a4)8in(a^-«^^ 

and  eetaea  wir  nun  der  Kdne  wegen:  t  .  / 
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2).   .   lf=s   9i^8iD(iV| -f  a^8iD(V|— «^8iii(4%«-ir4) 

+  ^1^8  8in  (aj  +  «a)  ^in  («^  —     $in  (a^— 

+  Qi  ^4  sin  («1  +  «4)  »>n  («1  —  «4)  sin  (ojj  ~  a^) 
+  K  +  <%)  »in  («i — »»  (oi —«4) 

dtfi^^^^     4-  "  «4)  sin  (09 — a^) 

+    ^4  sin  (of,  +  of^)  sin        «4)  sin  («j  — 

und 

H*  ^  ^4  cos     -f  o;J  sin  (a^ — «4)  sin  (1% — 1%) 
+  C»<?Ä      («a  +  «'s)  fiii^  («a — «a)  si  o  («^  —  «4) 
+  ^»^4<^08  (»2  +  «4)  sin  («a  —  «4)  sin  («8"— «i) 
+  ^^4^os(ffs  +  o^8in(c^-*ai|)sin(«|  ; 
so  ist  nach  dem  Obigen: 

4)   tang2ö  =  ^. 

Nachdem  man  mittelst  dieser  Formel  B  gefunden  hat,  läset 
sich  e  mittelst  verschiedener,  aus  dem  Obigen  &icb  unmittelbar 
ergebender  Formeln  leicht  finden.  Die  einfachste  Methode  scheint 
mir  aber  die  folgende  zu  sein,  mit  deren  Enlwickelung  ich  mich 
daher  auch,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  für  jetzt  begnfi- 
gen,  und  nur  am  Endo  dieses  Paragraphen  noch  kun  aof  die 
Berechnung  dieser  Grosse  zarflckkommen  werde.  Ann  den  bei* 
den  oben  gefoodenen  Gleichungen 

(1  +  fi)  Po=-(J  —«)  (©oCO«26  +  ÄosinSM), 

( l  +  f)     = — (1 — £)  ( cos  2ö  +  /?!  sin  16) 

erhiit  man,  wenn  man  etwa  die  erste  dieser  beiden  Gleiehnngen^ 
benutity  anf  der  Stelle: 

vnd  Albrt  man  nan  In  diese  Formeln  die  ans  dem  Obigen  bekaa» 
ten  Werihe 


«n,  so  erbftlt  man  Mcb  tiolgetf  leichtMi  Biidaclioiieo: 

1  — -  f  jpQ  iif  —  jp^Rq  * 

Nim  ist  alwr«  «le  nu  milld«(  leichter  RechMiMig  ftutot: 

—  ^»  si"  «in  («4 — «in2(«|  —  c^) 

—  ^4  »in  («i — «3)  sin  (oa—  «3)  sin  2  («i  —  a^) 
— gin  (1%  -~    «in  (0%        «in  2(fl^ — a«) 

'~(te94^I>(^ — 09)810(03 — O|)8iD2(0^^CK;4) 

'  — ^>3^4siii  (^2— 4%)llhl(Oi  —  a2)siii2(a3  —«4), 

din  dtolNir  Jinch  de»  Obigtti»  vtnn  nan  4«r  Kiitse  ivegsa  • . 

+  ^1  ^4  Sin  »In^  («i  —  «4) 

-f  ihlH        — o«)  «D  2     <-  o^ 
-f  ^a^4  sin  («3 — «1 )  sin  2  (cc^ — «4) 
'  -f  M4«n^ii^— ^i%)8in2(^«--o;i) 

seUt:  •     '  ' 

Hat  miiB  abcv  ittttteM  «toer         liaidcn  FctmelQ  l-^i  ||«iMb- 

1  —  * 

aet*  so,  er häU man  a  leicht  mitteUt  der  Fonn«!» 
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Atts  6>  eriiäit  man  aach  imcht: 

«).....  J±f=+— X_ 

W6lclier  Ausdroek  xwar  Ton  B  gani  tnuübbSiigig  ist,  es  aber 
eotBcbieden  UsbI^  wdelieft  Zeleken  mu  la  Behmeo  hat 


DD' 


Setzte  man 

+  Q%Qz  cos  («2 — sin  (a,  —  oj)  sio  {a^  — -o^ 
«^8i]i(ii%^a^siB(i%— Ol) 


mid  M  der  Kererhniing  der  Grii^sen  f,  «irde 
DUO  am  besteu  aui  tolgende  Art  Ferbalteu: 

Man  berechne  die  HflUsgrOeeeo 

^=  <?i  V3  sin  (a^  —  sin  («4  -  , 
^  =  ^^4™  («% — «in  . 

  _  « 

^  =  (f«a—     sio  («^  —  «!j  , 

^^^sin  (oj — «4)  sio  (a, — «i) , 

so  ist:  -  •  1  :  » 

4'i>coe(i%-.*.fl^^i3eoB(«^-^i^  + 

und 

Jlf  SS    Ä9An{»i  +  «1)  ^i^siD  (%  +  «3)  +  Csin     +  <^ 
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Nrn.  iiM<i^4>k^-|-i9eM(ti|4*%)*f  C«M(%4ai)  , 

wobei  man  sieb  aneh  no^  die  folgenden  Keiationen  merken  knnii; 

■  *    :  • 

E^i^n, 

«1^4  MA  ^«1 


.  Zar  Bencbimiig  ¥oo  JK^«  1^  Iwt  mm  «acb  d«|[||i  ,0(4geo  dif 

"     \  2Ao  — 2«Fotang(6— «i)  '         "  ' 

ans  denen  leicht 

2«  Fo8in(«4— «a)=—  Qigo6{ü — ö^)  icos(d— «i)*+csin(Ö— 


11) 


12) 


folgt  Berechnet  mae  die  üfilfeivinkel  % ,  i%  Htttelet  der  Fomeb: 
und  eetit  der  Rffne  wegen;  ... 
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•  -  trmutrts  IM»     BttKmmwit  ttm  äKreä-0tHf.  -. 

,.,    ^_  (Ht)ftcoB(4S«-M,)    „    {l+t)f^4äf>-m^ , 

fio  igt: 

=     sio  (6 — oj)  +  K^siü  (ö  —  c^) , 

Bekanntlich  sind  A^,  ^^'^  Coordinaten  des  ^^unktes  Aq  in 
Bezug  auf  das  System  der  Axen  der  Ellipse  nder  Hyperbel»  uod 
Rf)CosA0,  R(,sin  Afy  sind  die  primitiven  (  (lordinaten  des.selbfefn 
Punktes.  Bezeichnen  wir  nun  die  primitiven  Coordinaten  des 
Mittelpunkts  der  Eliipse  oder  Hjrperbel  durch  M»  so  Ut  naeh 
der  Leiire  tod  dar  VerwaDdlong  der  Geerdhiatni; 

also 

und  folglieh»  wie  man  mitielat  15}  leicht  findet: 
16*)  .  .  J 

Die  beiden  Halbaxen  a»  ö  lassen  sich  nun  endlieh  auf  fiil* 
gende  Art  berechnen.  Nach  dem  Obigen  ist 

also 

aa=jq>«  +  «Fo», 

und  foigüch: 

.17)  «=sV-Xi*+eFo",  ^^r?~i 

V  ±« 

wo  immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss, 
jenacbdem  s  positiv  öder  negativ  ist.  Berechnet  man  den  Hfltftu 
wlniiei  V  mittelst  der  Formel: 
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18) 


M  mU  wi0  nao  leicht  findet,  wenn  «  posidv  Wt: 


Bod  weoD  €  negativ  iat: 

i(I)«=val.ab8.— "  VcSiS,  6; 

coav 


Aua  den  beiden  am.  dem 


val.  ab».  > 


;val.  aba.  -r^  Vcöiää. 
au« 


bekannWa  Gleicbi^nen 


0=   ^atn  (a^^^fl%)(eoa(^ot)<-|-«8ni(a— «i)*) 

+  ^s^ö  («^ — Icos    — 0^* + €  sin  (ö fl^  l 
+  o,  sin  (a.  —  o«)  l  coii  (Ö —         c  sin  (ö  —  «3)2  j , 

0  =    ^siii  («^  —  «4)  I  cos  (Ö — öt)2 + €sin  (ö — oj)^ } 
+  ^3  sin  («4 — oj)  { coa  (d— ««g  )2  +  e  sin  (ö— ««3)*  j 

■  • 

•  '»  • 

ffUt  nan  aoefa«  wenn  der  Kfirae  wegen 

Pjs  Pi8in(a^— oa)cos(9— Fo=  pisin(aj— «8)sin(d— «i)* 

■ 

f  ß38in(«ji— a^cos(Ö— «s)*,  +^Bsin(ai— ajj)6in(6— Og)* ; 

i^i=:  ^8io(at — 0(4)000(6—1%)'''  4)^ui(«^--«4)sin(d-raa)* 
+^810(04— +  ^öin(a4— a2)siM(d— ffj)*  * 
+  ^48in(a^^o;B)€oa(d— »4)*»  +  ^4sin(aj— a3)sin(ö— «4)* 

Seietit  wird: 


2h 

Es  erbellet  aui  der  Stelle,  ilass 


IM      ßrunerU  fJfber  «Ue  b§$UnmmH§  ei$tes  äiwcA  itiMi 


§.  4. 

Ueber  die  vorher^ehendp  Auf  Insu  (ig  siod  null  aber  die  folgwi' 
den  wichtt|^eo  Bemarkungeu  zu  uiacben« 

Dil  man  von  dem  Winkel  6  nur  so  viel  weiss,  dass  er  zwischen 
0  und  MW  liegt,  so  weiss  maa  voo  dem  VViokei  26,  welcher  durch 
die  Formel 

M 

bestimmt  wird»  oar  so  viel«  da««  derselbe  «wischen  0  nod  720^ 
ttegt  Beseicbnen'  wir  ai«o  den  kleiii«toii  poflMven  Winkel»  4ei- 

HS. 

sen  Tangente  der  Broch  ^  iai»  dureb  2»»  ao  aiad 

* 

die  vier  Weithe,  welche  29,  uod  al«o 

die  Tier  Werthe»  welebe  6  baheD*  kann.  Beneich  nen  wir  den  den 

Werthe  ca  von  ö  entsprecliendeu  Werth  von  durch  «i,  «o 

«ind  nach  6)  die  den  Werthen 

1  4-  e  ' 

▼OD  e  entsprechenden  Werthe  von  wie  leicht  erlielleo  wird: 

und  die  den«eli>eii  Werthen  Ten  9  entsprechenden  Werths  toh  i 

sind  folglich: 

alee,  wenn  wir  den  dem  Werthe  o»  von  B  entsprechenden  Werth 
von  s  durch  4  selbst  heselchnen : 

1  1 

^  ^,  V 

lic/eichnen  wir  nun  terner  die  dem  VVertlie  oa  von  ö  ent- 
sprechenden Werthe  von  X^,       durch  IL^,      selbst»  »o  ei 
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nach  II)  die  den  obigen  TMr  Weitheo  von 0  entspredbeBdeo  Wertb« 
voo  J(^,  Fo  offenbar: 

^9  lo»   ^o»  T-Ji»  —  J5i»  **^e;  -*Io»  -^B» 

und  fiir  die  den  obigfin  mx  Wertheo  vod  Q  entoprecbendea  Werthe 
voa  M9  9  erb&tt  imd  abo  inch  16)} 

sin    <~  Xo  alo  40  — >  F0  coc  o ; 
RpOQoAo- roCos(cd+900)>-Jro«>o(«'-F^) 

B^MO  A«—        («  +  90«;  +  JKo  cos  («  +  90«) 
RoCOsAo-f  ^co8((i0  f  180^^  ro«ui(a>^180«) 

also  iii  uileu  Fallen : 

■ 

womm  »«II  sMt>  daai  «ieli  flir  die  Coofdioato«  des  liittelpMkts 
der  filUpse  oder  Hyferbel  io  allen  Flllm  gaai  diMeiben  Werth« 

ergebeo. 

-  Jß^.  die  deo  ebigen  vier  Werthen  von  6  entsprechenden  Wertbe 
Ml  tty  6  erhält  man  endlich  mitteket.  dee  Ofaifiett  eaih  den  Per- 
I8>  dto  lilgiedBii  Amdräeke: 
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fst  nun  zuerst  f  positiv  nud  der  gesuchte  Kegdlschmtt  säso 
•ine  EUipse,  so  sind  die  Ausdrücke:  -  %      *  i,„ 


V 


offenbar  säniintlich  reell,  und  die  den  obigen  vier  Werttien  von 
entsprechenden  Werthe  tod  a«  ö  eiad  also,  nenn  wir  durch  a,  k 
selbst  die  dem  Wertbe  m  von  B  entsprechenden  Werthe  der  bei- 
den üalbaxen  beseiebnen; 

a»  6;  öp  ai       ü;  6,  a. 

Ueberlegt  mau  uun ,  dass  nach  dem  Obigen  den  vier  Werthen 

von  6  immer  ganz  dieselben  Werthe  von  Tf  entsprecbeHj  nod 
daas  daher  dnrch  die  vier  In  Rede  stehenden  Wertbe  von  6  offen- 
bar bloss  zwei  sieh  rechtwinklig  schneidende  gerade  Linien  be> 
atimnit  werden,  so  ist  ans  allem  Vorhergehenden  klar,  dass  man, 
welchen  der  obigen  vier  Werthe  von  d  man  auch  für  ß  setzen 
mag,  doch  immer  ganz  dieselbe  Ellipse  erhalten  wird,  n eiche 
durch  die  lüut  gegebenen  Punkte  geht. 

Wenn  ferner  s  negativ  und  der  gesuchte  Kegelschnitt. also 
eine  Hyperbel  ist ,  so  ist  klar ,  dass  immer  idoss  entweder  das  «rete 

und  dritte,  odei  das  zweite  und  vierte  Paar  der  folgenden  Ausdrücke; 
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1 

Ar  die  Mkn  Haltaeo  «,  6  mlle  WortiM  Itofwt,  woiorah  m 
«ii  Critorinn  gegebea  i«t,  aitteUt  dMeo  «ich  Mftmer  «icber  er- 
Ibnumii  UiMt,  welcbe  Werthe  man  bloM  fdr  $  Mtseo  darf;  daa« 
«aber  ganz  gleichgültig  ist,  welcban  der  beiden  Wertbe  m,  (öi-\t90^ 
«ier  0-1-900^  to    270^  man  für  6  setzt,  fällt  von  aelbst  in  die  Augeu. 

in  dem  Vorbeigebendeo  ist  die  ailgemeine  Auflösung  unserer 
^abe  eatbalten,  £a  iLommt  nun  aber>  waa  liei  dieaem  Gegen- 
•taode  Fon  ganz  bcaandarar  Wichtigl^eil  iat»  daraof  an,  die  Fälle» 
iijdenen  dia  obige  Anfloaimg  anfburt,  anwendbar  an  aein»  einer 
bMooderen  Belraebtnng  au  onterwerfen,  woaa  wir  jetzt  iibeigeben 
wulten,  nachdem  wir  die  folgenden  Bemerkungen  vetauageaelüciLt 
kabeu,  weiche  für  da^  Folgende  von  WIebtigkeit  sind. 

Znerat  bemerken  wir,  daaa  keiner  der  folgenden  Sinaa: 

ain(oi|— 1%),  6in(oi— «g, 

TCneb winden  iLann,  weil»  wenn  dien  der  Fall  wire,  effenbar  zwei 
<ler  ftnf  gegebenen  Pnnkte  mit  dem  ala  Anfang  oder  Pol  ange- 

oommeoen  Punkte  Aq  in  einer  geraden  Linie  liegen  wfirden ,  waa 
mit  der  in  §.  2.  gemachten  Voraussetzung,  dass  nicht  drei  der 
lauf  gegebenen  Punkte  io  einer  geraden  Linie  liegen  aollen«  in) 
Widersprucb  atebt. 

Femer  ist  zu  bemerken,  dass  auch  nie  die  Gleichung 

QiQ^8\n(ai  — «^+M^ain(a,^ii^)  -^Mi  ain  (fl^--c^)sO, 

oder  «ine  ähnliche.  Statt  finden  luinn,  weil,  wenn  dies  der  FaH 
nfca,  die  diai  Pnnkte  At»  J%f  4»  i»  #i»er  gHttda»  Uaie  ii^gto 


wfirden»  wie  leicht  *nf:  feigende  Art  gezeigt  werden  kann.  Die 
In  Rede  stehenden  Punkte  werden  nimlicfa  fabmer  dann  in  einer 

geraden  Linie,  deren  Gleichung 

ist,  liegen«  wenn  die  beiden  Constanten  G,  H  ao  beetimmt  wer- 
den können  9  daee  sie  den  drei  Gielchnogen  . 

snglelch  genfigen,  weFebee  immer  dann  möglich  ist«  wenn  die 

Bedingungsgleichung,  welche  man  durch  Elimination  von  Cr,  H 
aue»  den  drei  vorhergehenden  Gleichungen  erhält,  erfüllt  ist.  Die^e 
Gleichung  i»t  aber»  wie  man  leicht  findet:  <i*« 

eise«  wenn  man  fär  die  Geordinaten  iCi,  1^$  X%9  X9,  Hiie 
ans  (•  %  belcannten  Ausdrucke  einführt«  wie  man  ieieht  findet: 

QiQ^ala  («i  — oj)  +  Q^Qi  sin (a^a^  +  q^q^  sin  (<% —«j) 0, 

weiches  die  obige  Gleichung  isty  woraus  das  zu  Beweisende  folgt 


Die  ganze  oben  gegebene  Bestimmung  der  durch  die  fünt 
gegebenen  Punkte  gehenden  Ellipse  oder  Hyperbel  gründet  sidi 
auf  die  Bestimmung  des  Winkels  W  mittelst  der  Gleichung 

tangMss^-f 

welche  jederz^t  dann  nicht  möglich  ist,  wenn  zu  gleicher  Zeil 

« 

ist«  so  4ass  wir  also  .diesen  Fall  zaerst  betrachten  mfisaea« 

9 

Wenn  aber  zu  gleicher  Zeit  M=^Q,  2^  =  0  ist^  so  ist  nach 
^«      offenbar  auch  zu  gleicher  Zeit 

also»  wie  man  ieieht  findet,  wenn  man  zuerst  Pi»  dannP^  eiiminirt: 

iolgiioh  offenbar  entweder  > 


odir 

Sei  also  zuerst  zugleich  - .      .  . 

Po  =  0,  Pi««, 
Ii  dfüeiii  Fall»  i*M  den  hMea  Cbiohiipgen 

(1-f  €)P,=— (1— e)(eiC082d+/ei8iii2ö),  -  " 

•  r 

'«■«■*  * 

aif  die  bekaontlicli  Bach  3»  bei  nnaerer  AaflOsung  AU  ob  aar 
kmumt,  flir  jedes  6  genügt,  wenn  man  t=l  setzt,  woraos  man 

sogleich  schliesst,  dass  im  vorliegenden  Falle  der  gesuchte  Ke- 
gelschnitt ein  Rreie»  ist.  Zur  ßestiinoiuog  voo  Äq,  Yq  geben  die 
Gieicbangen  11): 

2Ao8in  («1  —  «j)  =  —  ^4  sin  —  a^)  +  ^sin(d — Oi), 
2  Fo  sin  («1 — a^)  cda       1%)  *f  ^eos  (B—Oih 

nktt  weil  ei  -etfeabar  ««tataHet  ist»  $=sO  m  setken : 

2JQ^sin(o^»Oa)s:=  Pisinosi-^sini^, 
2  Fq  610  (o| — = — ^  cos    -f  ^  cos  «1 ; 

Helcbe  Gleichungen,  weil  sinfaj— «2)  nach  §.  5.  nicht  verschwin- 
det, für  Xq,  Tq  immer  endliehe  völlig  bestimmte  Werths  liefern. 
Für  a^,  y  erhält  man  aus  16)  die  endlichen  vOlllg  beslimmten 
Weitbe:  ..  . 

jK^R^cosAo— J^a>  V=RoS>oAq—  F©; 

imd  aus  17)  ergiebt  sieb,  wenn  man,  wie  es  erforderlich  ist» 

«=1  setzt:  ;        •  .    .  . 

wodurch  also  auch  der  Halbmesser  unseres  Kreises  und  daher 
dieser  Kreis  selbst  jetzt .  vollkommen  bestimmt  ist* 

Mao  kann  hier  noch  die  Frage  aufwerten,  ob  vielleicht  a=6=0 
Wilden  kznn.   Wäre  aber 

nwire  Xq^O,  FosO,  alao  nach  dem  Obigen: 


^  siB«^ ^  ^tin tfi  s  6;  ^ 6061% -*  te€«wa|  as  0; 

worau«  sogleich  '  ' 

also»  iofiofern  oicbt  ^i=0  ist, 

«in  {cti  — =  0 

folgt»  was  bekamitlieb  anatatthaft  ist  Sollte  abor  tt  ^  0  üiii^ 
ao  wfirde  dar  Punkt  mit  dem  Punkte  Aq  zosamnieDfidlaii,  ond 
es  wflrdoD  aliio  nicht '  flinf ,  sondern  nnr  vier  Punkte  gegeben  sein, 

was  auf  eine  neue  Aufgabe:  die  Beschreibung  eiues  Kegelschnitts 
durch  vier  gegebene  Punkte  führen  nürde,  mit  der  wir  uns  hier 
nicht  beschäftigen.  Daher  kann  nie  0  =  6=0  werden. 

'Wenn  fomer 

«>Ä,-«ii2o  =  0 
ist,  so  wird  den  beiden  Gleichungen 

'      Qocoa2d  +  I2o8in^^«0« 

offenbar  sugleich  gettOgt,  wenn  man  W  aitlabyt  emer  der  beiflffa^ 
Formeln 

bestimmt y  welcbes  aber  nur  dann  möglich  ist,  wenn  die  Grttsaen 

Qo»  9  Ol»  nicht  zugleich  verschwinden,  was  wir  also  für 
jetzt  annehmen  wollen.  Hat  man  nun  aber  26,  und  demnach  auch 
6»  auf  diese  Weise  bestimmt,  so  wird  den  beiden  Hauptgieichuogea 

(1  +  «)  Po  =  —  a— t)  (Oo «os2«  +  Äoale2e). 
(1 + 0  /\  =  —  (1 — 0  (Qi  cos  26  +     sin  26) 

genfigt,  wenn  man  e=s  — 1  setzt,  woraus  man  sogleich  schliesst, 

dääs  im  vorliegenden  Falle  der  gesuchte  Kegelschnitt  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  ist.    Zur  Bestimmung  von  Xq,  Vq  hat  man  nach 
wenn  man       —  l  setzt,  die  Gleichungen; 

2^  sin  (o^  —  oj)  =  —  ^4  sin  (ö — ot)  t  cos  (Ö—  «j)*  ~  sin  (6 — a|)*  ] 
.1  > 

+  ^  sin  (6— «i)  I  cos  (0^0^* --sin  (0—«^^ , 
2  Foais  («I  — a^  s    Oi  eoa  (6-*«^  teos  (6--  o^)*— ein 

—  ^  cos  (6 — «i)  i  cos  (6 — ot)*— sin  (Ö — o^*  I ; 

also: 


2  F^j 810  ^C08(6-«^C082(d-fl^)— <^iQO8(|0^ft|)cO82(d-rfii;a)| 

taHlüfci^  »wdehtr ■  CtelelwiBywi  «im/ well  «in(«^7^ee^  BMt'ter^ 
sebwindet,  ftr  JT»,  Fq  iromer  endlidb«  vOll^  jb^^mmt^  W«rtb* 

erhält.  Zur  Bestimmung  Ton  Jl?,  f>  bht  roftn'liacli  16)  dteFormki: 

P =R^8iD  Ag — sio  6  —  Fo  cos  6 ; 

Fflr  ,9  eihilt  naii  bekanntlich  elgentllcb  vier  Werth«,  woraas  sieh 
ilaiAl"lkiieb  vier  Paare  Tim'Werthen  der  Coordlilaten  JTo,  7^  «r- 
geben,  was  aber  bekanatHdi  auf  die  Beetimniiing  y%tk  M,  Jf  gar 
keinen  Einilaas  anafibt  Die  den  in  Red«  atebenden  vier  Wer- 
tben vpB  ^  entsprechenden  Wertbe.  von      6  sind  nach  {.4.: 

VAo*-Fo«,  VJKo*-Fo«; 

und  niatt.Jnni|8  i;an  Air  ^  immer  ^nen  der  beiden.  Warthe  setzen, 
die  filr  a,  6  reelle  Werthe  liefern;  «reichen  dieser  beiden  Wertbe 
▼on  B  man  aber  wählt,  ist  an  sich  ganz  gleichi^ültig.  Auch  hier 
iSsst  sich  nieder  die  Frage  aufwerfen,  ob  tt  =  6  =  0  sein  kann. 
Es  erhellt't  aber  leicht,  dass  eine  gleichseitige  Hyperbel  sich 
ihren  Asymptoten  desto  mehr  nähert,  je  näher  ihre  einander  glei- 
chen Axen  der  Null  kommen.  6oiUe  also  a  =  6  =  0  sein,  so 
müsstfTi  die  fünf  gegebenen  Punkte  offenbar  in  zwei  sich  schnei- 
denden geraden  Linien  liegen,  was  unter  den  geraachten  Voraus* 
«eUungen  jedeo^ls  unatattlMift  ist  Datier  kann  ni^bt  as6sO  aela. 

,  Vorzüglich  müssen  wir  nun  noch  den  Fall  betrachteo.  wenn 

nämlicb  nach  3. 

.  *  .  .       ^.  .  ■        ■  ■  , 

siD  («ft— «3)  C082«i  -f  Q2,  sin       «j)  cos  ^oa-f^s  »»o  («^i— <i^cos2a^=0, 

^  ain  «a)  aln2a|  <f  ^ain  (o^— c^)  ein  2i% + ^8itt(ax— a^alnSc^aslijy 
|^ain<<%  tf«)  OOS  ^ct^-f  sin  («4— 0^  cos  203  ^4sio(<%— <k^)co82c^^9 
^siD(fi^ — cr4}aiA2as4^t*^(^4'*<^^*ii'^%  +  ^4sio(%^ag)8in2a4=0 
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iOB    • Mir  mt  BnUmmmm  «teci  4mr€k  §9mf 

fniaiginilt,  dass  dSM  vier  Gleidiaiini  nüMMi  iM 
fCO  kSBiMii,  woiOber  wir  sogleich  Klare  n  keBMB  aechM 
fpolleii.  EMoirt  bmb  aas  de*  Mdea  cnteo  Chiefcoegwi  fi,  a« 
dmMdis  letileni^  aeeAllfa»  die  Widla«  falgBn<e»CleieiitfiyiBi 

C^m(fl^~%)diD9(i^-fli^-f^aiB(ai--c^8ui2(oi~a^30»  , 
oder 

r#i«ie(i^i--^— ^cee4«, -4%)ja«(i^--i^ani(i%  ^1^=0, 

al0o«  weil  keiner  der  Factoren 

aiD(c%*-a|).  8fo(«^-^%)»  wmis^^u^,  aitt(fl^*-%) 
veiechwiiidet: 

alae,  wena  man  ^  eüainurt  mcl  bedeakt,  daaa  nicht  vi 
aebiriodet: 

eoe(0|— a^coe(i^ — «t)— coa(e^  ^fl^coa(a^ — =0, 

oder 9  wie  man  ieicbt  üodet, 

sin  (oci  —  a^)  sio  (c%  —  n^)  =0, 

und  folgüdi 

sin («^-^ «4)^0  oder  ain(o^^i%)sO« 

v,^  UiMstMtiiaft  ifit;  datier  iuiQBeo  die  vier  GleichaBgeD 

ö«=o,  iz;>=o,  öi=o.  Rt=o 

flieht  zuaammea  e^üreo«  nod  ee  gtebt  alao  im  TorliegeDd 
Falle,  wo 

ttt,  immer  eiae  dorch  die  fiiaf  gegebeneo  Poakte,  ron  dem 
nicht  drei  in  einer  geraden  Linie  liegen,  gehende  gleichseiti| 
Hyperbel. 

Ha»  kann  aieh  endlich  noch  die  Frage  vorlegen»  oh  zuglch 
,      P^«0.  A=0.  «e«i-«k«»»0 
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gefeiene  Pumhte  gtkmütn  Kigelsc/mitu  durcä  H$cknmg, 

sein  l^ano.  Nehmen  wir,  um  diese  Fracke  zu  beantworten,  die 
drei  vorstehenden  Gleichungen  als  erfalli  an  und  bestimmen  aus 
der  ersten  p,  8in(ajj--a3) ,  aus  der  zweiten  and 
tukea  die  erhaiteoeo  Ausdr^ju^k^  in  i  die 

dn,  so  erhalteo  wir: 

go  _  p2MP('^— <^)(con2tt^— cos^tti )  -f-  8in(ai— efj)(co82«3  — cos2«j) 

/?o    ^8iD(as— ofi)(sin2aa— sin2«,)  +  ^  sin(ai— o^j)  (Kin^aa— sin^aj)* 

•  .  ♦  ■ 

gt  _  ggsin(a3— fl^)  (cog2tta-  co»2«4)  «g)  (eos2tt3  — cog2<4) , 

H   to«iii(c^— «4)(8in2«j— sin^tt*)  +^«in(a4-tf^(8in2aa— sin2<^  ' 

ilso:  •      •      •  . 

go_   { e2 ein  («t  -f  «2)  —  gs  «'f'  (^i  +  «3)  i  g'"  K  -  «g)  sin — i^) 
<D      I te€0«(ii^  -f  Oft)  —    cofl(a^  -f- ff,) I  sin  («i  —      sin  («i  -  ü^y 

gl { fasin (gg  ^ct^"-^  sin  («3  +  «4) }  sin  «4)  sin  (c,  —  ^ 
ßi      t#*cosK+«^  -    cos  («I  +  «(|)  I  sin  («|— «4)  sin  (c^  — i^J  * 

olglicb«  weil  keioer  def  Factoreu       ^  ^    •  .«  .      ^    •        .'  i. 

slD(ai— ßj),    8in(ax~a,),   sin(a,-a4j,   ein(a,— «4) 
erachwindet: 

9^         ^gjnK  -f  cTa)  »^gg  sin  (Ott  -f  1x3) 

^  («i  +  l]g^^€Ös(oi  +11^)  ' 

ko,  wegen  der  dritten  der  drei  vorausgesetzten  Gleicbungen: 
sin  (flfi    g«)  -  ^8  81»  (%  4         g^Bi(i%  g»     («s  4  «4) 

ronuif  man  mittelst  leichter  Rechnung  die  Gleichung 

t  «ae»+  «1^1  -  2^ge  cos       fl^)  Isin  («1  —  flij = 0, 
fcotweil  sin(a||— cK^  nicht  Terschwindet^  die  Gleichung 

^bält  Nun  ist  aber..  •  ,/  , 


204        Grunert:  ikäer  die  BesUmuitu^f  eines  durch  fünf 


A^A^'^  =  (^a  cos  ctj — ^3  coftAji)*  -f  (ß^sin  %  —    sin  ö,)«, 
woram  in«ii  nitteltft  leichter  Rechoing 

=  2^  CO»  1%), 

folglich  nach  den  OMgen 


erhält,  %va8  ungereimt  ist,  weiL  wenn  diese  Gleirbun*:  Statt  Imden 
8olUe,  die  Punkte  A^,  und  A^  zusammenfallen  miissten,  aUo  nicht 
fänf,  sondern  nur  «ier  Punkt»  gegeben  «ein  würden*  Daher  kam 
Hiebt  angleich 

sein. 


■ 

Wenn  nan  aber  aach  M,  N  nicht  zagleich  verschwinden  uod 
daher  ß  bestimmt  werden  kann,  ao  erfordern  doeh  die  Fälle,  wenn 
dann  £  entweder  unliestimmt  au^lailt,  oder  verschwindet«  oder  uo* 
endlich  wird«  noch  eine  beaondere  Betrachtung. 


Mach  31)  Ut 


und  r  vrM  alen  w-  4mm  anheatinint  aaBiUleii»  wepB 

üo^O»   Fo=0,   l/i  =  0,  F,=0 

ist,  wobei  zugleich  leicht  erhellet,  dass  diese  Gleichungen,  wenn 
sie  für  einen  der  vier  Werthe  von  ß  erfüllt  sind,  jederzeit  für  alle 
vier  Wertbe  dieses  Winkels  erfüllt  sind.  Aus  dea  vier  obigeD 
Gleichnngeo  folgt  aber  ...  ^ 

alao 

folgüch»  well  atai(a^— %)  nlehl  firaehwlodet: 


Digitized  by  Google 


wm  dfli  VMa8€ietzung,  daas  ,  iV  nicht  zugleich  versehwindea 
miHea,  widerspricht.  Wenn  also  M9  ^  Mki  aogMch  vaiaeliwhi» 
daa»  wird  c  nla  uabeaüiaait  asaftiMea, 

Wenn  t  flJr  elacii  dar  vtor  Wartlie  von  0  verschwhidet,  ao 

verschwindet  e  offenbar  auch  für  den  um  180®  von  diesem  Werthe 
von  6  verschiedenen  Werth  dieses  Winkels,  und  für  die  beiden 
anderen  Werthe  von  6  wird  f  nnendlich;  und  wenn  f  ftlr  etiien 
der  vier  Werthe  von  6  uiioiidlicli  \\ir(l,  so  wird  b  offenbar  auch 
für  den  um  180®  von  diesem  Werthe  von  ff  verschiedenen  Werfh 
dieses  Winicels  unendlich,  und  für  die  liolden  anderen  Werthe 
von  6  verschwindet  e.  Hieraus  sieiit  lüan,  «lass,  wenn  £  über- 
haupt verschwindet  oder  uuendiicb  wird,  es  immer  für  zwei  um 
180^  von  eioaoder  verschiedene  VVerthe  von  6  uneodlich  vrerdea 
vrtrd»  so  daaa  es  also  genagt»  bioas  diesen  Fall  m  betrachte«. 
Nehmen  wk  oon  demzufolge  an»  da$ts  s  für  zwei  um  180®  von 
einander  rerachiedena  Werthe  ron  die  wir  durch  ü  und  c^-f-lbü^ 
hezeichaea  wolleo*  unendlich  werde»  ao  aiad  Air  dieaa  beiden 
Wertlie  van  B  die  GMeliangeD 

ro  =  0,  F,=:0 

aHMIt.  In  diaaem  Falle  Ifiaat  aicb  aher  darch  die  (üni  gagebe- 
aaa  Panhia 

Aq,   Alf   A,j, ,  f 

immer  eine  Parabel  beschreiben»  wie  nun  gezeigt  werden  aolL 
Zu  dem  Ende  bezeichne  man  den  Parameter  der  geanchten  Pa« 
rabel  darch  p  und  nehme  deren  Scheite!  als  Anfang  und  ihre 
Axe  als  den  poaitWen  Theil  der  Axe  der  X  einea  rechtvriakligen 
Coordtnatenayatema  der  XV  an»  in  welchem  man  den  pnaitiven 
Tbail  dar  Are  der  F  aa  annimmt»  daaa  man  aicb»  am  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  X  durch  den  Coordiaatenwinkel 
hindnrch  zn  dem  pasltiven  Theile  der  Axe  der  F  au  gelangen» 
aach  deraefben  Richtung  hin  bewegen  maaa»  nach  welcher  man 
afeb  bewegen  mnaa»  um  Im  primitiven  Coordinatenayateme  von 
dem  positiven  Theile  der  ersten  Coordinatenaxe  durch  den  Coor- 
dinatenwinkel  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  zweiten  Coot- 
#nateuajLe  zu  gelangen.  Die  Coordinaten  der  fünf  gegebenen  Punkte 

■^o»   ^i»   ■^a»   ^9*  -^4 

in  dem  Systeme  der  A  F  seien  retipcctive: 

^o>  ^0?        »  F^ ;    A^a,  Y^l    A3,  F3;   JK4»  1\, 

Van  dem  Scheitel  der  gesuchten  Parabel  ziehe  man  eine  mit  dem 
fmiitivea  Tbaile  dar  aralen.  primitiven  Coordinatenaxe  parallala 

TheUXXVH.  14 
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und  gleich  gerichtete  gerade  Linie  aus  und  bezMbB«  dM  nit 
dieser  Linie  von  der  Axe  der  Parabel  eingeschlossenen,  auf  jje- 
wohnliche  Weise  von  0  bis  360o  gezählteo  Winkel  durch  6;  so 
hat  man  auf  gaiis  «hnlicbe  Weise  wie  in  §.  3.  die  folfisoden 
GJeicbangeo : 

t  ^e  +  tfÄsin («s— Ö) p  — p I Jli +^  cos («a— |  =9 0, 

I  ^0  +  ^3  sin  («s  —  0)  P  —  p  [  -K  cos  (c,  —  &)  \  =0, 
t  Fo  +  ^4SiB(«;ft*-^)P  -  p{  JQ,  +  ^4 cos(a4—  0) )  ==  0. 

Zieht  mftn  die  erste  dieser  fönf  Gleichungen  von  dea  vier  ande- 
ren ab,  se^erbfilt  man  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

2Foaiii(e  -o^)— ^1  sin(e--i%}S'|.|»Gos(a  -  =0, 

2  F^sio  (Ö  ~  oj)— ^sio  (0 — ij^a -f  pces(e— =0, 

2  Fo  sin    —  a,)  —  ^3  sin  (0  -  «a)« + p  cos  ( 0 — =0» 

2  Fosiii(0  -  «4) — ^4  sin  (0 — «4)2 + p  cos  (0 — «4)  =  0. 

MuUipiicirt  man  die  drei  ersten  dieser  Gleichungen  nach  der 
Reihe  mit 

sin(aa— cf«),   sinCa^  — fifj,    sin(a^  — og); 

die  drei  ietsten  mit 

8in(a,-flg»   8iD(«4— 0^)»  sin(4%--i^); 

und  addirt  dann  in  beiden  Fällen  die  Gleichungen  zu  einander, 
80  erhält  man^  weil 

sin  (o^ —1%)  sin  (0 — 4x1)  4-  sin  (og  -  «j)  sin  f 0  — -o^ 

•f  8in(«i— fl^sin(0---crt)  =0, 

«in  (a^--,fi^  cos(0 — 4-  sin  (og — tf j  cos  (0— 0^ 

-l-sin («1  —    cos (0^1%)  as* 

und 

«in  (<%  -  n;«)  «in  (0— «^ + «in  sin  ^0—^3) 

<h8in(c^— ag)sio(0— =0, 

sin  (flfj  -  «4)  cos  (0—  «a)  +  sin  («4  -  ß^)  cos  (0  ^  «3) 

+  «hi(«k— %)ee«(0— o!«) 


^  üü(a^ — 0^  fita  (6  —  ttg)*  +  l^sin  («j  —  «i)  »in  (Ö — 

+  ^  «in  («1  — sin  (®  —       =  0, 

ei8in  (oi  -     Bin     — «»j*  +    •lnt«f4— «■(^-"•^ 

+  ««sin  («s— «^)  sin  =:  0 ; 

nnd  die  MOgHchkeit,  durch  die  fünf  gegeheiwn  Punkte  eine  Para- 
bel zu  beschreiben,  hängt  also  davon  ab,  dass  sich  S  8o  bestim- 
men lässty  dass  diese  beiden  Gleichungen  erfSUt  werden.  Well 
mm  ihn  nach  der  Voraometsung,  fOr  0  =  S  und  ßszQ  +  180^» 

Fo  =  0,  Fi=0 

ist ,  M  ist  klar,  dass  aoeh  die  beiden  obigen  Gleiebongen  erfüllt 

werden,  wenn  man  Ö=G)  und  Ö  =  ö  +180**  setzt,  wodurch  die 
behauptete  Möglicblceit  der  Beschreibung  einer  Parabel  durch  die 
fünf  gegebenen  Punlcte  im  vorliegenden  Falle  im  Allgemeinen  er- 
^te^en  ist  Zur  Bestimmung:  von  p  und  erhält  man  MS  den 
(%eii  GkiGboDfen  ieicbt  die  folgenden  Formeln: 

_      sin  sin  (e—€c^-'9^9\n(e^a^H\ü  (S^j) 

^  8iD(ai — ' 

y        Ol  sin  (Q— C|)^cos     — oa)  —    «in       c^)^  cos       m^) , 

bei  denen  man  zu  beachten  bat»  dass  sin  (ofi  —  tr.^)  ntclit  verschwin- 
det. Leiebt  erbeilet ,  dasB  p  Idr  8ssQ  und  B=iQ  +  l8ü9  abao- 
int  gleiche,  dem  Zeieben  nacb  aber  entgegengesetzte  Werthe 
Mi;  and  da  iran  p  seiner  Natnr  nacb  positiv  Ist,  «e  kann  nie 

eo  Zweifel  bleiben ,  welchen  der  beiden  obigen  Wertbe  mao  fUr 

^  zo  selzeu  hat.   Eudlicb  liudet  luau  Äq  mittelst  der  Formel 

X  -  • 

vod  die  primitiven  Coordinaten  3^,  Jf  des  Scheitels  der  Parabel 
erleben  sieb,  wie  frflber  die  primitiven  Coordinaten  des  Miltel- 
jittkls  der  EHipae  oder  Hyperbel,  mittelst  der  Formeln: 

•   y=R^sin  Ao  — -^gSinö — FoCos6. 

Vorsuglich  entsteht  nun  noch  die  Frage,  ob  p  versebwlnden 

^a&D,  weil  maD  nur,  Heuti  dies  nicht  der  Fall  ist,  ffir  einen 

t4« 
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endlichen  vwliig  bestiromteD  Werth  erliftit  Oareh  KihiiaiaH^n  tor 
Fo  au«  je  xweien  der  vier  Gleichongen ; 

2  Fo»ia  (#—  tti) — ^  ein  (Ä—  «i)«  +  p  cos  (9-     s  0« 

2  Fosiii  (ö— «a)  —  ^,siu  (@  —      -f  p  CO»  (ö— fl^  =  0, 
2  Fo  sin  (8— «4)  —  ß4  sin  (a — +    cos  (ö  —     = 0 

erhält  man  die  t^ecbs  folgenden  Gleichungen: 

p  s'm  («x— öj)  =  1  sin(0 — «j^)  —  Q^sin  {G — «a) }  sin  (0 — «i)  810(8—0^, 
pshi(«i— <%)  =  8in(d— Äi)  —  P3  sin  (0— «3)  I  sin  (0— cfi)8in(ö— «3), 
p  Bin  (ug  —«4)  =  ( (fi  ein(d— «i) — ^4  ein  (  8— «4)  I  ein  (8— «t)  sinCO—e^, 
I»  sin  (fi^— os)  =  t  ^eiD(Ö— oa)  ~*  ^  sin  C^s'— «a)  1  »  (^""«^  8in(d— 1%), 
£»iii  (%—tf4)  =  l  ^sin(ö— ufj  —  ^4sin  (<9— 1*4)  1  sin  (O— «2)  s5n(#— «j!, 
P8|q(4%— t^8ln(6— «i)— ^48in(^— «4))  8in(0— tt^)sm(#— 

und  wftre  also  p^^O,  so  wSre: 

I  ^1  sin  (Ö — «1)  —  Pa'^o "z)  «'"^  (® ~  «i) 8in{d— «,)äO, 

t  Pi  sin  (e— «, )  -  ^8  »in  jein  (8— «,)«in  (0—«,)  =:6, 

- .  {^|Sin(Ö— «i)— ^4sin(Ö— a4)i8in(6>— «i)8in(Ö  — O4)=s0, 

{^sin  (ö  — ffj)  —  V3  6in(0  — «j)|6in(6  — <xj)sin(d  — aa)r=0, 
'    |f^sin<9--«t)— 94sia(8— e4)(sin(6^i)i,)sin(e*-ati)80» 

t9,sin(a-a3)_P48in(a->«4)|8in(6>  -a3)8in(8  -e4)=0. 

Zwei  der  GriSesen  « 
siu(ö— «i),  8in(Ö— o^,  8in(6— 8in(8— «4) 
können  nicht  Tersehwinden;  denn  wire  etira 

fliB(#<^<ii)s:siB8fiO«ei  — OOS  #eui%  aK  0. 

8in(&  — Oi)=8int3fcosa4-~co8  88ino4s  0; 

80  wäre,  wie  man  leicht  findet«  wenn  man  aus  diesen  beiden 
Gleichungen  zuerst  cos^,  dann  s'mG  elimiuirt: 

atai6äa(«i"-e|)sB0»  €e«8«in(«t  — o«)  srU; 


ilM,  ircil  Ml  nicht  vemliwipdel» 

«II  «igtr^l        fr»il  • 

in  Vertcbwände  akio  von  den  vier  i>rü6«eo 

6io(6— 0|)y  — a^,   sin (8 — »ioCO  — «4) 

iht,  etwa  mo(8— «1)»  so  würden  die  drei  anderen  nidit  m- 
idiMriiideni  «nd  ans  den  aecha  obigen  Gleichungen  folgte  dann: 

^a8iD(6— «9) — 93  8in(Ö— «3)  =  0, 
^ain  (6 — «t)  ^94Ai>^  — «4)  =  0, 
^mo(ß  —a^)  —  ^4  sin  (6— «4)  =  0; 

^ei  Gleichungen,  von  denen  eine  jede  eine  Folge  aus  den  bei- 
den aoderen  ist.  Die  beiden  eraten  dieaer  Gieichungen  bringt 
au  leiebl  aaf  die  Form: 

(9t  cos  —  ^  coa  «yjain  (fsnin  «Hi — 9$  ain«|)  coa  B^O, 
(^coa«s — ^4  coa  «4)ain  8 — alntt« — 1^4  ain««)  coa  8  s  0; 

dM,  wenn  aan  merat  coaO»  dann  aiad  eiinlnirts 

tfifi  ihi  4  «tP4«in  («1  —  »4)    94»%»»  («4—  «»))  aln#  Ä  0» 

i^inwo («»  -r +  M^sin («a —«4)  -f-  ^4^aio  (04^«^  )eoa  6  =  0 ; 

Ugliebi  vreil  nie  sogleich 

aln^aO,  coae=:0 

iiti  * 

Ml  010  (h—h)  +  ^P4»in(«a— «4)  +  ^4ffa*in<«4— «•)  =  0; 

dthtt  würden  nach  (•  5.  die  drei  Punhte  A.^,  A^,  in  gerader 
läie  liegen,  waa  der  Voraoaaetcung  wideratreltet   Hierana  er- 

Ki«bt  flieh  niui>  dass  Iceine  der  Grossen 

aln(d— «i),  ain(6  — <is)*  ain(8— ain(8— «4) 

^erschwiodet;  Qod  ana  dam  Obigen  erbilt  man  alaa  dia  aaaha 
<Mcbnagan: 
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^  sio     — Ol) -~    &ia        «i)  ssO, 

^sb       «i)       «in  (# — ftg)  =sO, 

f|8in(6 — Cj)  —  ^4  hin  (6  —  a4)sQ; 
di%  aber  offeubar  alle  in  den  drei  Gleichaugen :  -  * 

^  «In     — «i)  —  ^3  sin  (ö — «g)  =  0 , 

^«in(a— «i)  — ^48ln(e^««)  =  0  I 

eDthnlleD  aind.  Aas  dienen  GleichnngeB  schllenst  rntn  maf  sinn  I 

ähnliche  Art  wie  oben»  dann  sowohl  die  Punkte  Ai,  A^,  J3;  ali  1 
auch  die  Puiikte  Ai,  A^,  A^;  als  auch  die  Punkte  Ai,  A^f  A^, 
dass  also  die  vier  Punkte  Ai,         -'^s»  -^4  in  gerader  Linie  liegen  . 
müssten,  was  wieder  gegen  die  Voraussetzung  streitet,  üierans 
ergiebt  sich  alno^  dann  unter  den  gemachten  Vorauseetsungen  nie 
p^O  werden  kann^  und  dann  eich  daher  im  vor  liegenden  Falle, 
wenn  man  nämlich  fär  tang^O  einen  völlig  beetimmtea  Werth 
Undety  und  f  Terscb windet  eder  unendlich  wird,  durch  die  fllnf 
gegebenen  Punkte  Aq,  Ai,  A^,  A3,  A^  immer  eine  Parabel  be- 
scbreibeii  lässt. 

$.  a 

Wenn  nun  aber  auch  keiner  der  vorher  betrachteten  Fälle 
eingetreten  iet»  so  kann  man  immer  noch  fragen,  ob  a=0,  und 
also  nach  §.  3.  auch  6  =  0  werden  kann»  Wenn  aber  a  =  0  wt, 

so  ist  nach  17) 

also 

WO  weder  Jf^,  noch  F,>  verschwindet,  keiner  der  vorher  be 

trachteten  Fälle  *  mj^ctrelen ,  also  e  weder  nnhpstinmit  au.sgefalleo, 
noch  der  Null  gleich,  noch  uneudlich  geworden  sein  soll.   Für  ' 
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ist  DUO  nach  §.  3. 

o 

abo: 

«j;FatA;>«ii(d— «.)+  JoCo»(Ö-««)i 

=  eal      «in  (ö— «,)•—  ^0*  ««8  (ö-  oj«  j. 
2Ji  Vq  { siii  (0— a,)  +  Fo  cos  (6  -  a^)\ 

aSomt  Ib«  Hwi  m  fcwerfceii»  daM  niolit  zwei  4er  Grömu 
ferachwindeo  kSsneB;  denn  wäre  etwa 

•0  wto«,  wi»  man  auf  d«t  Stelle  dareh  filimiaatioii  voo  Fo  erbilt: 
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üklüo,  weil  Äq  nicht  verschwiiHlet, 

WM  gegen  die  VaraiisBetzung  streitet.  Al«o  werden  Jedertelt 

der  vier  <»bigen  (Frössen  nicht  verschwind eo und  &iüd  iiua  ,  t 
drei  nicht  vergeh uin(ieiideii  Grüsf^en  etwa: 

so  folgt  ano  den  Gleiehnngoo 

= l^* sie  (Ö  -  «J«  -  cos 
2Jli  Fo  t -Xosiü  (6  -     +  Fp  cos  (Ö  -  «jj  j 

=  ^  I  Äo^ßin  (ö  -  o^«—  Fo*  CO« 
durch  Divi^on  mit  den  drei  vorstehenden  Grössen: 
^XoVo^Qi  {2Lo«in(d— «i)—  Focoo(d— 

2 JSi^  Fo  =  ^8  I  J^o  sin  (0  —  «3)  —  F©  cos(ö  —  «1)  I ; 

Odert 


2  _ 

•1) 

CO8(0  — «1) 

8in(ö— 
F. 

«2) 

cos(0 — «2) 

_2  _ 

8in(d- 

aioo,  wenn  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reibe  mit 

si  n  («a  —  ctj) ,   sin  («j — aj,   sin  («i  —  oj) 

roultiplicirt  und  dann  tu  einander  addirt«  weil«  wie  wir  ochoo  ^ 

§.  7.  gesehen  haben: 
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oder 

^        («I  —  «i) + Itafe  +  fa^  «o  (h  — «i)  =  0, 

woimus  flieh  oaeh  {.  6.  ergiebt,  daea  die  drei  Paukte  Ai,  A^,  A% 
In  gerader  Liole  liegen  mfiasteo.  Da  dies  gegen  die  Veraoa- 
aelsuDg  atreilet»  ee  kann  nickt  assO  nein« 

Ick  habe  nick  in  dieaer  Abhandinng  bemflket,  alle  »iglickett 
FSlIe  sorgfältig  zu  nDterackeiden,  und  Formeto  zu  entwickeln^ 
darck  welche  die  Bestimmung  eines  durch  fünf  gegebene  Pnnktn 
gifcendi»  IC^elieiiniila  anf  de»  Wege  der  Recknong  Mekt  nSg* 
fick  int«  Indem  mitlelnt  dieeer  Fermein  die  den  geenekfen  Kegel* 
icknitt  der  Lage  ond  GrSeee  nack  beetinimenden  Elemente  nn- 
mlttelbnr  an«  den  recktwinkligeo  eder  pelaren  Ceerdinaton  der 
fliiif  gegekenen  Pnnktey  ehne  Irgend  welche  Zwiecken» 
reckpangen,  al^leitet  werden  kSnnen. 
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lieber  einige  Lehrsätie  der  StstiL 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Minding 

»  ■ 

Doff.  Sets  von  Cliasle«. 

Ein  sehr  bekannter  ,  von  Aem  vorgenannten  Mathematiker  ge- 
fundener Satz  betrifft  das  Tetraeder,  welches  zwei  Kräfte,  die 
einem  gej^ebencn  Systeme  voo  Kräften  an  festverbundenen  An- 
griffspunkten gleichgelten,  in  so  fern  diese  in  gewohnter  Weise 
durch  Linien  dargestellt  werden,  zu  gegenGberstehenden  Kanten 
bat.  Dieses  Tetraeder  bat  nämlich  stets  deoselbeo  Inhalt,  wie 
•ach  das  gegebene  System  dorcb  swei  Kräfte  ersetst  werde. 

Der  Beweis  dieses  Satzes,  welchen  Herr  Professor  Möbius 
im  vierten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  und  in  sei 
nem  Lehr  buche  der  Statik  S.  122.  roittheilt,  beruht  daraul, 
dass  das  Tetraeder,  wovon  die  Kräfte  P  und  Q  zwei  gegenüber- 
stehende Kanten  sind,  oder  das  Tetraeder  (P,  Q),  dem  Produkte 
ans  der  einen  dieser  Kniffe,  z.  B.  Q,  in  das  statisclie  Moment 
M  der  anderen  Kraft  P,  in  Bezug  auf  eine  durch  Q  gelegte  Axe 
genommen,  also  dem  Produkte  Q.M  proportional  ist.  Führt  man 
aher  die  Mittelkraft  R  von  P  und  Q  und  das  Moment  y  des  auf 
ihr  senkrechten  (also  kleinsten)  zugehörigen  Kräftepaares  in  die 
Betrachtung  ein,  da  bekaeotlicb  beliebige  Kräfte  sich  immer»  «ad 
Sur  auf  eine  Weise,  auf  eine  einfaebe  Kraft  nebst  einem  danmf 
senkrechten  Paare  briogen  lassen,  —  welche  Gruassa  fieWeli  mmk 
io  besondereo  Fälleo  das  Werth  Noll  baben  können,  —  so  ent- 
sprieht  jenes  Tetraeder  aedi  eben  sowobl  dem  Predekte  R.  V* 
Da  oon  aas  dieser  aweitee  Avfbssimg  des  Tetraedeia  (P«9)  4er 
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•er  aas  der  «odma  mI  sadb  AifirtiAlBif 
Ifeekir«  GleMwigM  dmh  fiiiaiiMlkMi  §ßmwmm  «i#d;  «4  hab« 

fMe»  Mim  gw—fc*»  ImmMwo  albar  »Ifgfd»  iotgMipnDclitft 
gefondfln  bähe»  den  Freuod^n  MlclMr  «tatiieker  Betraehtann»» 
Tiiileg#n  Ml  dHrfMi» 

Es  seien  (Taf.  V.  Fig.  7.)  AB=P,  CD=  Q  die  beiden  Kräfte, 
an  deo  Aogriffspunkteo  A  uod  6\  (Der  Leser  denke  sich  ABC 
in  d«r  £bene  des  Papiers,  D  ausserhalb  dieser.)  In  C  bringe 
man  zwei  der  AB  parallele  ond  gleiche,  einander  entgegengesetzte 
Ikittfte  CB'  und  CB**  an»  troTon  die  erste,  der  AB  gleichstim* 
nigt,  mit  CD  ciüaninieDgesetzt,  die  Mittelkrall  C£^R  gebe. 
Werden  mm  nicht  allein  die  Kräfte  durch  Linien,  sondetn  wM  . 

die  Riniieif  4m  Kran  dnfrii  die  EinlieU  der  Uoge  4^8*^ 
fMU,  m  gebe»  die  alalieeheii  Memeate  la  Fliidieariaiaa  «w« 
«d  ea  trir«  4aa  MentM  dea  Kffiftepaarea  (AB»  CBT)  gleiqh 
dtt  deppeltoB  Fliehe  das  Dfeieeln  ABC.  Errhshtot  au»  aeali*  la 
e  ela  iie<ii..CiF  «af  der  Ebea«  MBC^  ae  lat  Telv..(Jr«  Q)  cts 
Telr.  ABCD^iABC.CD.eimDCNi  aber  eben  ae  iataacb,  watt 
^£  der  CB^,  also  der  Ebene  ABC  paraHei  ist, 

Tetr.  iP,  Q)  -  Tctr,  ABCE  =  iABC.  CE .  cwECN. 

4 

Das  Produkt  2.ABC,e«MDCN  tat  die  doppelte  aenkrechte  Pro- 
jaitioa  dea  Umlecka  ABC  anf  «ioe  die  CD  aenfctadit  aehacä- 
diede  Ebenes  dieaarabar  lat  augleieb  daa  MaaMat  der  Kraft  AB 
09ea  die  Axe  CD,  walebea  dka  mit  üf  beaelcbnat  warde ;  also 
ilt  2.  ABC.casDCN^  M  aad  mitbin  Tetr.  (P,  Q)=^lCD.M 
s=lQ.M,  da  CD^Q  ist.  Dieser  Ausdruck  des  Tetraeders  ist 
der,  voü  welclitim  Herr  Prof.  Möbius  ausgeht  • 

Daa  Produkt  2.  ABC, cos  ECN  ist  die  doppelte  seokrechte 
Projectlon  ides- Dreiecks  ABC  auf  eine  die  CE  senkrecht  schnei* 
dcade  JEäieae,^  alae  lat-  gleit!)  «leni  Momente  V  des  kkdnstea 
zmmmetigeaeffeten  Paarea,  welches  in  Verbindung  raft  einer  der 
R  gleidiiea  tM  paraOefen  Kraft  die  Krifte  P  tmd  Q  erdetet 
iUer  dvgl^ibt  alth  ala  avrelter  Anadrueks 

;  '  Tetr.(P,Q)  =  iC£.F-iß.F.  , 

IVima  mm  die  Kräfte  P  nmi  Q  den  Kräften  P"  nnd  gleicb- 
^«aa,  ao  haben  be&da  «yateaui  elaarlei  Mittelkraft  M  aad  ihra 
Ueiostea  anaaiBaaangaaekten  Fbaie  haben  glei^^a  llanaate.'  F< 
•liaaaldann6.Ta<r.(P,Q)B=£.F«nd«beila«raalsb«.Tatiu(P*  Q% 

mM^Vi  f«%ttcb  T^(PsQ)^T^4P'*V)>^  wla  der Ii*aila 
bAauptet.  •  «  ■ 
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Anmerkang.  Wenn  die  Kräfte  P  und  ^  ein  Paar  bilden, 
•o  iBt  K=^0;  wenn  sie  einer  einfacheo  Kraft  gleicbgeiten»  ist 
F=0,  und  wenn  sie  einander  CI  eich  gewicht  halten,  isl  itesü 
wmd  Fs=iO  ;  In  allen  diesen  Fällen  ist  Tetr.  (P,  Q)  =  0,  so  wie 
das  obige  Monenl  jtfsO;  die  vorsteheBdeii  AwdrfidLe  filr 
Teftr.(P»Q}  gelten  also  ohne  Aesnabme.  . 

Zusatz.  Es  sei  gegeben,  dass  die  Kräfte  P,  Q  einerseits 
und  die  Kräfte  P*,  andererseits  dieselbe  von  Null  verschie- 
dene Mittelkraft  imben  und  dass  zugleich  Tetr.  (P,  Q)=Tetr.  (F'^QI) 
sei.  Da  nan  das  erste  Tetraeder  sieb  darcb  V  und  das  sweite 
iti  gleicber  Weise  dorcb  IRW  ausdHIclcen  Ifisst,  wo  Bf  nacb 
der  Voraassetzung  =Ä  ist;  so  folgt  aus  dem  Gegebenen,  dass 
auch  V  sein  mass,  oder  dass  die  kleinsten  zusammengesetx» 
ten  Paare  beider  Systeme  alsdann  auch  gleiche  Momente  haben. 
Sollen  daher  die  Kräfte  P' ,  Q'  den  P,  Q  s^feichgelten,  so  blei- 
ben nur  noch  die  Bedingungen  der  Lac^e  zu  erlüüen,  auf  welche 
die  gegebenen  Voraussetzungen  gar  l^eineo  Bezug  haben,  dass 
n&mlicb  R  mit  R*  in  dieselbe  Gerade  fallen  und  beide,  so  wis 
die  gieiebea  Momente  V  ued  V,  in  demselbeii  Sinne  wiriEsA 
mttneo. 

Bemerlciiog  fiber  die  Reductlon  auf  zwei  Kräfte. 

Dass  beliebige  KrSIle  an  fest?erbondenen  Angriffsponkten  sidi 
Immer  auf  zirel  bringen  lassen,  verdient  gewiss  bemerkt  sa  wer* 

den,  aber  zugleich  muss  man  auch  anerkennen,  dass  diese  He- 
dnction  eine  unvollendete  ist,  obgleich  namhafte  Lehrbücher,  \rie 
«.  B.  die  von  Francoeur  und  Poisson,  sich  damit  begnügen. 
Die  Bestimmung  von  zwei  Kräften  erfordert  zehn  Grössen^  näm« 
iicb  sechs  Componenteo  und  vier  Coordioaten  der  Angriffspunkte; 
die  beiden  dritten  Coordinateo  bleiben  wiiikürlichf  weU  der  An» 
grUispiukt  jeder  Kraft  in  deren  Richtung  beliebig  rerlegt  werden 
kann.  Zwischen  diesen  zehn  GrOssen  bestehen  sechs  Glelchnn* 
gen;  es  lassen  sich  also  vier  Grössen  beliebig  annehmen,  wenn 
auch  mit  einiger  Auswahl,  wie  ein  Blick  auf  die  Bedingoogsglei- 
chungeu  lehrt.  Werden  hingegen  die  Kräfte  auf  eine  einfache 
Kraft  und  ein  zugehöriges  Paar  gebracht,  so  sind  damit  alle  un- 
wesentlichen Elemente  ausgeschieden,  und  es  bleibt  nichts  mehr 
unbestimmt,  als  der  Angriffspunkt  der  einzelnen  Kraft  oder  viel- 
mehr nur  zwei  Coordinaten  desselben.  Dass  aber  gerade  dieser 
Punkt  der  Wahl  fiberlassen  bleibt*  ist  ftir  viele  Anwendungee 
wesentlich,  da  man  oft  Veranlassung  bat,  «ii  dhiem  bestimmtes 
Punkte»  der  s.  B«  der  Schwerfraiikt  eines  Kürpeie  oder  eb  «Bhe^ 
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w9||ttdMEff  flUMipniBl  Min  kuMit  dici  gegilMMS  KrfAe  mi  mhn 
Mhi,  M  toM»  MUtillmill  wU  tmmiMA  lumMWH 
gefl«lftta  Pttr  KffMI»  gmde  m  ikmm  Plnkl  alMiMlM. 
nr  dim  Ammdnn^  «beAaapt  für  «vdtweo  ZitmIw 
dir  IMMlk  i«t  9hm  die  IMmdiM  nf  «rei  KiMt»  Mdb 
geflehee  ¥on  ihrer  UelMtiMitlitIt,  mM  ntavlieli,  de 

sie  die  AufTassun^  der  durch  dW  ICrftlle  bevrirkten  Bewegungen 
oicht  im  gerinjrsten  erleichtert,  während  durch  Zarfickführung  auf 
eine  einfache  Kraft  und  eir>  Knirtepaar  die  nachfolgenrle  Be«e- 
gongHtheorie  schon  so  weit  vorbereitet  wird,  als  es  in  der  8taiik 
geschehen  kann  und  soll.  Aus  diesen  Gründen  müchte  in  der 
Statik  fester  Kürper  auf  die  Redaction  auf  zwei  Kräfte  kein  gros- 
8e.s  (len  icht  SU  li^eii«  am  neiiiga&eB  aber  dab«i  sU^n  £ii  bkl* 


.  .  Ffir  das  Folgeode  eebe  ich  mich  genothigt»  bei.  dem  Lasar 
j  fiaige,  Belcaiwtttchaft  mit  den  UnterauehungeQ  vorauaeesetae^ 
walehe  ich  vor  mehr  als  awansig  Jahren  Uber  die  Frage,  nach 
I  einem  fliitteipnokte  nicht  paralleler  KrSfte  angeatelU  and  anerst 
im  14.  und  tÖ.  Bande  den  Creüe'schen  Journala,  bald  dar- 
aaf  aber  In  einer  aebr  ?erein&ehten  Bearbeiteng  In  meinem 
Handbncbe  der  theoretiacben  Mechanik  mitgetheilt  habe, 
fcb  verkenne  freilich  das  Gewagte  dieser  Voraussetzung  nicht, 
da  genanntes  Buch  nur  wenig  beachtet  worden  zu  stlii  scheint. 
Inzwischen  ersehe  ich  doch,  dass  Herr  Professor  Broch  zuChri- 
stianla  in  seinem  1854  erschienenen  Lehrbuche  der  Mecha- 
nik den  genannten  Gegenstand  ziemlich  ausführlich  hehandpit  und 
dabei  mein  Handbuch  recht  fleissig  bennt7.t  und  ausgebeutet  hat, 
I  ohne  dass  es  ihm  jedoch  gefallen  hätte»  dem  Leaer  die  Quelle 
m  oeoneo«  aua  welcher  er  aehöpfte. 

Der  SafSy  ven  welchem  die  Rede  sein  aoll,  bat  iwar  seinem 

Wortlaute  nach  einige  Aehniichkeit  mit  dem  vorigen  ,  ist  aber  von 
'  diesem  wesentlich  verschieden,  weil  er  nicht  nur  fiir  alle  Zerle- 
,  gangen  der  Kräfte  gilt,  sondern  auch  bei  beliebiger  Drehung  der 
Kräfte  (ohne  Aenderung  ihrer  gegenseitigen  INeisrungen  nSmlicb» 
wie  hierbei  immer  zu  verstellen  ist)  noch  gültii^  bleibt,  was  bei 
dem  vorigen  Satze  nicht  der  Fall  war.  Die  erste  Erwähnung  des 
Satzes  tindet  sich  in  Crelle's  Journ.  Bd.  15.8.30  ;  gegenwär- 
tig' beabsichtigte  ich,  den  damals  gegebenen  Beweis  zu  verein- 
fachen und  die  Untersuchung  vollständiger  durcbaufüfareo. 

'         Werden  die  Kräfte  eines  gegebeuen  Systems,  dessen  Mittel- 
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hnm  Mt  M       Mrfc  M  RitMwim  jMÜnt  «od  M  Cm»« 

^        Fticfce  des  Df«ie«fai,  wrl<hes  diese  drei  Schwer- 
pmk^^i  ZG  Spitzi^fj  bat    Es  s*i  f^n^   7"  der  Inhalt  des  Tetrae- 

«rftealoi  fMttHcr  Kräfte,  ^  Bidbi»>g  n4  Grusse  nach,  dr«i 
iBiHMrottnifii  Kante«  büdea;  besteht  der  Lehrsatz  di^ 
flM»  Am»  dss  Pr«d«ht  ^.T  Imm^w  draselbM  Werth  h«t 
■fteli  ir#lckM  Rieht« seeB  avch  dif  Krifte  s#rlegt  wav« 
Jm  ••ieik  D»  dieses  PftwUrt  iftahw  neb  dndb  Prohug 
: Krifte  r.rdbt  eei»dert  wird,  so  ai«»  es  sich  ,  wie  alle  nvt 
I>r«^f:ne  and  Zerletjunzen  nnabbinei^e  GrÜ!«^^,  Aiftrli  die  Mit- 
Xtikfr-Jx  R  und  fiarch  die  Ar^menle  der  CeDtralfisror  (nelche  in 
mf-Äi.f^m  Lefariraehe  bei  ^ie^^r  Lofersncbiiag  Ton  S.  92.  an  über- 
äll  dsreh  p  nmd  q  bezeichnet  md)  aasdittehoi  luseD.  In  der 
Thm  iiidct  «ch  ^.  J=iJ^.;ML 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  seien  P,  P ^  P  die  drei  liurcli  Z0^ 
d*?r  nrsprunslicben  Kräfte  enlstai; denen  Resfoltanten  paralleler  I 
Kfäfte;  durch  ihre  Angriftipiiokte  sei  die  Ebene  der  rechtwinUigci 
Amtm  M  and  jf  gelebt,  and  es  «ei  fifr  diese  Punkte  :r=a,  jf=6  for 
P;  fiir  P";  ar:=a*,  liirl^;  daher hekmtM: 

Blan  denke  sich  dieselben  Kräfte  noch  auf  eine  andere  Welse  in  ' 
die  Compooeoteo       Q* ^  Q**  zerlegt,  ^reiche  aiier  senkrecht  aut 
einander  stehen  und  deren  Angriffspunkte  durch  x  und  y,  x'  nod 
y' .      und  ^  bestimmt  seien.    Wird  ferner  durch  {P,  Q)  dar 
Winiwl  swischen  sw^  Richtungen  P  nad  Q  nngedentet»  so 

eim(P,  Q)^u       coAiP,  eiM(/>,  Q^=:f 

cos(P,  Q)—a'  cosiP,  Q')=ß'  cm(P,  U  )  —  I 
cesCP',  cos (P*,  C')=i3*     cosCP'.  0^)=/. 

Nach  diesen  Erklariinjen  der  Zeichen  ergeben  sich  sofort  ! 
Gleichungen:  Ö= /^a^/^a' -f- P"a^  u.8.w.,  oderkürzer geschriebeo;  ' 

Qx=z£Pu.a  Q'x'=z2Pa,ß         Q  V'=  2:Pa,f  [  (I) 

Qg:=SPb.a         V^=iZPb.p  (Tf^SPb.j.) 

Seist  man  ferner:  «jj*  —     ^  [a,  ß'],  daher  aneh  =  [/?,/] 

n.  a«  f.  und  bezeichnet  durch  TM  den  Modul  der  kurperltebeo  £ck^ 
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welcbe  die  RkfctmgMi  P,  P*,  P"  aii  KantM  hsC»  «o  btHihw  IM» 

und  diese  Relationen  bleiben  auch  richtii^,  wenn  darin  die  Buch- 
staben a,  y  und  ehen  so,  wenn  ihre  Zeiger  ^,  "  cyklisch  ver- 
wechselt werden.  Mit  Hülfe  dieser  allgemeiD  bekannten  Formeln 
ergeben  sich  aus  (1)  (oigeode  Wertbe: 

m 

Q'  Q"  {x'y"  -  x  'y  )  =.  PF'  {ab'  -  a'b)  [ß,  2''J 

Werden  diese  Gleicbiingen  linkerband  nut  ^,  Q',  Q" ,  rechterhand 

aber  mit  deren  Wertben  nus  (1),   namÜch  ZPa  ,   der  Reibe 

nach  muitipltcirt  und  die  Produkte  addirt,  und  wird  noch  Ür 
sy'  —a^y-\rx*y"^a^^  -^x^y—xy"  das  entsprechenile  Zeichen 
2.^'  eingeführt,  so  erb&it  aaa  nittele  der  eben  angedeateteo 

Q«'«^.^'»  PPP^.m.  (8) 

oder  da  PP'P\m=i6T  und  gleicberweUe  QQ'Q^^ör  wt: 

wddw  GMolune  den  so  bevf «inendeD  Sats  Mwdrickt 

Zusatz  1.  Es  darf  angenommen  werden,  dass  die  Dichtun- 
gen der  senkrechten  Zerlegung  der  Kräfte  so  gewühlt  sind,  dass 
keine  der  Componenten  Q,Q',Q"  verschwindet ;  dagegen  kann 
Ton  den  Componenten  der  anderen  Zerlegung  eine»  s,  B.  P=rO 
seift.  In  diesem  Falle  sind  jedoch^  wie  bekannt,  wegen  P—O 
keineswegs  aueb  Pa  =  0,  Pb=zO,  sondern  diese  Produkte  (Mo* 
neato)  behalten  endliche  bestimmte  Werthe.  Um  sie  anschanliober 
darzustellen  s  werde  im  Anfange  der  Coordlnaten  eine  beliebige 
Krall  jr»  parallel  der  RSehtnag  der  P,  tmd  aegleick  en  denwel» 
hmt  Funkle  eotb  die  aiilgHamtaaetale  Mraft  «-IT  ogebnekt 
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Indem  diese  nenen  Kräfte,  an  beliebiger  Drehung  des  Systems 
theilnebmendy  stets  der  Richtung  P  parallel  bleiben  und  einan- 
der aufheben,  wird  durch  ihre  Beifügung  an  dem  Systeme  nichts 
geändert.  Wird  nun  die  Kraft  K  mit  den  ihr  und  einander  pa- 
rallelen Coroponenten,  welche  die  Summe  P=0  bilden,  zusam- 
mengesetzt, 80  erhält  man  eine  einfache  Kraft  K  an  einem  festen 
Schwerpunkte,  dessen  Coordinaten  wieder  mit  x^a,  ^  =■  6  be- 
seichnet  werden  mugen.  Diese  Kraft  K  bildet  mit  der  am  An- 
fange der  Coordinaten  angebrachten  Kraft  — K  ein  Paar,  welches 
die  der  Richtung  P  parallelen  Componenten  in  allen  Stellungen 
des  Systems  ersetzt.  Dabei  besteht  die  Gleichung  (3)  fortfüh- 
rend, nur  müssen  darin  die  Produkte  Pa,  Pb  durch  Ka,  Kb  er- 
setzt, P  aber  muss  =  0  angenommen  werden,  wo  es  ohne  einen 
der  Faktoren  a  und  b  vorkommt.    Es  war: 

'l.PP'P^.A^  PP'P" [ ab'  - a'b  +  a'b^-^oTb'  +  oTb --ab"] 
zuPP" (b' .Pa—a'.Pb)^  PP'P^^a'b"  —  a'b') 

+  P'P"(a'',Pb-b''.Pa); 

wird  nun  Null  fiir  P,  Ea  ffir  Pa,  Kb  für  Pb  eingesetzt,  so  ver- 
wandelt sich  dieser  Werth  in  folgenden: 

KP'P"  (ab'  -  a'b  +  a''b—ab'') , 

und  die  immer  noch  gültige  Gleichung  (3)  nimmt  folgende  Gestalt  an: 

2.  QQ'Q".d=KJ^P'',m(ab'-'a'b-\-a''b  —  ab'').  (4) 

Ist  noch  eine  zweite  Componente  P'^O,  so  muss  die  dritte 
P^zizR,  d.  h.  der  Mittelkraft  des  gegebenen  Systems  gleich  sein. 
Denkt  man  sich  wieder  eine  willkürliche  Kraft  K' ,  der  Richtung 
P*  parallel,  nebst  ihrer  entgegengesetzten  — K'  am  Anfange  der 
Coordinaten  hinzugefugt,  und  dadurch  die  Kräfte  P*  auf  ein  Paar 
gebracht,  nämlich  (Al',  — dessen  Kräfte  die  Punkte  (a',b') 
und  (0,0)  zu  Angriffspunkten  haben;  so  sind  in  der  Gleichung (4) 
wiederum  die  Zeichen  P*,  P'a',  P'b'  durch  0,  K'a',  K'b'  zu  e^ 
setzen,  und  da  zugleich  P" ^  R  ist,  so  kommt: 

"i^.QQ'Qf     -KK'R.m,(ab'—a'b),  '  (5) 

wo  a  und  b,  n'  und  b'  sich  auf  die  Angriffspunkte  der  hinzuge- 
fügten Kräfte  K  und  K'  beziehen.  Stehen  die  Richtungen  P,  F,  P' 
senkrecht  auf  einander,  so  ist  ]1T=],  und  wenn  aus»ierdem  noch 
P=0,  /^  =  0,  mithin  P"  =s.R  ist,  so  ist  der  Angriffspunkt  von 
R  der  Centraipunkt,  welcher  von  jetzt  an  zum  Anfang* 
3s  und  y  genommen  werde,  deren  Ebene  keine  andere 
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.  2.QQ'(r.4'^B»0a^-^a'b).  (6) 

Das  gegebene  flyüiftiii  tos  Krlften  Utk  fiter  aef  fthif  KfiA«  ge- 
bracht, welcfie'  alle  :=  R  sind  und  w  elche  in  eine  einfache  Kraft 
ara  Centralpunkte  C  und  zwei  Paare  zerfallen.  Die  Arme  dieser 
j  Paare  fangen  in  C  an  und  mögen  CA  und  Ch'  hei-sscn  ;  ihre  End- 
punkte A  und  B  hallen  die  Conrdinateii  «und  n'  und  />' deren 
AnfangS!punkt  C  ist:  die  Kiilitung  der  Axe  ;r  oder  n  ist  «labei  in 
der  Centralebene  noch  Im  lielijjr.  A?irh  sind  die  Hithturiüeii  der 
drei  im  CentraljMinkte  an^cftrat  lif on  Kräüo  R  senkrecht  auf  ein 
ander.  Es  ist  aber  Immer  muglich,  die  Zerlegnngsricbtungen 
m  wlhlen,  dass  die  Arme  CA  und  Cß  senkrecht  auf  einander 
•tehen ;  sie  fallen  dann  in  die  Dardischnitte  derjenigen  .Ebenen, 
welche  ich  in  meinen  Cntersuchungen  die  Mitteiebenen  genannt 
habe»  mit  vi«'.  Centralebemt.  Wird  diese  Zerlegn^g  der  KrSflte 
roraosgeaetzt,  und  nimmt  man  CA  zur  Axe  der  CB  zur  Axe 
der  if,  80  iWrd  ä^p;  6=sO,  n'tsO,  -  6^  es      niid  nflthin 

oder,  weil  WQT^d'-^.  TJ*^^.  TA  iat.  se  folgt:  T4^iJ^.p^. 
woleher  Aofdraclc  nicht  aliein  die  UnTer$nderlichlLeit#  eendem  xn* 
gleich  apeh  die  geometrische  Bedeutung  des  Produictes  TA  darlegt. 

■ 

Zufsatz  2.    Wenn  die  gegebenen  Kräfte  so  vertheilt  sind, 
dasa  die  di«l  äehwerpnokte  bei  irgend  einer  Zerlegmig  In  gera- 
dtr  Linie  Begau»  so  bleiben  sie  auch  bei  jeder  anderen  Zerlegung 
10  dm^lben  Geraden ,  welche  Ich  die  Centralaxe  xu  nennien  jpllefte 
iipd  wcldhe  ,nif  diesen  biesonderen  Fall  an  die  Stelle  der  Cen* 
Iralebeae  frftt.  Solche  Krftfte,  lassen  sich  Ininie^  idorch  swal  auf 
\  elae  llir  arte  Drehungen  gattig  UeHiende  Welse  crsietaen, 'd^rifb 
Angriffspunkte  wieder  In  der  Centrabxe  lieiic^n.*  Indem  ^se  ZA*- 
rOckführung  auf  zi^'.ei  Kräfte  auf  «n^.äbHg  viele  Arten  geschehen 
I   kann,  bleibt  das  Produkt  au»  dem  Dreiecke,  welches  jene  beiden 
I    Kriiftti  nach  Iiichtung  und  (Crosse  zu  Seiten  hat,  in  den  Abstand 
i    ihrer  Angriffspunkte  stets  von  derselben  Grösse,    und  zwar  ist 
dieses  Produkt  =.\P^.q,  wo  Ii  die  Mittelkraft  und  q  den  Halb- 
messer des  Cenfrallsn  ises  bedeutet,   wckdier  in  diesem  besonde- 
ren Falle  an  die  St«  lle  der  Ellipse,  so  wie  die  (  en(ralaxe  an  die 
j  ^Stelle  der  Uyiierhcl  tritt.  —  Der  Beueis  ist  auf  ahnliche  Art,  wie 
hei  dem  entsprechenden  allgemeinen  Satze,  Leicht  zu  fuhren. 

Schlleasllch  noch  eilige  Bemerkungen,  die  sich  anf  die  Lage 
dsr  Mittelebenen  geg<$a  die  ebejf  «lil'  CA,  CB  bexelcfaneian  Arme 
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di«  CMHimtM  4tor  AvgilKipMAt«  4n  'M  P,  P*»  F% 

w«leh6  Punkte  io  der  Gentralebeae  vad  ide^t  In  gerader  Linie 
liegend  gedacht  werden;  der  Centratpunkt  C  sei  der  Anfang  die- 
ser Coordioaten»  Zerlegt  man  nun  die  Kräfte  Py  P' ,  P"  nach 
drei  s^et^ert  einander  senkrechten  Richtungen,  von  h eichen  e'm« 
der  IMittelkraft  R  parallel  sei,  bringt  nach  jeder  der  beiden  an- 
deren Uiciitungen  die  Kräfte  -{■  R  und  — ß  in  C  an  und  Metz,t  nach 
jeder  Richtuns;  Ii  mit  den  ihm  parallelen  Kräften  zusamnieik, 
so  ergeben  »ich  zwei  Schnerpnnkte  A  und  Bj  deren  CoordioAte 
i  und  ^  (für  A),  S  und  ti'  (lür      seien.    Biernaek  Irirdi 

i!t|  s=  i:Pacosft  Bf!  s SPaeosß 

Zugleich  ist 

ZiHMütssO,  £ptmß^0»  iPtimy^kg 
nnd  wail  der  Centralpimkt  sam  ifnfaiige  der  CoordiiutteB  gefräUt  ist; 

.Es  sfll  vuii 

cos«  =:siny  cosd  Qosß  srsioy  sind 

Cosa'  =  sin /cosd*  coBß^  =sin/  81«^ 

MSi^txsiB/niisd''  MjTsstia/'sM*'» 

«0  gehen  durch  die  Drehung  der  auf  der  einfachen  Kraft  R  senk- 
rechten Zerlegungsrichtuogen  um  einen  heliehigen  Winkel  tf  die 
4»  d%  d""  In  d  +  u,  d'*f     ^"-1-»  und  die  Schwerpunkte  A  and 
itt  die  neiieiii  Schwerpunkte      und  U*  über,  deren  CoordiBaliB 
«  ud  y«      und  y'  sein  mOgeo.  £s  orgiebt  sich  sofort: 

i2s?  SS  £1^11  sin  3^008  (d^ti)  u.  s.  if.; 

.daher : 

X  a»£co8M—£' Sinti  y  s^ijco^u— ij'sioic 

^  £=  I  sinn  -f  S'^*^         y      siD«  <f  y  coetb 

Soll  unn  der  HVInkel  JlCV  ein  teebtef  «eint  m  muse  die  Bedingung 
xx'  ^^^'^  erfltflt  werden»  woraos  flir    die  <SI*iebnttg  folgt: 
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m  welcher  dann  weiter  die  Punkte  A'  und  irod  mit  tbneo  die 
Lage  der  Mittelebenen  beelimmt  werden  kann.  Denkt  man  sich 
Iber  die  Sehwerpnnkle  A  and  B  echon  in  den  Mittelebenen  lie- 
Umd  mid  die  Arme  CA  und  CB  al«  Azen  der  x  und  5f,  ee  wird 
■  obigeo  AiiedrGeken  der  Coordinaton  der  neuen  Sebwerptmlrte 
/andil':  |=:p,  i}  =  0,  {'=0,  V  =  9*  und  mitbte: 

«s=|9eoe»»  3r  =  —  ^eintft  (för  A') 

niid 

jT^spein«,  ff^qeMu  (fttr 

robei  ti  g'&nz  beliebig  gebiieben  ist.  Hieran«  ^o%t,  daeir  bei  tet^ 
iodertor  2<erlegai|j;cvn9btiieg  die  beiden;  zuKanujsfngel^riji^  Schwer* 
iQokte  A'  und  ^  auf  einer  Ellipse  fortrucken»  deren  Glelcbung 
■oigmde  ist:  ;  / 


IIB aebon  im  15.  Bande  des  Grelle'sehen  Jonrnmls  8.  34« 
«nerki  wurde;  dabei  blfibl  dla  gegedstftige  Lage  der  Punkte 
1'  und  Bf  immer  eine  solche ,  dass  drt/  +  ^V  =  0  vnii  dass  das 
bdeck  A'CB*  immer  die  gleiche  Fläche  behält  ödef  xy*^x'y 
^ptf  fst.  Es  lässt  sich  aber  die  mit  dem  Winkel  u  veränderliche 
^ge  der  beiden  lüdammengehSrigen  Schwerpnnkte  A'  und  B'f 
1  der  Ellipse,  deren  Renkrechte  Kanptaxen  CA  ^  p ,  CBt^il 
ind,  auf  folgende  einfache  Anschauung  zurÖckfilhren :  Beschreibt 
uin  um  C  mit  dem  Halbmesser  CA  =  p  einen  Kfeis  REAGM 
faf.  V.  Fi^.  8.)s  fvelcber  von  der  Are  =  ^  in  geschnitten 
ird,  &t^t  ifimuf  den  recbten  Winkel  iiCA  b^iobig,  so  dass 
r  m  aib  Ltfg«  BC€r  kommt»  und  Hält  vob  den  PVmitin  JS  ttnd  O 
tt  KtfbiM'  die  LotKe  £J9'  Wd  auf  CA,  wetebÜ'  die  1BII!|is^ 
liP  eird  il'scMieldbn,  —  nlmfidk  so,  dass  dio  Punkte  E  und  'B* 
eide  auf  derselben  Seite  von  C!^  liefen  und  ebenso  auch  dlif 
'onkte  G  ur\ä  A*  ihrerseits,  —  so  sind  und  die  gesuchten 
isimrnen^ehöricjen  Schwerpunkte.  Dabei  ist  es  glelcKgfllti«»,  ob 
"  gewählte  Halbmesser  CA=p\  mit  welchem  der  Kreis  be- 
dirieben  wurd^»  die  grosse  oder  die  kleine  Halbiae  derE^ipfse  ist' 
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itxv. 

Klffmentare  Theofie  das  PenklvemdM  Fi«- 

caalty  au»  neuen  Ge^icliis^unkien  dajrgeätellL 

«  .  • . 

Von 

dem  Herausgeber. 


E  i  n  I  e  i  t  a  o  g. 

i 

Die  TLeorie  des  so  ungemein  wicbtij^eu  nn  l  in  jeder  Bezieh 
ur>»  das  <»rösste  Interesse  för  sich  in  Ansprix  h  nel)inen<len  Foa* 
eauU  8chen  Pendelversuchss  ist  ftcboi)  nft  aut  eieiuentarem  \Veg$ 
darzus^teilen  versucht  worden»  und  ich  hahe  es  mir       einer  be- 
eonderen  Pflicht  gemacht,  mehrere  dieser  elementaren  DarateUoi' 
gen  in  frflfaeren  Heften  de«  Archive  den  Leeern  dieeer  Zeitaehiift  1 
mitsntheiieo»  nach  eelbst  einen  Beitrag  su  denselben  sa  lieAli 
versucht  Ich  gestehe  aber  offen,  dass  keine  dieser  Darstelltf- 
gen  mich  vollkommen  befriedigt  hat«  so  sehr  ich  auch  das  Ver 
dienstlicLe  mancher  (ier*»ell)en  anzuerkeuiien  hcreit  bin  ,       i  liieiC 
A ru'i  kennunir  bei  jeder  Gelegenheit  auch  itüctitiich  auszusprechen 
mich  bemühet  habe.    Und  so  uenig  mir  soll)8t  die  bis  jetzt 
kannten  elementaren  Theorien  des  mit  Hecht  so  sehr  berülimteo 
Versuchs  vollkommene  Befriedigung  gewährt  haben,  so  bähe  ich 
dieselbe  Erscbeinnng  auch  bei  Anderen,  insbesondere  bei  mehr«' 
rern  meiner  ansgeseiehnetsten  SehOler,  wabrxanebmen  mehrfacbs 
Gelegenheit  gehabt   Daher  habe  ich  mich  irielfach  bemGhet,  tvAr 
lieh  eine  mir  völlige  Befriedigung  gewährende  elementare  Dät- 
^t«dliin^  zu  finden,  und  bin  sehr  oft  und  zu  verschiedenen  Zeitei» 
zu  fliesen  Meditationen  zurückgekehrt    So  bin  ich  denn  endlich 
zu  den  Cntwickeiungen  gelangt,  die  ich  im  Folgenden  dem  tt 
theile  der  Leeer  des  Archivs  unterwerfen  werde«   Ich  werde  mich 
bemQhen«  zuerst  die  allgemeinen  Principien,  anf  denen  die  foi' 
gende  Dntstellusg  beruhet»  mit  möglichster  KOrse  und  BüiNUigfcfltf 
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darzafegen,  worauf  dann  die  weiteren  Entwickelungen  dufchati» 
bloss  rein  -  geometrischer  Natitr  sein  werden.  Die  durch  diese 
EntwickelungeD  gewonnenen  Resultate ,  die  ich  anch  an  sich  flir 
kemetkenswertb  halte,  sind  keine  Näherun^sformeln,  sondern  tuI- 
Hg  gtnane  analytische  Auadrficke,  und  führen  mittelst  einer  ^än^ 
strengen  Gränzenhetrachtnng^  i|ie  in  der  Natur  den  Foucault- 
•eben  Versudia  seihst  ihre  vollkommene  Begrfindoog  und  Berech- 
figoog  flindett  nogleich  za  den  AnsdHIcken,  welche  die  Theorie 
dlMen  merkvrQrdigen'Vernocbn«  enlhnlten,  die  also  eben  denbalb, 
weil  «le  durch  eine  gans  etrbnge  Orfinnenbetncbtonji  gawoi^nen 
irer^an  elnd,  gletchfbll«  anf  das  PirMcat  vSHig  etrenger  analytl« 
sdber  'A'iwdrtfeke  Aupmeb  sn  nAchea  vonionmte  btrecbtigt  sinife 
Aof  diese  strenge  GrSnt^belracbtang  lege  Ich  bei  dlBseii'  EnU 
nfekiBinitg^  ebenMle '  belNindlerea  Geiricbt«  nild  kanb  aiidereq, 
sokbe  strenge  GrSesenbetraobtungen  vertraten  seUenden  Betracb- 
tongsweisen  Oherhaopt  keine  wissenschafUlcfte '  Bereebtigung  In 
der  neuen  strengen  Wissenschaft  imefkennen.  Bei  allen  folgen- 
den Entwickelungen  habe  ich  mich  absichtlich  der  analytischen 
Geometrie  bedient,  die  ich  bei  dem  gegenvA artigen  Zustande  des 
mathematischen  Unterrichts,  wenigstens  auf  den  Lehranstalten, 
wo  der  vorliei^ende  wichtige  Gegenstand  in  ausgedehnterer  Weise 
fiberbanpt  zur  Sprache  komiiien  dürfte,  fÖr  ganz  eben  so  elemen- 
tar, wie  die  synthetische  Geometrie  und  die  Trigonometrie  haltet 
Dabei  hat  mich  ein  doppelter  (ilesichtspnnkt  geleitet.  In  v>  issen- 
schaftiicKer  Rü'cicsicht  halte  ich  nämlich  erstens  keine  andere 
Metbode  für  eben  so  geeignet,  mit  gleicher  Eleganz  zu  den  neuen 
Ausdrucken  zn  gelangen,  die  ich  im  Folgenden  entwickeln  werde; 
nod  xweiteni^  scheinen  in  didaktischer  Beziehung  die  folgenden 
tnfwicketnngen  sehr  geeignet  nur  üebnng  für  Anfänger  in  der 
AM[reiidiiPg  der  allgemefaieif  .Iformeln  der  ansl^chcvi  .fieeffetrle 
«l'feb*  Nach  diesen  vorliujjjgieii  JBeiperknn^en  gebe  lA.m  sv 
«a  jÖemst^iide'selbel  A.«c.  -  '  ' 


Die  allgemeinen  Principfen. 

Wenn  das  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Oberfläche  der  um 
ihre  Axe  sich  drehenden  kugelförmigen  Erde  in  geeigneter  Weise 
aufgehängte  Pendel  in  einer  beliebigen  Ebene  in  Scbwiügiibged 
▼ersetat  wird,  so  wird  die  Schwingungsebene  '  ' 

erstens  4nrch  die  Schnrer|Ecaft ,  genßthigt  werden ,  >  Cortwä^f 
read  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  zu  geben;     ,  ,  , 

•t"a4veilene  sber  vemiOge  der  Trigheirdns  Bestreben  haben; 
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Ihre  L«ge  m  Ifcxiate  olrihl  zn  «erindeni;     Au  sieh  aeibst «»  RftraHi 

Diesem  leUteren  Bestrebea  vrdr^i^  die  Scbwiji^Djg^eben^  ii^ 
d(^r  That  auch  vollstäodig  fol^en^  weap  die  Schwerkraft  picbt  Tor*^ 
hapdep  wSre^  welche  sie  verb)ndert,.  demselben  iroUatändi^ 
folgen;  daher  wird  91  e  dem  di^cb  4ie  X'l^sbeit  ihr  eiogedrüplcteq 
Bestreben^  bei  der  Bewegung  der  Erd^^  fortwährend  «igh  9elbst 
parallel  zu  bieibefi,  nur  so  w^it  oder  in  dein  Ms^se  folgen«  al« 
«s  ihr  gewissermaassen  von  der  Schwerj^raft,  die  sie  nuthigt,  ao- 
ausgesetzt  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  zu  geben,  er^ubt  «oder 
pe^stattet  wird.  Hiernach  wird  also  bei  der  ßewegung  der  JBr<)(^ 
uro  ihre  Axe  dip  Schwingun^sebene  des  Pendels  stets  eine  solche 
Lage;  im  Raosac^  i^n nehmen,  dass  9>e  imn^er  ducch  den  JUittelpBokt 
der  Erde  geht^,  und  die,  ihre  in  stetiger  Folge  unmittelbar  wber- 
^ehende  Lage  darstellende  Ebene  zwar  schneidet»  i^ber  sp  Qchnri' 
det,  dass  sie,  möglichst  wenig  von  der  z^  derselben  paralleleB 
|Li2^ge  abweicht.  BriB|^^n  wir  dieses  biei"  im  iUlg^JfieipeA  aw'^g^ 
sprochene  Princip  auf  einen  strei^gen  geometcischen  Ausdrackf 
wie  es  die  auf  dasselbe  zu  gründende  strenge  jstatbejmatische  Uq- 
^ersuoiiung  fordert  und  geibL^tet^  so  wird  sich  (vir  die  Bestinamni; 
der  Loge  der  Schwinguogsebene.  des  Pendel^  In  jc;deni  Zeita»^ 
ipente  das  (olgendje  geometrisch  Prjwcip  ergfit|eii;,    . ; . 

Die  Sc bwingungs ebene  des  Pendels  nimmt  f  i|  jed^m 
SKeltmomente  eine  solche^age  im  Räume  an, 'dass  sie 
durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  geht,  und  die,  ibrelP 
stetiger  Folge  unmittelbar  yorhergehende  Lage  dar- 
stellende Ebene  unter  dem  kleinsten  Winkel  schneidet 

'EHIeser  Lageobestlmmung  der  Schwingungsebene  des  Pendeb 
nun  einen  Ausdruck  in  analytischen  Formeln  zu  geben,  werdeo 
wir,  wie  immer  bei  derartigen  Untersuchungen,  zuerst  das  bei 
derttelbeu  zur  Geltung  kommende  Princip  der  Stetigkeit  aufgebeo 
rofissen,  und  demzufolge  zunächst  das  folgende  geometrisch« 
Problem  im  Allgemeinen  aufzulösen  haben : 

jP^nrob  f^^f^  gegabefen  l^umkit  auf  d^^f  vm  ihre  Axe 
sie.li -diie^efiden  E^iJ.Q,  bei  einer  bestlmmtep  Lage  der 
0elb|ei^^  list  etne^ugleich  durch  ;d^^  üditf^lpunkt  der 
Erde  gehende  Eben^  van  gegf&bejii^r  Lage  gelegt;  weov 
Dun  vermöge  der  Drehung  der  Erde  um  ihre  Axe  der 
I^  Hedeüffihend«  Punkt  In  eine  ändert  beliebige  Lage 
gekommen  ist,  so  solf  man  i\t  Lage 'eitiet  durch  den- 
M|h«n^  «.0id  4l<f)^tilielpunki  ide^r  Si^de  g^her^  -^  — 
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Weoo  0118  die  AiifUi0«iif  ümes,  soerst  Mm  IP^  4ft  Duico»« 
tumttil  fo*a  Auge  ftiigndeo  Problems  in  »weckeptsj^rgchgnidt 
Weise  geluBgeo  ist»  so  wird  es>  wie  wir  weitfr  «Ateo  sehen  iw« 
dee*  dun  aii^  leicht  sein,  durch  eiaen  streogmi  Griaienflher- 
Itang  nnailttelbar  sq  dem  Falle  der  Contiouittt  an  gelangen»  wel- 
dkw»  ^      dupi  Ohig#a  ¥en  aelhal  aicb  «igMtt*  äwk 

IL 

Analyti/fcb«  Afrfl&siMig  dar  vo?k0rgali^il<DI^  Aofgabt« 

Ihircli  dan  ala  f«st  gedachten  Mittelpunkt  der  Erde  ala  Ajot 
Ifflg  legen  wir  ein  festes  rechtwinkliges  Goordhiateuaysteni  der 

xyz.  Die  Ebene  der  sei  die  £bene  des  Aequators»  so  dass 
also  die  Axo  der  z  rult  der  Erdaxe  zusammenföllt.  Der  positive 
Theil  der  Axe  der  a:  kaun  beliebig  aiigenojnnien  werden,  der  po- 
sitive Thetl  der  Axe  der  y  aber  werde  t^o  aogenoiiiinen^  dass 
man  sicli,  um  von  dem  positiven  Tiieile  der  Axe  der  x  an  durch 
den  Winkel  (arjy)  liindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axo  der 
y  Z11  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  muss,  nach 
welcher  die  Erde  sich  um  ihre  Axe  dreht;  endlich  sei  der  po*.i- 
tive  Theil  der  Axe  der  z  von  dem  Milteipunkte  der  Erde  nach 
deren  Nordpole  hin  gerichtet.  Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  uns 
Bon  den  Ort,  in  welchem  das  Pendel  aufgehängt  ist,  der  im  Fol- 
genden der  Beobachtongsort  gCMPnturardan  aoll»  in  einer  belie- 
bj|geA  Lage  denken»  und  seine  polaren  Coerdlnaten  in  Bezug  auf 
das /rechtwinklige  System  der  xi/z  dnreh  m,  ^,  r  bezeichnen. 
Iht  Whffcel  0»  welchen  die  Prejectlon  4ea  nach  dem  Ueobaeh* 
tnagaorte  geaegenen  Erdbalbmeaaera  auf  der  Ebene  der  xnft 
dam  poeltifeo  Thdle  dar  Aae  der  »  elnachlleaat»  wird  in  der 
Ebene  der  von  dem  poalthren  Tballe  der  Aze  der  an  dnrch 
den  rechten  Whikel  (j^)  hindurch»  alao  Im  Sfaine  der  filchtung 
der  Dfehnng  der  Erda  um  ihre  Aae»  ven  0  We  360^^  gesdOilt;  S 
Ist  die  geographische  Breite  den  Beobachtungsorts ,  absolut  ^erioror 
m^n  also  nicht  grosser  als  90",  aber  positiv  oder  negativ»  jenach- 
dem  der  Bcobachtung^süit  in  der  nördlichen  oder  sQdlighen  Erd- 
häUle  lie^t;  r  l^ezeicbnet  den  {lalbmessei  der  Erde. 

Wir  wollen  una  Jetat  anernt  mit  der  Beatfmmon^ 
dar  Lage  der  Schwiogiin.g^^bene  d^a  Pendeia  bei  der 
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*  lg« 

itor^li  dt«  pdlaren  Coordinaten  i»,  Zi,  r  bestlmiAt«# 
ersten  Lage  des  Beobacbtvdgtdfte  Ib^lirehil^lie^;'  - 

•    Die  Gleichung^  <!er  Ebene  des  iMeridians  des  Beobachtnngs- 
ort«  in  dem  angenommenen  Systeme  der  :t^x  ist  offenbar  ia 
Jiger  Aügemembeit: 

■ 

•  '  ■  *  »  ' 

y so? fang 0»  oder  xslnn^yeoBnssO. 

Von  dem  Beobachtungsorte  aas  denken  wir  uns  in  der  Ebene 
des  Meridians  des  Beobaobtattgsorts  nach  der  Seite  des 'Nerdpftl« 
der  Erde  hio  eioe  auf  dem  oacb  dem  Beobachtangeorte  gezoge- 
nen firdbalbmeaeer  senkrecht  stehende  Gerade  gezogen,  und  be- 
aekbnen  die  tob  dieser  Geraden'  mit  den  poslttven  TlMÜen  der 
Axen  der  %  eingeschlossenen »  180*^  nicht  flbmteigendeo 

VnnM  raspectitre  durch  e,  w.  Ziehen  vrit  dann  feitartnn 
dem  Mittejpuolcte  der  Erde  ans  nach  derselben  Selte^  hin^elne 
dieser  Gerade^  parallele  Gerade,  so  sind  die  Gteitshungen  tteser 
ietsteren  Geraden  bekanntlich  ^ '  ' 


oesfi    .  eosn  eeste 

Bezeichnen  wir  die  180"  nicht  iil)eisteigenden  Winkel,  welche  der 
nach  dem  ßeobachtungj>urtc  i^ezogene  Erdhalbmesser  mit  den  po- 
siti\  en  Theilen  der  Axen  der  x,  z  einschliesst,  respective  durch 
u',  c',  ux's  so  bat  man  offenbar  die  folgenden  Gieickungen: 

r  cos    =  r  cos  CO  co8  Cd , 

r  cos  n' csr  sin  4s  OOS  c5  » 

rcosto'=rsinQ;^ 

well  die  Formeln  auf  beiden.  Seiten^  der  Glelehheitsneiclian  die 
recbtwhikl^en  Coordinaten  des  Beobacbinngserts  ansdrflekSB; 
also  ist: 

cos    SS  cos   cos  Q  , 

cos  e' s=  sin  tt  cos  9 

-  eeaVasslnii*  .  . 

Weil  die  vorher  von  dern  IVIiüelpunkte  der  Erde  aus  in  der  Ebene 
des  Meridians  des  Heobachtungsorts  senkrecht  gegen  den  nach 
dem  Beobachtungsorte  gebenden  Erdhalbmesser  gezogene  Gerade 
in  der  Ebene  defs  Meridians  des  Beobachtungsorts  liegt«  so  iit 
nach  dem  Obigen  offenbar; 
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MH  f^mcmmii,  mts  neuen  SeiicMStjntnHicn  danestHlL  ^ 

und       die  in  Hede  stehende  Gerade  auf  dem  nach  dem  Beob- 
aebtanf^orte  gehenden  EriHiAlbiiicmer  Mwfcmirt  stobt»  «o  iM 
MoMtlieb  «e  Uelebimg    '  .  v  i 

coa  II  coa  tt'  -f  C|M  9  coa  19'    coa  w  coa  ip'  s^O,  •  \, 

im  «nA  dem  VorhergebendeD: 

cos  »€00  9  eoaai-l-aia  »coa  cScoa« da  S  coaia  «  0. 

^tnmt  man  biorau  Docb  die  bekannte  Gieiabung  '  * 

cos     f  CO«  r*  -f-  cofii©*  =1» 

M  bat  man  aar  Beatimaiung  der  Wlokel  9,  w  dl«  drei  folgoa» 
deo  CÜofebahgent ,  *     .  ». 

>  ä  I  r  I  -      I  ^  M*%f 

•I  I  '  ♦Iii 

'aln#cQoii— tosfaeoav^^O»  .1 

coa  M  eoa  0  coa  tt -fsin  tt  coa  ^  coa  a -f- M  tt  coatp  0« 

coau^-f  coae*-f  coato*  =s  1.      ►  •    *!    '  '.i^» 

Beidainit  man  aitttolat  d«r  beldoa  eislMi  GMafcaagaa  coa«  aad 
ctaadorch  coaw^  00  erhält  piofi;  «  *  •      i  .rf. 

Cosas«- coa o lang cScoaw»  ni*  ^i-  ii, 

coa  V  s*->am  0»  tang  d  coa  la  s 

imd  folglich,  wenn  man  diese  AoadrGcbe  in  die  dritte  Gleicbuog 
einfährt:      .  '    -  -  -  :■ 

'  coa  10        cos  6; 

hUq  mit  Beaiebung  der  oJoereu  und  unteren  Zeichen  auf  eiuauiief: 

■ 

costt  »  7  cos  ttsio 

cos  V  s=F  sin  4»  ain  ö , 
cosw=l.coso$ 

iro  sich  non  noch  firigt»  wie  in  dieaeo  Formeln  die  Zeicbep  ap 
nehmen  sind*  was  sich  auf  folgende  Art  entacbeiden  lllsst«  Dsa« 
kea  wir  aaa  In  der  von  dem  Mlttelponkto  der  ßrde  ana  la  der 
AoKadss  Msfidians  des  Beobacfatnqgsorto  sef4arecht  g(sgeii,defi 
naeb  dem  Beobachtungsorte  gehenden  Erdbalbn^esaer  gezogenen 
Geraden  einen  beliebigen  Punkt  und  bezeichnen  dessen  Entfer« 
von  dem  Mittelpunkt  der  Erde  durch  q,  so  ist  die  dritte 
Koordinate  dieses  Punktes  in  dem  angenommenen  Coordinaten* 
Systeme  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit  ^costr,  nach  dem  OhU 
gen  alac       cosöf  da.nan  aber  disss»  dritte' Coonüiiata  uater 


den  obfiq  ^«iiidchten  Voraustiietzungea  offenbar  jederzeit  positiy, 
i«t,  uod  gleicfafaJU  j«d<rmU  positiv         ueil  der  ab#olut| 

Werth  von  O)  den  Quadranten  nicht  übersteigt,  90  mußß  mm 
dem  Vorhergeheoden  Ausdrucke  4:pcos(5  das  obere  Zeichen ,  und 
daher  überhaupt  aach  in  allen  obigen  Gleicbong«!!  die8eib«a  Zu« 
eben  o«biiieo,  d.  h.  man  moas  Im  Obigen         <    -  '  ,  . 

U        f.    .  ,<       /   ^OilW==5  — C0«(^-§iy^,  .... 

•etzen. 

1  ... 
Weil  die  Sehwingungs ebene  dos  Pendels  immer  durch  den 
Mittelpunkt  der  Erde,  d.  h.  tliircli  den  Anfang  des  angenommenen 
CoordioateDsystem»  gebt,  so  hat  dieselbe  im  Allgemeioen  die  Form 

and  da  die  Coordinaleu  das  B^ob««btupgi0rtA  offenbar 

•Indt  die  Scbwingungsebeoe  des  Pendels  aber  aubb  immer  doftt 
dieeeo  Ort  gebt»  w^Mi 

iOMm-  irif  dem  WiMtnäkH  4h  Efde.  mmiß  Umt  SUMtn 
gflQgeebctte  efaie  auf  den  eaefa  dem  BeobaebtsafMirte  g^Hmim 
Erdbalbmeaaer  aenkrecbt  afedkeadfl  Oeracte,  and  baiekboMi*  die 
voB  dieser  Geradea  mit  den  poaltivea  Theilen  der  Asea  der  a:,  y,t 
qiii|<e€iileaaeneB,  IflUfr  abahtibeBHeigeMden  ^hnkiltimllkmi,  «|,  wi ; 
ao  sind  die  Gleicboagea^ dieser  Gerades 

cosi%     cosei  cosfSi 

und  es  ist  also,  weil  diese  Gerade  iu  der  Scbwinguugsebeiie  des 
PeadeU  lie^t,  nach  dem  Obigen:  *  '  • 

.  i4sas%  •M^eaeti  4l7ceawi  ^9; 

weil  ai>er  diese  Gerade  aach  auf  dem  nach  dem  Beotiacbta^(a* 
orte  gezogenen  Erdbalbmesser  senkrecfat  stebt«  so  ist: 

ll|^  Wli  deib  Obigen:  • 
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.Ans  ^en  beiden  erntet  «lieber  fif^ichungeii  leitet  man  Mehi  dt« 
«ifei  tolseriden  Gleichufigen  ab;   *  '  '  -  '  •  •        -  ii  -x/. 

.         •   •     I        »         •  I  I 


■od  betekhnet  abo  G  eineo  gewiaaeo^  ttMh''aillKialuM«li -iNctoi'» 

8«  kaDQ  man  offenbar  eet/^cn:  <       •  .. 

Icoaiit     (IjFjtpalti  (0  (i;oa$  — ^i^ain  cS), 

QaijM^  i|l»D  4ie|f6,,4rißi  Glaffftongen  oii4i^4^irt  ^«rt4aiip.  419  ^kv* 
ander  9  so  erliftlt  aaan  wegen  dar  drittes  der  drei  obigen  Glei- 
chungen für  4ao  Factor  G  »unmittelimr  den  folgenden  Ausdruck: 

3)   G=±  , —    .  _    — —    

^    '  -^(Asia(ü — i^co8(o)^coatt^  l 

Bezeichnen  wir  den  ISO*^  nicht  ülicrüteigeDdeii  Winkel,  welchen 
die  beiden  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  «nrs  gezogenen«  durch 
die  Winkel  u,  v,  w  uttd  Ui,  Vi ,  Wi  bestimmten  Geraden  mit  ein- 
ander einachiieaaan«  darch  6,  ao  iat  bekanntlich  ^ 

^  «ach  1)  and  3):  -    »  -  *   r-i-     •/» '/ 

oak^^<M^G#8«Mia  Q  (CM  ^  eaaö-«^  iTaln  Q) 

<^6raino)sinc$(2l8ino— CcoaocoaQ)  ^.  «^i 
'  »|B«lMibliH^M^'Mi4ai««i), 


und  folglieb,  wi«  man  mittebt  leidHw  IMiaaiig  Mds.  > 

4)  •   .  •  *   ooi6=£-^Cr(J6intt~^Q08  0))» 

wo  fiir  G  immer  aein  obiger  Werth  zu  setzen,  wegen  des  Vor* 
seichens  aber  noch  eioe  besondere  Bestiffloiiiag  so  geben  ist* 

Zo  denn  EndA'  woHtn  Wfr  Hie  ProjtcHeii  dtfc  nach  dem  Beeb- ' 
scbhtDgsorte  gezpgenen^  Erdhalbmessers  auf  der  Ebene  de«  Aequa* 

tors  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  der  ^i^fZi  annehmen,  für  welches  die  Ebeoe  i 
des  Aequators  die  Ebene  der  Xiff^  iät,  und  der  posrttve  Theil  der 
Axe  der  so  angenommen  werden  soll,  dass  man  sich»  um  vod 
dem  positiven  T heile  der  Axe  der  äCi  an  durch  den  rechten  Win* 
IM  (fl^f)  hindmsb  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  aa 
^langCD»  im  81000  der  Drehung  der  Erde  um  Ibra  Aza  bewegea 
läaaa;  anaaerdettt  aoll  der  poaitira  Tbeil  dto  Axe  dar  xi  mit  dam 
IMwMr^.'TbgijkiJer  Axe,dai:<2  sasanimaafallM»..  Dana,  bat  maa 
naeb'  der  Lahre  yon  der  Verwaadlang  dar  Coerdiaaten  bekaoatttcb 
/IWifrlgwdf»»  Gleiqbui^ep:.,.^       .  ,  .  .       ..  . 

=^  cos  0» — 4;  sin  0»  9  * 

und  sind  nun  ai,  y,  z  und  jci,  ff^,  die  Coordmaten  eines  in 
der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  in  der  Schw ingunga- 
ebene  gezogenen  Geraden  liegenden  Punktes,  dessen  Entferouii^ 
Toa  dem' Mittelpunkte  der  Erde  wieder  q  sein  mag^  ao  iät 

'      ■  I  ■      .        *  s  '      i  •  '«, 

r      »  -  • 

aUie  aacb  dem  Verhergehenden: 


fi  =^(coa»coaet— ainttceaaii); 


.1  •  .-.v  l 
•I     '     ■  •  • 


/elglich..  nach  2)«  .wn»  man  lekhl  findet;. 

;ri  =  oG  Ld  sin  CO  —  X?  cos  co)  sin  (i> » 

«1  s=:^(7{(il4!oao-f  Bain0)sinSn-*Cce^fiU 

•  "  •  .    '  * 

W^ea  dar  eben  gefandeaett  Gleicbang      ,  n  .|t,i.  4.  * 

' .  Jcfloa^caaS  ^  jBebi  m  aeaS  4  Ciria  ft 
Ist  atier    o-'t»  )         •       .1  - 1  ^  •  r'.  ,  u».  ■ 


I'  II  »      »       ,1  -'■1 


t".^  »'ftir*''  ■, .        ^  ^ .  1  .  ,.  * 1 , 4.    .  4  ♦  1 1,  » »  I 

«MfefMibiiA«  M*  dm- MMtol|i««fct»4ii  Bidttü»  hi4it 
Mwingitgiitee  gezosow  4i€r«i«'  taiteeff.:«g'.«i^  .iidl».4lk  Hilf 
4er  8eKe  de«  lleridiao«  dee  Beobacktuagsorte  liegt«  nach  wd* 
eher  bin  elcli  die  Erde  Icwegt^  ac  lat  yt  positi?,  md  aaa  dar 
obigen  Gleichung  erhellet  also,  däks  man  unter  der  so  eben  ge* 
machten  Voraussetzung  das  Vorzeichen  von  G  immer  so  liehmun 
muss,  dass  das  Product  GC  ni  ij;ativ  wird,  wobei  man  nicht  un- 
beachtet  lassen  darf,  dass  cosoy  »tets  positiv  ist»  weil  der  abso* 
lui»,, , Werth  |W  ^Jfisht  fif  ü^ßef  ^.Mit- 

Dia  Lage  dar  Scbwtogangaabana  deil 'rtnMa>elleii*HHb 
Jetit  darefc  die  ge^a  liaiftVeatiiaail  dankao»  In  walcber  w^m 
deraalban  dar  Hariaanl  daa  Baobaelitüagaarts  eeschnfttaa  wird, 
Aer-inilatfK  Vlor-dita'^elicrti  eef'«^^  Aug« 

fassen,  in  welche  diese  gerade  Linie  dnrch  d^  Heobacbtun'^öri 
getbeilt  viird,  und  werdü/i  in}  Folgpnden  die^scn  Theil  der  in  Rede 
stehenden  geraden  Linie  der  ICiirze  wegen  die  8chmin(Tun?i«linie 
nennen;  der  Theil  der  Mtttajjslitde  des  Beobachtnn!i:>iorts ,  uckher 
voo  dem  Beobaclitungsortc  au8  na(  h  der  s^«$it^  des  iNordpoU  der 
Erde  hin  lic^t ,  soll  dagegen  von  jetzt  an  die  Nordlinie  irenannj 
werden.  Die  von  der  Schwingun^slinie  mit  den  positiven  Thei- 
len  der  Axen  der  x,  y,  zi eingeschlossenen,  180^  nicht  öberstei* 
genden  Winkel,  n  ollen,  t^ir  ces|ie<^iFe  diuch  «t,  ß,  y  bezeichnen» 
imI  der  Ton  der  Scbwinj^ungalinie  mit  der  Piordlinie  eingeaelilos- 
sene  Winkel,  indem  man  denselben  von  der  Nor^Ünie  an  nacii 
der  Seite  des  Meridians ' 4e6r  fieebaaMlilgsorts. .bin,  Aach.  wftlahBII 
die  Drehung  der  Erde  .gerichtet  .ist,  von  0  bis  360«  afihlt,  aall 
darcb  6  Wiaiebnafwafden/ Wobei man  dea  l^tgeadeli  fragen 
akbt  mibaaehtat  an  iiaiaii  hat,  deaa  hiaraneh  dlaia^  Wl^el 
der  NardÜDie  an  eigaotllch  der  Drebnog  dar  Erda  entgegen  gezählt 
irMiai. '  Ontiir'dneM!li'^di^^  '  i;o:iL 


^p^rcoavcoso     v — ralsMcoso  z-r-rainS 

^  ' "  "■  & *f  Iii.  II    ^1  ■  i..!  am  I   

coaa  coap  caajr 

die  Glafichnngen  d^f  gefadevk  liinie,  in  welcher  dar  Horizont  des 
Beobacbtnngsorts  Ton  der  Schwingungsebene  des  Pendels  ge- 
schnitten wird.  Da  diese  Linie  auf  dem  nach  dem  Beobachtungs- 
orle  gezogenen  £rdhalbtneät»er  senkrecht  di<;bi,  so        .  j 
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•Im  nach  dem  Obigeo;  •'      '  .! 

cosacosocosQ-f-coi^niiiveoso-f  cos^sio^  =  0; 
•nd  da  die  in  Rede  sldWBde  gerade  Lraie  ts  der  Stfcwiiifg» 


dmm  coBf  ^ . 


aiad,  isk  der  diireh  die  Gleieitang    *'        >  ' 

charakteristrten  Schwifi||^ngsebeiie  de«  Feodeto  lieget»«  troitiii 
«kli  Bumiütfihar  die  Giekbiiag  ^ . 

Jcos'ft4-Jf  ce»|)'4- Ceee^t=£0 


«gltlit  DahOT  jute  vir  »ntcbw  .  das  CMtaM  yl«  C.im 


■ 

^  cos  a -|- ^  coa  ^ C  cos  y  ^  0» 


iifid  bezeichnet  also  €r|  eloeo  gewisaen  Factor«  so  ka&ii  aun  be^ 


A  SS  Cr|  (coa^aia  u  —  coa ysm a  eoaiSi), 
(Mf  cta  iHMi9-^«eo»iiäbi^ 
Cas  Gl  (eoa«8ia  «I  ^  e<ia/fco«  a)co8  S. 


Ab»  Utr  ««a«Mi  adt  Bttfiai  dir  «MthMf.    .  - 

,  ...  ,  , 

  co5oco»»cosQ;f  c^s^aiDf9C09^i|^<;o«;^a|Aid  . 


»  .»  V  »»••    *  !»  *  -v        '  :.*  flu  iimU*^*! 

ein  o  —  Ccog  «  00«  c»)*  -f  (Habt 5 üato  m eoa Äi>^ 
11«^ 
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nd  daher  nach  dM  Oh^|Wi: 
Ami  dtt  0telciiiiiit  -  ' 

der  Scbiriogungsebene  des  Pendele  und  den  obigen  Ausdrücken 
mä,  By  €  efbentt  eber  W  der  Stelle,  dass  es  vcrsfattet  ist. 
Gl  —  1  2u  seUeo,  woraus  aich  ilaiin  ferner  nach  dem  Vorhergehende!^ 

eiiiek.  Dabei  ist  natb  4^  Obigen  . 

^  =cos/}8m€3— -cos/ifi^ereoi^^  ;       /  'i. 
:  Bs*>0Mfee«t^e«MI'd-^«oetfeiti^, 

C = (cosaein  m—eos/Scos  «)eo«IS  '«> ' 

AtAa  m  '^Bam  m  =  (eosacos  » cos/l  sin  ei)sin  S  -rieMfci»9.  ;•  k 

Wenn  nun  die  Scliwingungslinie  auf  der  S^ite  des  MeilOians 
de«  ßeobachtuDgsorts  liegt,  nach  welcher  die  Drehung  der  Erde 
gerichtet  ist,  £lo  iet  es  nach  dem  Obigen  offenbar  Verstattot^ 
6=9,  folglieh  eosOsseosd«  sin^ssintf  so  setssBiiilpidiiMh 
4)  ist  also: 

•■» » 

cos  ^ = i  (cos  u  cos  fl»  -|- CO«  ß  «in  o)  sin  «S — cos  yeom  c»  |, 

das  Zeichen  so  genommen ,  dass 

€rC  =s  :l:(ces«sin  o-^^^eoa»)cosS, 
i     wsU  cosS  positif  Isl,  dass 

±(cosasino— cos/3coso>)  ,| ,  ^       ;  .  „ 

■egati?  wird;  wenn  dagegen  die  Scbwingungslinie  auf  der  entge- 
gengesetzten Seite  des  Meridians  des  Beobachtunj^yorfs  liegt,  so 
mos«  man  offenbar  d  =  d-fI80^,  also  cosOss — cosö,  sin^ 
==^sio6  setzen,  und  nach  4)  ist  folgtichs 

tt§        I  (cosittös  1»  -fess/f^  1»)  sin  S  *-  cosycoscS), 
dis  Zeichsii  so  genommen,  daSs 

d.k,  wsii  eosg  fwitli  ist,  dM  •  '  ^^«m" 


negativ  wird.  iNun  überzeugt  man  sich  aber  ^anz  auf  diesell^* 
Weise  wie  oben  in  einem  ähnlichen  Falle  niitteUt  eiaf^  teickt^^ 
Coordioaten-Verwandloog  sogleich,  das«  die  GröM« 

cos  ß  cos  n  —  cos  asin  o 

-.!•'.  r*  •      .  ,1.  •  .  .     '  :,**••. 

if»  f?s(w,  C^lle  ^positiv» .  im^^ffcifai  Fall«  ii^tl?.  itl«  '^asp.  ihP^ 

^osasiooi — cos^coftt 

im  ersten  Falle  negativ,  im  zweiten  Falle poslHv  ist;  woraus  siefli 

mittelst  des  Obigen  auf  der  Stelle  ergiebt,  duaa  \a  beideu  Fallen 
abo  io  völliger  ^gemai^heit» 

coa^s— '  t(co«  «ca«  « -f-coa/^ain  o)aia5-^>eaaycaa  S ) 

edar 

5)  •  .  cos^sscoaycoaQ  —  (coaacosa)-|-coaj3ainQ)aiDO 
au  aetzeo  ist.  "    •  *  f 

WaU  bakBaatUeh 

coaacoso}cosu4-cosi3eiui«»po«Q4-c<>syaiii»  =sO 
und  folglich  •» 

coacecoa  c»  4  ^09  ß  aln  » =^  cos  y  tang 
coa7= — (coattcoa  m+cwß  ain  c»)cot  o 

iat»  ao  ist»  wie  man  leicht  lindet: 

^    cos  y        cos  ft  cos  w  +  cos^sinaa 

•^•^cosö^  ^"SiTö  ^'  ■  ■ 

■■d  folglich 

• 

;  |»itt^=:l-— ^=l-..co«y*— co8y*tongw«  ... 

= coa      eaa  ^ — (coa  aeoa  w -h  cos /^sin  o)* 

s  co4a^siQfio^/i-co8/^cusid^2cosacosj3ainc»cosa 
=:(cosasin(ö  —  cos^co»  ü)*,  _ 

also  nach  dam  Vorhergehenden  offenbar  in  völliger  Allgemeinh0''^' 

»an  &  SS  ^  (cos  «sin  10 — cos/Scos»).. 


•t! 
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Daher  babeo  wir  j^Ut  die  folg^n^to  gw»  iligoüCMi  gältigen 
ForiDciii:  « 


eoi9=:  =  =  

•in  B^&mßm^m"^ 


Bevor  wir  %veiter  gehen,  wollen  wir  zuerst  zeigen,  w\e  die 
Lage  einer  Ebene  bestimmt  wird,  die  durch  eine  gegebene  gerade 
Linie  gebt  und  gegen  eine  gegebene  Ebene  unter  dem  kleinsten 
Wiokel  geneigt  ist.  Zu  dem  Ende  sei  in  Taf.  V.Fig.9.  die  ge- 
gebene gerade  Linie  ÄW^  und  MN  sei  die  «gegebene  Ebene. 
Uofch  den  Punkt  B  siebe  mn  in  der  gegebenen  Bbene  die  be- 
liebige gende  Linie  5C»  Mte  von  il  auf  die  gegebene  Bbene 
des  Perpendilcel  AAi,  aut  die  Linie  liV  des  Perpendikel  AC, 
«od  liebe  die  Linien  BA^  und  CAg.  Dann  Ist 


AAg  ^ACMt^ACAi» 


AC  =^AB.siuABCi 


also 


«der 


AAi^AB.tkaABCMnACdt 


Da  die  Linien  aAi  nnd  AB  conetant  sind »  so  wird  der  Wieke  1 

ACAi  ein  Blinimnm  n'erden,  wenn  tAuABC  ein  Htttmani  wird, 
elae  für 

oder  wenn  die  Linie  I^C  in  der  Ebene  lUS  auf  der  Linie  AB 
senlcrecht  steht.  Folglich  wird  die  ge8uchte.  Ebene  bestinunt  (Uirtb 
die  gegebene  gerade  Linie  und  dio  auf  derselben  senkrecht  stehende, 
in  der  gegebenen  Ebeue  liegende  gerade  Linie. 

9eT«er  wollen  wir  uns  nnn  mit  der  Beetlmmnng  der 
Lege  dev  Sebwlngnngeebene  des  Pendele  bet  efne^ 
dnrch  die  polaren  Coordinaten  coi,  ö,  r  bestimmte« 
sweiten  Lage  des  Beohaebtungsorts  beschuitigeii. 

Bei  dieser  Bestimmung  halten  wir  uns  gaos  an  die  im  Obi- 
gen üBr  dieselbe  entwickelten  Prindpien  and  Bochen  deneelben 
nur  einen  analytiecheii  Avedrock  m  geben. 
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Oer  nach  dem   Beobachtungsorte    gezogen**  Erdbalbinesse 
achliesse  mit  den  positiven  Theileo  der  Axeo.  der  je,y,z  die  läMl 
Hiebt  ibeisIngciideD  Winkel  «i',  V.  Wi'  en,  M: 

ce««^'  =coefliie<N»üy 

eo8V|'  =  sin  tili  eoftS» 

Ein  anderer  beiiebigery  auf  diesem  Erdbalbmesser  senkrecht 
•teheoder  Erdhalbmesser  sei  gegen  dt«  positiven  Thelle  der  Axe« 
der  $t  %  inter  den,  lfiO>  niehi  abei^eigeodeii  Winkclii  ^»  wF^ 
mT  geoeigtt  co  ist 

folglieb  naeb  dem  Obigen: 

cos  »1  eos  S  eos    -l- «in  01     ^  cos    -|- Ain  ^  <^     = 0* 

Soll  nan  dieser  Erdhalbmesser  in  der  ersten  S^wiogangseb^iM 
des  Pendeb  liegen,  so  moss 

Jcosn*  -I-  ^eoso''  4-  Ceosm^  =0 

sein;  und  aus  den  beiden  Gletebangen 

Acosu"  -\-  BcQ&v"  +  Ccostt?*  =  0, 
eos  tt»|  cos  o  cos  u"  -|-  sio  <H     ^        -|>sin  o  cos  te'= 0 
folgt  DUO»  wenn  6r'  einen  gewissen  Factor  beaeicbnet: 

cosat''  =s  G'(Cis\usoi  cosö — ^sinö), 
cos  v"  =:  6"  (/I  sin  ö — Ceos    eos  » 
cos    =:  G'  (i?eos  iD|  —   sin  odi  )  cos 
Ist  nun  im  Allgemeinen 

die  Gleichiins^  der  zweiten  Schwingun^^sebene  des  Pendels,  8OI0I» 

weil  nach  den  oben  entwickelten  Prijicijiien  diese  Ebene  durch 
die  heidpH  v orfiercohenden  Erdhalbmesser  bestimmt  wird,  welciiö 
also  in  dieser  Schwiuguogsebeoe  Uegeo  müssen: 

Ax  cos  u"  V  Bi  cosv"  +  Ci  cos  tc"  =  0, 
Ai  cosa>iCosQ-f  ^isin<0|CosQ-f  QsinässO; 
I^ImIUK,  frenn        einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 
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Bg^€ri  (sinS costt'' — COS «»i cos ö cssO> 
Ct  =  Cr|'(co8fOieosv''*~sfai«ieAs«'^)cos5; 

alao,  wie  ma»  mitteisl  dos  VorlMigelienilen  leicht  ünd&t,  wsob 
der  &flne  wegen 

gMctil  wird; 

Ai  s^^G^Gi'       i2eos»i  cosö), 
=—     6?i '  (Ä  —  Ä  sin     cos  5), 
d  Bs-G'€?i'(C^Asln@); 
wo  es  aber  offenbar  verstattet  ist,  bloss 

Ji  =  il  A  cos  »1  cee  8  y 
ü^i  sü— >  Aslo  «1  eos  S , 

•   

ta  sstieii.  Für  die  GrSsse  Sl  erbSlt  maD,  wenn  man  In  deren  Torsto- 
beaden  Ausdruck  die  oben  ApJB»  Cgefandeoes  AasdrCcke  ein- 
nbrt  und  dabei ,  wie  es  nach  dem  Obigen  erforderlich  ist,  sugleieb 

I     Giz=z\  setzt.  Dach  einigen  leichten  Verwandlungen  den  folgen- 

deu  Auüiiruck: 

icos«cost(tt-foi)slnS  \ 
-i-cos/?sioi(a>-|- (ü)|)siDQ  >  eosS. 
«— cosycos|(ia<— (üi)cos3  / 

Beselcbnen  Jedt  «g»  ßi$  fi  die  von  der  swelten  Schwingangs- 
Ibie  mit  den  posItlTen  Tbellen  der  Azen  der  y,  z  eingescblos- 
saoen,  180^  nicht  flberstelgenden  Winkel»  so  haben  wir»  da  die 
fe  Rede  stehende  Schwingungslinie  im  Horisont  des  Beobach* 
tongsorts*  liegt,  zu  deren  BeBtlinmung  ganz  in  ähnlieher  Weise  wie 
frfiher  die  folgenden  Gleichungen: 

Ai  coa jßi cüö -f  C\  cos  fi=0, 

I 

ces  »t  eoeS  eosoi  «f' sin  si|  eoe  5  CS«  A  4  sin  «5  cosy^  s=  0; 

;    ans  denen«  wenn      ehien  gewissen  Fbder  beneichnet,  sich  es- 
gleieh  die  folgenden  Aeedrflcke  sq^ehen: 


Digitized  by  Google 


I 


<mfl%  SS  Q'iCiälmmt  mm  U-^ßg  «fa  ö), 

cos ßi  =z  Gr(Ai mmU-^    cos  1»^  cos c3) , 


sdaOf  wie  man  leicht  tiudet»  «renn  mss  die  oiitgeD  Ausdrucke  voa 
Ag,  Bg,  Cg  eioföbrt : 

coac^  Ä  6'"(C?jin  Q),  cosö  —  Ssiott), 

C06 /!|    Ci' (ilsin  ö  ^  Ceos  «I  cos  5) » 

cos/i  SS  £i^(i?eosti|-— >jl8Uie|)cosü. 

Bescicbnet  nmi  cadficfc  ^g  den  v«»  ^  sireileo  Schwingangs- 
linic  mit  det  iweHeii  Nordüiiic  eingescblossenen ,  I^bz  siif 
liehe  Art  wie  frfiber  den  Winkel  S  geoommenen  Winkel,  so  ist 

iiacti  (i) : 

cosyt         cos  «1  cos  Wi +COS     sin  ö, 
—  =Tr    —  ainö 


cQ^yt 

C0SOi  =  — =i 

sia&4  =cos/3| 


cos  tog  —  eosttg  sin  0| ; 
«Iso»  wie  man  mittelst  des  Vorhergehenden  sogleich  üodet: 

_  emBgszG'lBctmfh—Atämmgh 

IQ) 


)  sin^4=:( 


Entwiekeln  wir  nnn 

mittelst  der  Formelii  6)  nnd  10),  so  erhalten  wir  zuvurdemt  thoe 
alle  iSchwierigkeit: 

sin  (6—  0g)  =       (eo8  « sin  in*»  eoc/?eos  o)  (A  sin    — Bcos 

-f  6"(ce8«cec«+CQn^«in»)(^iM«i  -|>^«faic%) 

—  Cr^CXcosacosco-f  C0S^i»i0b>)c0tQy 

•4er,  win  mmi  mittelst  leichter  Reeimm«  indett 

sin  (e    &g)  =s    G''    cos^  -  S  Cosa)  sio  (m-^  Wg) 

•^G^iAama-^  llco8/3)cob(w—  w^) 

•^^C(coe«iee»m4-c««^cift«)cQt& 

Leicht  findet  man  aber  mittelst  der  aus  dem  Obi^sn  hoirjiintr 
Aaedrädw  Ten      iB»  C  nnd  der  Gietcbangee 
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von  Foueault,  omm  neuen  GeüeäSeßtmkteu  deargeUeilL  Ül 

eo8«co8»efHiS    cos  sin  cd  cos  c3  -f  cosysio  c3  =  0 
die  Iblg^ndeD  Aosdrfleke: 

Acoßß — ^cosass  avüQf 

Acos  a  +    cos/3= —  (cos  a  sio  c»  —  cos  ß  cos  »)  cos  }^  cos  o ; 
•der,  weil 

(cos  «  sio  (0— cos  cos  o»)  cos  Q  =  C 

iitt 

Acoftß — ^cosa=  tÜnU, 

4>iuBmt  man  liierza  nun  noch  die  Gleichung 

(cosacosfiD-f  cos/^6iaco)cotQs — easyt 
•0  erhSit  man  ohne  alle  Schwierigkeit: 

«n(e— ^)=se''|0in(o— ao|}8iDS  +  Ceeer[l«rm(i9^iD|)]  j, 
also 

ila  (O  —  e»)  =s  6?"  { sio  (» — «i)  sin  ö  -f  2C  cos  y  sin  1(0»  —  »i)»  I , 
folglich: 

•  Ccosytaogi(«>-ai»)|; 

oder: 

12) 

iio(^  O  ) 

^j;;^^^3^^C;''isjnc5 

Well  aber,  wie  aus  dem  Ohigen  erhellet, 

eoeasin eoBfi coe loss^sin 0,  cosjf cosö sscos 9eoaS* 
ist,  so  kann  man  auch  setzen: 

sin(8— Ö,)  .  _ 


oder; 

»an   a  \ 

U) 


Nach  dem  Obigeo  iM  ofiMbar: 

«j^j  =  (^Ißin  ö  —  Ccos  (üi  cos  ö)^  -f"  (ßsin  ö  ~  Csin  (0|  cos  ö)' 
4*     sin  o>i «    CO«      COS  S*» 
also«  ffie  mao  leicht  findet: 

^2  =sil*  ^        C*----(  Jcoe  (Dl  coscS -f  ^sfaiok  coaS  4- Cslnö}*» 

and  folglich,  weil  aus  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Ausdrficken 
von  A,  B,  C  sich  leicht  ergiebt,  dass  -4*4-B*+C*=l  ist,  wo- 
bei man  die  Gleicbungei^ . 

coa    4- €00 H- cos   s  1 « 

cosacüsfiocoso)  -\r  cos |? sin (o cos Q  -fcosysioQsrO 

sa  berfickaichtigen  hat»  zugleich  auch  nach  7): 

15)    .   .  .    ^g^  =  l  — Ä*,   G"^==  i^^- 

Wir  woiieu  nun  auch  noch 

coa  (6—  #i)  s=  cos  Ocoa    4-  sin  esio  6^ 

entwickeln.  Zunächst  erhnit  mao  mittelst  der  aua  dem  Obigen 
bekannten  Formeln  unmittelbar; 

/Ä    A\        (cos  g  cos  a>  -j-  cos  sin  ca)     sin  qj^  —  ig  cos  »t) 
^  smQ 

—  G'ieo»  aalu  coa  |i  coa  o)  ( (J  cos  »i  «f-Hsin  ai|)aiii  cS — Ccosob 
also»  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

cos  (e— Ol) 

C     (eos«cos»*f  coa/7aio(D)(>lsiai)0!i^i7eoscD|)  j 

^  t  — >(coB«sipa» — cospcosa))(Jcoa«^4-.gsina>g)  f 

ain«^ 

-1-^''  (cosoain«»— cos/Scosco)      cos  fiP4-|-i^sini»|)cos  i^-^-Cmx  Q  Icotö, 

oder  nach  leichter  Rechnung ; 

COS  Ol) 

^  {Ä  cos  /3 — B  cos  g)  cos  (d — a?i ) — (il  cos  « -f  coa  ß)  ain(ai — co^) 
•I*  Cr'(eosaäin»-«osPcosiD)|(ilcos  »t4Bsbfl0|)cosS-|-CsinSicotS. 


iig'itized  by  Google 


wm  F0U€mmii,  mm  mmm  iwUi>|ii»Hni  mrmmm.  m 


und 


Atm  ß^Bmmu = «in  9 
(eofl  «r  flln  o — cm  ßem  »)  cm  fem  0 

S     610  ^  CO«  ^  CO« 

aneh 

St^(Aemui  +  Bt^mi)emU'^C9inVii 

also: 

CM(#-^i)sC;'(co«(cB--^)--.|tiDd[A-^eM#eoBcS9b(«-iH)]^^ 
und  folglich: 

oder; 

'  CO»(«— »i)""  CO«(tt  —  fl9|) 


Uebergftiif  siini  Falle  der  CoDtlmiität» 

Vtii  wollen  jetst  eoaebmeD,  du»  eich  «—«1,  «ad  felglleh 
•wh  der  Noll  nfthere,  eo  werden  cee       oii)  aad 

cm(# — 9|)  eich  beide  der  poeltWen  Einheit  nihem»  imd  der 

GrSnzwertb  von 

cos(0 — 0i) 

wird  ako  offeobar  eine  poallife  GiOeae  aeln.  Well  avn  nach  8) 

!oo0e<eei(e>-f-<»i)»tnc&  j 
-fcos^8ini((o-ffii>|)8iDc5  /  cosQ 
--«ooa/eeaKo— a|)€eafi  • 

itt»  ao  näliert  sich  Sl,  immer  unter  der  Voraussetzung,  daaa 
n— ci|  alch  der  Null  nähert,  offeobar  auch  der  Mall»  ond  wegen 
Caeidnu»  17)  leC  dabet  ofenbar  ^ 

CO8(0  — ©i) 


Idfll 


eoa(fli— iB|) 
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244     Gruners:  Kimeniare  Theorie  des  FenäeiPO'Sucks  etc. 

also  Dach  dem  übigeo  Lim  G"  eioe  positive  GHtoseb  ^aeii 
ist  aber 

also,  weil  Sl  sieb  der  Null  nähert«  Lim.  Cr'^^  =  l,  und  folgli(^^ 
weil»  wie  wir  eben  bemerkt  babeo^  Lim 6"'  positiv  ist,  anck 

DrilekeD  wir  mn  die  Gleicbong  14)  aaf  folgeode  Art, am: 

SS  G'laifiS— ;«ln2eco8i5«taugUo>— 
eo  erhalten  wir»  weil  die  GrOcse 

ism2&  cosG)^  taogl(o—  «^) 

sieh  der  Nnll  niherC,  wenn  m — sieh  der  Noll  nfthert»  auf  der 
Stelle  die  folgende  Gränzgleichung,  bei  der  man  Immer  an  bemdH 
ten  hat»  dass  m^^mi  und  O«— #i  sich  zugleich  der  Nall  nih« 


l Lim    1   A  ^ ' Lim  — ^  — )  .Lim   =  sin  Q .  Lim  G", 

<S^ID|  ©"•Slf 

nad  weil  nach  einem  allgemein  bekaonten  Satse 

gjim  —  =  1 9  ijim  — s — Ä —  =  ^  > 

0)  —  Q^i  V — Wi 

nach  dem  Vorhergebeiuien  aber  auch 

Lim  ^^'^  =  1 

ist ,  so  geht  die  Torstebeode  Gränzgleichuiig  auf  der  Stelle  in 
folgende  über: 

B — Bt 

18)   •   •   •   .   .   .   Lim  ^  =  siiii^. 

Dass  diese  hier  in  aller  Strenge  abgeleitete  Glei(  hiing  äi^ 
vollständige  Theorie  des  Foncaalt' sehen  Versuchs  enthält»  wird 
man  auf  der  Stelle  fibersehen»  wenn  mao  onr  alles  Obige,  M' 
mentllch  auch  das»  was  fiber  die  Art  und  Welse»  wie  die  Win* 
hei  8  nsd  &i  genommen  worden  sind,  gesagt  wordeo  ist,  wt^- 
föltig  beachtet.  Noch  weitere  Erläuterungen  hierüber  hinzuzuffig^ 
halte  ich  daher  an  diesem  Orte  fiir  uberiliissig,  ui»d  hoffe,  da» 
man  den  obigen,  mit  aller  Strenge  durchgeführten  En  tivickelung^'^ 
einigen  Beifall  nicht  versagen  wird. 
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Die  AvfUMiig  derGMehingM  4m  flnllM  mti 

teo  Grades  durch  Construction  nach  Descartea,  in 

dem  Herausgeber« 


Elsleitesg^ 


Ueber  den  vierten  Gted  Mran»  tat  bekanntlieh  dHe  angemeiae 
AnfliMiiBg  der  Gleidiaiige»  t«  den  gcfirSlnillehen  ligelnsliciiiii 
Sinne  «ioi8gMeh;  ja  sdbes  die  AeHBiMnig  der  CMeliaiigett  4m 
drittes  md  tMu  Gmdes  olieat  geemetrieeiie  HSICuBMel  Is  As* 
epi«eb»  ineetai.'Mii  die  Aeweednng  der  gosiesieiitoehee-  ibt- 
mIb  «ad  TaMs  in  de«  Kreb  der  Anwendimges  der  CeeaKhrie 
erf  die  Algebra  as  aiebeii  kehiett  AeelMid  nimmt;  osd  was  Ut 
deaa  die  allgemeine  AnflSenng  der  r^en  Ofetchiiimen  ndttelet  des 
Cotesischen  Lehrsatzes  am  Ende  anders  als  eine  Anwendtint;  der 
Geometrie  aui  die  Al^chra?  insbesondere  da  sich  \n  diesem  Falle 
die  Wurzeln  der  auizulüsenden  GietcKnnf^en,  oder  vrenit^^stens  die 
reellen  (|ija(lratischen  Factoren,  welche,  gleich  Nuii  j^^esetzt,  zu 
Gleichungen  des  zweiten  Grarles  führen,  durch  deren  Aulh'jsung 
die  in  Rede  stehenden  Wurzel u  erhalten  werden,  auf  eine  so  ein- 
fache und  elegante  Weise  geometrisch  darstellen  lassen.  Endlieb 
weiss  man  auch ,  mit  wie  grossem  GiGck  man  in  vielen  >FSllen 
geometrischa  Betrachtungen  bei  den  Beweieen  -wiebtiger  allge- 
meiner Sätze  von  den  Gleicbongen  In  Aawendnng  gebracht  bat. 
leb  bin  dobdr  der  Meinnngt  daae  man  mit  demeelben 'filferf  srit 
welebea  man  faiaber  die  wabi  faet  tun  Abaeblnese  gebraelte 
Aawendnng  dmr  Analfali  mi  die  Iteomettle  beaibelitt  bat»  ami 
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ilS     SrmmtrU  Bie  Jm0imm$  4er  Girffäurngm  4m  ftimfiem 

auch  aiii*i^k*?hrt  die  An^\endnD2  der  Geometrie  auf  die  Aoalviiu, 
innbasooHere  ciuf  die  eigeotliche  Algebra,  sludiren  sollte,  uod  baöe 
■ir  gchaa  längs t  vorzenommett,  io  emem  diesen  Gegeostand  be- 
grggteiea  Weri»  in  VcriMadtaig  mak  eigenen  Unter- 
Alles  ZBSMMMMleilai»  was  btsber  in  dieser  Beiie» 
bong  geleistet  iranka  ist  F<r  jetit  will  ich  iMleas  ia  dioMi 
AUMBÜnng  nur  ciMB  Pkalct  zur  Spiacbe  bringen,  der»  dt«ff 
sfli^b  ist»  buhw  sii^h  sMMev  Mohm^^  MsbA  m  ^Isw  BiMMSSf  nis 
«r  Tflffte^  bfliefctotweidflB  nsWcfc  !■  teHeftns,  daM 
Tidkkfct  iMh  mdete  MifbitÜrgr  wmiImmb,  iht«  Ufti 
ABweateg  te  Csiistria  mC  4fo  Algdbf»  n  wMm»,  idi 

,antheii^* 

Es  iöt  bekannt,  dass  viele  der  berühmtesten  nlteren  Mathe- 
matiker, bauptsJchlich  aber  Descarte^,  Ferro  at,  La  Hire, 
L'Hospital.  Hudde.  Srhooton.  Newton,  Halley,  u.  8.  w. 
sich  sehr  eifriir  mit  tler  AuÜn^inrj'j  der  Gleiohiiiiiien  durch  Con« 
stmctioo  mittelst  verschiedener  mehr  oder  weniger  leicht  zu  be- 
»chrribsiiiitr  Canre»  besebiftigt  beben.  Newton  in  seiner  „Aritb- 
metica  nniTersalfs.  Lugduni  Batavornm.  1732.  p. 212.— 
pi»24L''  nnd  auch  Maclaurin  in  seiner  .^Algebra**  tob  der  wir 
dia  alter  deai Titel :  „Traite  d*Algdb re  et  de  la  manUrade 
fapplifaar.TradaitdedefAagloisdeM.Maclaaria.Paris. 
mL^^^MLmmMmmm§m^miB^%  CibamutaBag  ^tgfe 
g^giaataadi  gpMaaKapiitl  ihm  Waike  gei«idMt  Di» 

Weg  der  Aafttming  der  OM- 
walil  dar  aa  aisb  gana  liihtige  Ga* 
sieb  topankt  awtwwgebend  gBww  ii^  daw  eiaanil  dia  Aafiosasg  der 
Gle'iehuneen  doreb  Coaslraetio»  Tsa  geringer  praktischer  Bnüodi- 
harkeit  sei,  und  dass  femer  bei  einem  an  sich  rein  artthmettscben 
Gegenstands  die  Anwenduug  der  Geometrie  als  ein  fremdartiges 
HulfKmittet  betrachtet  «verde»  mfisse.  Dessenangeacbtet  bin  ich 
der  MeiiMittg,  dass  es  jetzt  an  der  Zeit  sein  durfte,  den  früher 
se  eifrig  verfolgten  geometriöcheö  Weg  der  AiifI«)siinL'  der  alge- 
braischea  dUeirbtinsen  von  Neuem  zu  befreien,  natürUch  eioiig 
und  ailaia  aaa  dem  Grunde»  weil  au  einen  Fortschritte  m  d^ 
Aeflüsnng  der  Gleichungen  auf  antbraetisdiem  Wega  bei  dtr 
jetaigen  Lage  der  Sache  so  gut  wie  gar  keine  Mofinag  vathaHba 
iflt  In  ni4ar  VatUodon?  hiermit  stebt  eia  anderer,  fien  daa  i- 
Itiaa  Matbamaftbam  gkichfaiis  mit  groaaaai  Eifa  Ama  fgt 
ibtstw  fiaaeaalaad«  alwilkh  dia  Amdha  ■■mikailaifcai  faiiia* 
iwtala  ma  inpaintbaa  Baaabraftaag  dar  bti  der  Aafllug  dir 
IMabaagia  darcb  Coaatraeliaa  aagawaadtaa  Cbovaa»  a  yilbii  M 
mifih  jadadb  »  jwt  bkt  aiaht  waHtf  lartiiiiaB  wÜL 
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«ifrigsteii  apter  aJlen  MatfaemaitJcern  w«W  der  scharf- 
sinBigePeecartes  «ich  mit  4w  AuSiSmnfi  ier  G^ielNiiifielp  4uMii 
J^Mfilru^iaMi  IlfiMUlitigt.  M«t.,Geometriii'*  (Renati  D%ßtmf^ 
40|p^Mie4tU»  una  cum  Botie  FloriMadi  J^^rnme, 
•y0ft  «#4M9  «ttdi»  Fr«ii«40ci  «Scii^^leB.  Vr«iifiof«rli 
•4.M<MMi«i».  im*  4\)  M  ein  ftiis  106  Mim  iMfldi^iite 
IMmIm«»  i««kbf«  a«f  4i«#M»  gwrl>||ii  KaiiM  imriir  um  Hm 
matm  als  vlfll«  aiMlm  bMiaMcU  Weifccw  ««4  ImmpMeVUk  m 

cart«a  Mb  aelbat  andeutet.  Indem  ar  «aiiNi  iwrlpfwiriMitf  4«i 

eorgrältigsten  Studitims  f^ebr  werthe  Schrift  mit  den  f«i^end#ii 
Worten  schiiesst:  ,,6e«i  institudim  meuiii  non  e»t  prolixiini  iibrum 
oonscribere,  aed  potiua  iiuilta  ]);uicis  con)j)rehet)derei  ijuod  l'orte 
jadicai^iii  nie  fecisse,  qtii  consideraturi  auwt,  quod ,  reductU  ad 
eandem  constructionerti  l^tobleniatis  oomibui»  ejut^detn  geoeria» 
mrnJntn  simui,  quo  ad  intirjitas  aiia»  diversas  r«diici,  atqiie  Ua 
•■uiia  iolieitis  modi«  ret»<»lvi  possint»  osteadenai.  Pmteroa  «tiaiu, 
qood  cona^raaäa  üa  «mnilMia»  qua«  Piaiw  mttdt  4nteisMtiaiie  db* 
aaü  et  linaa«  raotae,  et  na  9mmkm,  q«ae  Salida  Mt»  ipfiM 
«tiooa  dranli  «t  fiarabolaie»  aft  faMkai  üs  •mnibus»  qm^wm.pmim 
mmgm  mmtk  oampaaila,  intefatctioiie  aiailitor  ickeatt  «t  linM,  wm 
iiadn  amgia  qtan  panabala  aaofiaaiM»  aaadM  tenAM  itea  in 
cMraaniUa  tel^aia  am^Ba«  <|aaa  MKia  Mgia^i»  ia  iDfiiliM 
aia(  ^mM^»  ^^'^  apoiiaat  EUoim  99gmU»,  ti  watiaia  m- 
ttianÜaarM  prograaaiaaM,  d«pb«a  a«t  Irifcaa  "piMtaa  taaldaia, 
raü^a  iimnia  maa  aet  dificila^  Aiao  nt  -a|MPMi  »  paaterfa 
nUbi  gratia»  faafeHara  kl,  mmi  aala»  pra  iia,  quae  bic  espUcui; 
atd  etiam  pro  iis,  quae  consulto  emisi,  quo  voJupiladsem  ilia 

iairaiiieiiiii  relinquerem.''  Weisen  i^eiiier  grtitsüen  Kürze  ist  dieses 
Werlichen  auch  häufig  t^oniiiieiitirt  worden,  wie  dies  vo«  Flori- 
ifiotid  de  Beaune,  von  Schooten^  ja  selbst  T4in  dem  l^erüLmten 
iacob  HerDoulii  in  diiv  Schrift:  „Notae  et  ani  m  ad  v  ersio- 
lies  tamvltuariae  iniieometriamCartesii.  Editaeprimum 
ad  cal«aai  aditionia  francofurteasls.  Aan«  l^^'^).  (Ja- 
e^bi  Bernouili  Opera.  T.IL  m)"  geschelM  4at  Den  weit* 
ÜiifigatttD  aehr  laarlhrallan  Commentar  hat  aber  a«f  590  SaiM 
dar  acbarfirinn^  and  naah  dam  Zeugaiaa  aahier  Zeitgaaoanw 
Mhr  yWii<B  JaMdl  €l««da  Ral»««l  Mar  dmn  TM  s  ^Cm« 
manteir««  «nv  U  Adamd^vl^  d»  M.  D^nnrlea.  <^»r  1^ 
IL-P^i  tfl««de  Rahnei,  dn  In  CMpagnIa  4m  JaM*.  A 
Lyatkt  liaa  4^''«  hMoagegaten,  w  In  dat  VMidn  M  db« 

MMrtMan  tafteton  WerlndM  tftmgt  «iM«  «,€6^  Oowa^«« 

^■jji  »«i.iii 

f)^hoe  Xanaen  de»  Verfa««ei«. 
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qa'an  babile  G^ow^tra  ile  ce  si^cle  appelle  avec  ralMa 
I»  i^iifte  Fran^otoe,  ötail  d'a&e  dilficulte  pre»- 
qtt*i»0«raio«table«  M«  Daseartaa  avatt  affaat^  4a  I« 
raaaarrar  daiia  las  barnaa  laa  plaa  dtraitaa.  Blaa  4at 
raläana»  qii'aa  peat  Tair  daaa  aas  lottf  aa»  l'y  avalaat 
anf^asd.**  ]>aa  SelihnNi  diasar  mail^wMIgiHi  SaMII  vaa  Dai* 
aartaa-  mabt  dia  vallalladige  AafÜlaanit  dar  Claiehaag—  du 
fliafta«  and  aacbatea  Gradaa  doreb  Coaatniallaa.  Diaaalba  h 
ibrar  Varbindaag  aiit  gewlaaaa  alHbigan  VotbafeHungssätzen,  Ae 
meistens  mir  angedaotet  aind,  mit  Tollstfindiger  Deiitliobkeit  aof- 
zufassen,  ist  nicht  ganz  leicht,  und  auch  die  Coinnientatoren,  selbst 
Jacob  Beriioulli,  scheinen  mehrfacbe  von  ihnen  nicht  ganz 
geloste  Schwierigkeiten  gefunden  zu  haben.  Wenn  auch,  wie  ich 
sehr  gern  zugebe,  auf  diese  Auflösung  der  Gleichungen  des  fünf* 
ten  und  sechsten  Grades  in  der  That  Alles  Anwendung;  lindet, 
was  sich  überhaupt  gei;en  die  geometrische  Auflosuiic:  der  G!ei- 
ebungen  sagen  iMsst,  so  gewährt  es  doch,  wie  es  mir  scheint»  bei 
teaam  Gegenstande,  wo  dIa  aritfametiscbe  fielrachtang  ans  so  crans 
-and  gar  keinen  Aufacbfaiss  gevi^ährt  und  uoa  wSülg  im  Dankfito 
■ad  im  Stich  lässt,  ein  eigentbumlichaa  lateresse,  zu  sehen,  wie 
darcb  dia-aacbs  Diiracboitl«pQDkta  iwaiaraacb  aiafaobaaGaacbMi 
gafaiflBintaa  Liaiao,  dia  Ha  Gaaaan  aadi  lakbl  sa  aanaCnÜN» 
alad»  «aaigataoa  aabr  lakbt  eanatralrt  gadaabt  wardaa  hümm 
wA  afaiam  Mala  dIa  aacba  Wurzalo  abar  GMabvog  daa  unikäm 
-Gradaa  arbalten  waidaa,  weaa  dIa  Waraaln  aSmiadicb  raali  aiad; 
wia  diaaa  aacba  Dorebnittspunkta  aicb  aaf  ama  garingera  AbmU 
radaalren,  waan  anfer  den  aeeba  Wanala  la»§|biira  rafiremase; 
wie  gewisse  Durchschnittspunkte  mit  einander  zusammenfaHcn, 
arenn  die  Gleichung  gleiche  reelle  Wurzeln  entiiält;  wie  überhaupt 
dia  ganze  Natur  der  Gleichung  sich  in  den  Durschschnittspankten 
der  zwei  in  Rede  stehenden  Curven  darstellt  und  ausdrückt.  Je 
merkwürdiger  diese  Construction  namentlich  deshalb  ist,  sie 
sich  i»anz  allgemein  auf  jede  Gleichung  des  fünften  mu(\  sechsten 
Grades  anwenden  l  isst,  wenn  mit  derselben  in  gewissen  Fällen 
einige  nothwendige  Transformationen  Yoi^aoaaimen  worden  amd: 
.ämto  auffailaadar  iat  as,  dass  Ton  derselboi  aacb  in  keinem  d«r 
ndr  bekannten  neueren  Werka  die  Rede  gewesen  ist,  ja  dass 
aucli  dIa  filteren  Commentatoren  des  Descartes  siab  aioM  weit« 
ttoigar  and  abigebaadar  ailt  danalbaa  bafaaat  babaa«  .Ma  iW* 
Mab!  aam  Tball  aaiaan  Grand  la  gaiviaaaB,  ran  dleaan  Oigw 
ainidadargabaleaaa  Scbwlerigbalt»  bat  ieb  wIH  dafaar  im  fieUb 
dir  aaaaiaa  Analysia  aina  raUallndiga  UanteUang  diaiar  Am» 
aaag'dar  Glalcbangen  daa  fllaftan  aad  aaebalaa  Gradaa  aabit 
aliaa  aSlbIgaa  algabraiacban  aad  gaamatiiachaa  Varbtraitm^ 
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•Stzen  ia  <Ue»fr  AbJhiUMltaiig  lieforn,  indein  ieb  geatebe,  das«  ich, 
— flhde«  w  mir  gelungen  war»  di«  eigentlicbe  Natur  dieser  Au^ 
ISsmig  yeHiitodig  iq  darcbicbaiieii»  4eo  SabaiUm  ifaiMi  UiMim 
Ton  Neiiain  Mbaft  b«wond«rt  bab«.  BaaoiidaM  frwMtt  wM  m 
nricfc  aber»  wewi  dieae  Abbaadbng  aa  aeoea  Fembaigaa  ttor 
<Ba  geeaietrlaebe  AaflUaang  der  Gleiebaageo  aaregea  seilte»  wel* 
^km  ««Mb  elaer  der  iSariehe  iel,  die  ieb  daMli  dineibt  aa  etwU 
ete.iWabaiebÜge. 


JlkVi^^mtiu^  Ijü tractituogeQ  über  die  GieicbuDgaa* 

$.  I. 

eine  beliebige  Gleichung  des  nten  Grades  ist,  und  In  derselbeB 
a  für  X  gesetzt  wird,  wo  aku  y=^x-{-a  ist,  so  erhJllt  man  die 
Gleicliung: 

ader«  wenn  man  die  Biooroiai-Coefficieaten  auf  gewübulicbe  Weise 
Ibeaaicboet  oed  der  KOrae  wegea 

e= JisaH  (n— l)a      +  («  -  2)»     +  C, 

Z>'=ii4i|4  +  (n  - 1),  a^A  +  (n— 2)aO«jB  +  (n— 3)i  aC+  i>, 

a.  e.  w. 

aetat,  die  Gieicbuiig} 

Wenn  man  vea  eimmtUcbea  WarMbi  dieaer  GMebang*  welebe 
alt  der  CUelebaag.  ■ 

von  gleich  hohem  Grade  iet,  die  GrOeee  «  eabtiabbft,  ae  eHMN 

man  die  Wurieln  dieser  letzteren  Gleichung;  oder,  wenn  a  ei^e 
poaitive  Grosse  ist,  so  sind  in  der  Gleichung  ^ 


Digitized  by  C 


'  erumeri:  Ott  ärnflittmig  der  6kMM9en  de$  /9ßfitn 

Ay-^  -f.  iiy-*—  cy-»+ D*^^— .  •  süO 

die  iinatllekeD  um  die  Grifsse  a  vermeferteo  Worielii  der  Oleicftnlii^ 

4B«— /I«^>+Är^»-C5if^4  öt^— ....«0 

eflÜMltoe,  woM  wir  rilelnichflieh  de»  iaMginli^n  Wenrtle  Iw- 
merken«  dass  dae  Vemelirang  oder  eiee  Vennietferiiti^  dcrselfce» 

sich  immer  nur  anf  ihre  reellen  Theile  beziehen  soll;  auch  wollen 

wir  im  i  olgenden  der  Kürze  vvegea  die  imai^inären  Wurzeln  selbst 
positiv  oder  negativ  nennen,  jenachdem  ihre  reellen  Theile  positiv 
oder  ne|?ativ  sind,  und  zugleich  soll  eine  imagiiiäre  Wurzel  darin 
als  nicht  verscb^rindeod  betrachtet  werdeii,  wenn  ihr  reeller  Theü 
nicht  verscbwüidet 

Hieraus  erbeUet  nun,  dass  man  durch  succes^ive  Verniehning 
oder  eigentlich  Vergrosserung  der  Wurzeln  einer  Gleichung  nach 
der  vorhergehendeD  Tteesformation  immer  za  einer  Gteiehung  ge- 
langen kaoui  deren  sämmtliche  WuraelB  positiv  sind«  und  io  denMl 
•ndi  keine  Warzel  veieehwiodet« 


§.  2. 

Wenn  meo  die  lieidea  Peiynoiiie 

«•—Jap—»  +        *—         + Är^-* — . . . . 

und 

Ji«*»-'*^!?!«*»-*— CtÄ^i-^«+X>i««*-*— .... 
in  einander  maltiplicirt,  so  erhtit  man  als  Prodnet  die  Grfiase 

* 


und  sind  nun  die  Coefficlenten  A,  B,  C,  D,....  tifid  Ai,  Bf,  C^, 
Dl,....  der  betdr-n  Factoren  sämnitnch  poslüv  ünd  Verscll^iiiden 
nickt,  se  aiad  auch  die  Coeffidenten  *'        ■  * 
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«.     S.  W. 

Prodofti  slnunllicll  poiitiT  «nd  vencbirMen  «idiL  - 

{.9. 

iM»  liMt  »idi  bekanniUcli  unter  dar  Foim 

<iarätellen;  und  wenn  also  Bäronitliche  Wurzeln  der  Gleichung 
positiv  sind  und  nicht  verschwinden,  so  hat  nach  dem  vorherge- 
henden Paragraphen  die  Gleiohilng  effeabiir  die  Form 

«»— il*^»  +  Ä4^-«—  C3Si^+ ih^-^ ....  s=0, 

«ro  die  CoefBcienteo  B,  D,,**,  sämintlich  positiv  sind  und 
k^nm  ymchvindiet  W«U  nun  wm  mittelst  der  in  §.  1«  gelahfteo 
TnHi«fm«li«ii  ana  jdtar  gtgdbmii  GlelfdHMig  du cli  «aoMsi?» 
Vermehning  der  Worselo  eine  andere  ableiten  kann,  in  welcber 
almutRehe  Wnneln  ^eltff  Miid  vnd  nieht  veraebwinden,  no  tat 
Uar,  daM  nan  dmcb  di«  fai  Rade,  atebende  Tcaaafonnalion  ana 
jader  Gleicbnng  eine  andere  Ton  der  Form 

ableiten  Icann,  deren  Coefücienten  A,  ß,  C,  Z),  ....  sänimtlich 
positiv  sind«  und  ntcht  verschwinden;  aus  den  Wurzeln  dieser 
traosforroirten  Gleicljung  erhält  man  aher  die  Wurzeln  der  gege- 
benen Gleichung  ieicht,  wenn  man  die  ersteren  sanimtlich  um  ein 
und  dieselbe,  durch  die  angewandten  Tiansiotmatioann  olTanbai 
•albat  gagehene  GrSaae  yarmiaderU. 

Hieraus  erhellet«  dass  es  veistaitet  ist»  iin  i^ciigeuden  blons 
Gletchttogen  v»n  dar  Form  .  '  


I  
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äSa.     0rm»ßrs:       AufmnmB  dir  6t€iekma§en  des  fwmfum 


zu  betrachten,   deren  Coeflicienteo        3,  «fioiBiÜick 
P<MÜüv  «und  imd  meht  versch winden*). 

j.4. 

Wir  wollen  nun  annehmen ^  dass  man  durch  die  mefar  er* 
w?**'nte  Transformation  einer  GleiehnnsT  des  fiten  f^rades  eine  Glei- 
chung desselben  Grades  von  der  YorhergeheDdeo  Form,  er- 
halten habe.  Dann  ist  in  der  tnuwforaiirteD  Gleichcrog  der  Coeflh 
cient  dea  dritten  Gliedes  «ntiredef  grSsser  als  das  Qoadimt  der 
Hälfte  des  Coeflicteiiten  des  sweiteo  Gliedes  oder  nicht.  Im  entes 
Faile  darf  man  die  Transfbmaiisii  ab  beendigt  betrachten,  im 
Bvreiten  Falle  mnas  man»  des  Fol^eedeo  wegen,  dieselbe  fortsetzen, 
bis  die  in  Kede  stehende  Bedinjjung  erfüllt  ist.  Dass  dies  aber 
Immci  inöi»lich  l»t,  kann  anf  folgende  Art  leicht  eezeigt  werden. 
Die  reellen  oder  iinaj^inären  Wurzeln  der  noch  weiter  zu  transfor- 
mireuden  Gleichung  des  »tes  Grades  ^«'^en  a,  ö,  e»  d,  fg  g 
Vermehrt  man  nun  diese  sammtlicben  Wnraeln  um  die  reelle  poii- 
tl?e  Grttsae  %  ae  ist  dsr  Ceefficient  des  nrdtsn  Gliedes  io  der  teni» 
fermirten  Gieiehung^  ohne  ROcksieht  anf  das  Vorseieheo»  bekmutlUh 

(•+ll)  +  (*  +  ii)+(c  +  «)+W+ii)-i-(s+ii)  +  .... 
oder»  wena  wir  der  KUne  wes^n 

setzen,  wo  5  nach  der  Voraussetzung  eine  reelle  positiTe  Grosse 
18t,  l^cf  Coetücieut  de«$  dritten  Gliedes  ist  bekanutiich: 

(a+ ti)  (6  -fu)  +  (a  +  ii)(c-f  »)  +  (a  +  u)  (d  +  «)  +  (a  +  ü)  (c  +  «)  + .... 

-•-(Ä+«)(e+ii)  +  (6  +  iiM<«+ii)  +  (*+ti)(«+ti)+.- 

+  (c  +  tt)(<i  +  «)  +  (c  +  u)  {e-^u)i^ 

+  (e+  ii>  -f .... 

  u.   s.  w. 

*)  Dass  umgekehrt  eine  Gleichung  dieser  Form  immer  bloM  reelle 
potitiTe  nicht  Yertchwindende  Wurzeln  haben  kano,  erbellet  anf  dar 
Stelle;  denn  wäre  —  asa.(— 1)  ein«  reelle  negatiTe  oder  Terachwia-- 
dende  Worsel  derselben,  ao  wire 

e^— 1)«— >4ii«-K— 1)"-HÄÄ«-^— 1)«^—  Ca(—  !)—•+.... 
wm$  nnler  der  genaehten  Voraoasetanng  offeebar  angereimt  ist. 
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II.  tegäüM  flrarfü  äiorsA  CMtinteüw  nach  DescarUMt  eu.  ^JgjH 
od«,  wie  leicbt  Bltte&at  bfkaooter  S&tie.^beüet: 

n(»— 1)  , 

c  «6-1- iic+ad  +  tte  +  ....  +  (»—l)(a  +  6  +  c-hti +       +  — 2 —  * 

öc-^bd-i- be .... 
•  •     •  •  .  •  * 

4*^4'**** 

r 

od«  aach»  wenn       Küm  vegeo 

-f    + 6d  +  6ß  +  6/*-!- . . . . 

11.  s.  w. 

•  gesetzt  wird ,  wo  aiioii  ä»  Wmmamt^amt  X  -eiiM  W9tlh  fmM^ 

'    Grüfise  ist,  '*  ' 

^  +  (»  - 1)     + 4«C»  - 1)  tt»  >  (^--g-- J 

fähit  omi  nadi  und  iiacli  va  den  folgenden  Bedingungen: 
(« — 1)  5«  +    (« — 1)    >  45«+4itÄi  +  inV, 

und  da  unter  der  Voraussetzung,  dass  n>2  ist,  diese  Bedloguiig 
elenbar  Immer  erflBlIt  iel,  ire»ii  die  Bedii^g 


MBU«  iL  h»  weniir 


I  *  I  •   •  j 


2(n— 2)*S 


ki,  dtol  Bedittgvag  eieh  eher  voter  der  genaeliteo  VecMijWwtsvng 
efenbar  immer  erflUllen  lieelf  so  liest  aicb»  wem  a>»3^M4i»  mik 
die  Bedingung 
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x+(ii-i)Äi+li<«-i)i^>(^:J^5fJ 

ifliner  enüiien. 

D«r  Fall  »s2  bSdct  ene  AMnabae.  Dem  die  Bedhgpr 
eder . 

+  (fl + *J  « + H*> 

▼eriangt  4ie  Erluiluiig  der  ßadingung 

4e6 -f  4(a  4  6}tt -i- >(• -h  6)*  +  4(a -h  6}« 4«* , 

oder 

eder  ^ 

4a6<0, 

el9#  die  BrftNimg  der  Bedii^g  aH^^oKO^  alea  (»-6)><0» 

Witö  uDgereimt  ist.  -  •  • 

Fflr  « >  2  werdeo  wir  alee«  wenn  in  der  tranefemlilen  CU- 

eliiing,  deren  reelle  Wnrteln  sSmoitlieli  poelti?  sied  ved  iMd  ^m* 

schwinden,  die  Bedingung,  dass  der  Coelücient  des  dritten  Gliedes 
grösser  als  das  Quadrat  der  Haiite  des  Coefficienteii  des  zueitcn 
Gliedes  ist,  noch  nicht  erfüllt  w,^re,  inüiier  die  Wurzein  ieruerhin 
Doch  so  weit  oder  so  lange  vermebrea  kunnen«  bis  sich  diese 
BediogUDg  erfüllt  zeigt;  und  nebneo  wir  me  dies  mit  den  Obigen 
sueammen»  so  diirfen  wir  uns  berechtigt  halten,  im  Folgenden  nur 
Gleichungen  von  der  Fomi 

Ä«— ^-x+  - . .  ..=0 

zu  betrachten,  uu  ^ii4illmtli(;he  Coefßcieiitea  A»  3,  po- 
sitiv sind  und  nicht  verschwinden»  und  wo 

ist»  Dass  man  aus  den  Wurzeln  der  transformlrten'  Oleidwng 
immer  die  Wurzeln  der  ursprünglich  gegebeoeo  Gleichung  leicht 

erhält,  nenn  man  die  ersteren  sSmmtlicb  um  ein  and  dieselbe, 
durch  die  angewandten  i  raiisluruiatluiien  seihst  unmittelbar  gege- 
bene reelle  positive  Grosse  vermindert,  braucht  liaum  no« 
besooders  beoterkt  zu  werden. 
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f. 

Wenn  in  einer  £beiie  ein  fester  Punkt  und  in  der  Ebene 
^ner  in  der  ersten  Ebene  nach  der  Richtung  ihrer  Axe  sich  be- 
wegend«! Parabel  ein  zweiter,  mit  der  Ebene  der  Parabel  xugleich 
sich  bewegender  Punkt  gegeben  ist»  so  heiast  der  geometrische 
Ort  der  Punkie«  in  denen  die  aicfa  bevreftnde  Parabei  in  jeder 
Lage  TOD  eloer  dereb  die  beiden  gegebenen  Pankte  gelegten  gera- 
den Unle  gencbnitten  wiid«  eine  parnbolUcbe  Concholde. 


jf.  6. 

Die  ernte  Ebene,  In  welcber  d^e  Parabel  naeb  der  Rieb- 
tang ihrer  Axe  bewegt,  w*ollen  «it  als  Ebene  einen  rechtwinkligen 

Coordinatensystem«  der  x ,  y  annehmen,  und  der  Parameter  der 
Parabel  soll  liucch  p  bezeichnet  uerdeii.  Die  ivoordinateu  de^»  i>t 
dieser  Ebene  gegebenen  testen  Punkte«  seien  a,  6.  l>ie  Allge^ 
nieinheit  wird  nicht  beeintriichtigt,  wenn  wir  annehrneti,  dass  die 
Parabel  in  der  Ebene  der  sieb  so  bewegt i  dass  iiue  Axe  auf 
der  Axe  der  x  hin  gleitet-  Ferner  wollen  wir  die  positiven  .r  90 
aonehnien ,  dass  ihre  liichtini<_,'  von  dorn  Scheitel  der  Parabel  an 
gerechnet  nach  deren  iunerem  üaume  hin  liegt,  und  in  Bezug  anf 
ein  duccb  den  Scheitel  der  Parabel  als  Anfang  gelegtes»  dem 
primitiven  Coordmatensysteme  paralleles  Coordinatebsysteu  aollen 
die  Coordioaten  des  in  der  Ebene  der  Parabel  gegebenen,  mi( 
deraeiben  augieicb  sich  bewegenden  Punktes  durch  4  bezelcb- 
net  werden. 

Die  erste  Coordinate  des  Scheitels  der  Parabel  bei  einer  be* 
iiebigeo  Lage  derselben  sei  u.  Dann  ist  bei  dieser  Lage  der 
Parabel  in  Bezug  auf  das  System  der  jry  die  GleieboDg  der  durch 
die  beiden  Punkte  (nö)  «nd  (ed)  gelegten  genideD  Unin  ofiNibnai 

well  e+fi,  d  die  CnotdlaalMl  im\ä  jler  Ebene  der  Parabel  ge- 
gebenen Punkten  in  Beang  auf  daa  System  der      afaid;  vad 
Gleicbnng  der  Parabel  in  Qeang  auf  dieaea  letatere  Syaten  Int: 
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Für  die  Durchschnittspunkte  beider  Linien  müssen,  wenn  « 
y  deren  Coordinateu  bezeichnen,  die  beiden  vorhergeheude»- 
Gleichungen  bestehen,  und  die  Gleichong  .der  parabolischen  Coi 
cboide  wird  aUo  offenbar  erhalten «  wenn  man  ans  den  beldaa 
▼orbergehenden  Gleichungen  din  Grtae  u  eUninirt.  Znvdrderait 
bat  nuin  ana  der  eratno  Gleichung: 


+«—  &rxr  ^ 


und  aiM  der  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich: 

P 

durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  erhilt  man  nhsr  auf 
StsUe  die  Gleichung 

welche  die  Gleichung  der  fMirahoKsehen  Oonchoide  let»  und 

eioigea  leichten  Trausformatiouen  sogleich  auf  die  Form 

gebracht  wird. 

Gewöhnlich  setzt  man,  was  auch  für  unseren  gegenv?ärtigc 
Zweck  g<MiuLi[t,  r?=0,  und  nimmt  also  den  in  der  Ebene  der  siel 
bewegenden  Parabel  gegebenen  Punkt  in  der  Axe  der  Parabel  an 
was  wir  daher  von  jetzt  ao  tbun  wollen;  auch  setzt  manmeisteo 
c  als  positiv  voraus,  d.  b.  man  nimmt  den  in  der  £bene  der  Vm^' 
rabel  gegebenen  Pnul^t  innerhalb  der  Parabel  an»  was  Toa  jetff^ 
an  gleichfalls  geschehen  soll. 

Unter  diesen  Voraussetsungen  ist  nach  dem  Vorhergehendes 

die  Gleichung  der  paraboUscheu  Coochoide: 

y%  — 6y*  +  pia-^c — «)y + 6iJp=0 , 
oder»  wie  man  leicht  findet: 

(y — 6)  (y^— cp)  +/>(a— ar)y =0 , 

woraus 

 (y— fe)fy*  — cp) 

P9 
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oder 

■(ir-^)(y-v'ö^)C3fi-Vy) 

folgt 

Unter  den  in  Rede  stehenden  VeraussetuMgOtt  hat  mau  004^1 
ilem  VorbergoboiMlen  aacb  die  CMchuAgeii: 

nttlnlstwclciior  y  dardi  «  «nsgedriirki  werdon  ktaien«  Donh 
EUaiBatioii  vo»    •riatüfc  nao  ninlicli  mMmk  wm  Beatfnimiing 

von  ;k  die  Gioicbungs 

oder 

Ni~(e^>iiM«    -  ->  -  'i' = -  «>• 
welche  Gleichung  mao  lehcht  auf  die  Form 

hrhigt;  and  dvreh  A«fl41«uiig  dieser  qimdratiaeben  GlelclKiiig  er- 

Jp^HÄ  , 

also 

*  —  (c  +  «;= »a  —  (c  +  iijt  ^2  *"  » 

folglich  nach  dem  Obigen: 

Hit  Beeliwwny  ven.«,  y  WlmB  wir  dafcar  M  beMM.fe^getfdin 
Vmnel»»  in  dma  dli  flüierea-  «nd  iiiilem  BtkbMi  «idi  anf  elh- 
amtor  benekttts  • :  •  l 
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p  ifl'-e—u)  J:  V  p  |46«c + y  (a— c—«)t 
y=-  «-u  

Aus  diesen  Formeln  erheUet  zuvOrderst,  dass  im  AUgemeioeo 
jedem  reellen  Wertfae  von  «  swei  reelle  Werthe  tod  x,  y  eot- 
eprecheo.  Nehmen  wir  nun  aber»  wodurch  der  Allgemeinheit  dtr 
Betrachtung  dnrchrae  kein  Eintrag  geechleli^  grSeaeteriBeatfan«!- 
beil  wegen  an«  daaa  Avcb  b  peeitiv  «af »  ao  athellet  leicht,  4m 
jederzeit  die  oberen  Zeichen  för  y  positive,  die  unteren  Zeichen 
dagegen  für  ^  negative  VVertiie  lierern. 

Die  auf  der  poaitiven  und  negativen  Seite  der  Axe  dar  x 
Hegenden  HSlften  der  alch  bewegenden  Parabel  wollen  wir  j«tit 

respective  die  positive  und  negative  USlfte  dieser  Parabel  nennen, 
und  man  siflit  \n\n  aus  dem  Obijjen  offenbar,  das»  die  paraboK* 
sehe  Corichoide  aus  zwei  von  einander  a;etrt»imfon  Zu'ei«r**n  besteht, 
von  denen  der  ein^  von  den  liurcbschnittspunkten  der  Geraden 
mit  der  positiven  Hälfte  der  Parabel,  der  andere  von  den  Darcb- 
acbnittspunkten  der  Geraden  mit  der  negativen  Hälfte  der  Panhil 
gebildet  oder  beschriehen  wird«  Ffir  den  ersten  dieser  beidia 
Zweige  der  parabolischen  Concbolde,  welcher  deren  positiver  Zmig 
genannt  werden  soll,  ist  nach  dem  Obigen: 

 26  • 

« 

nnd  fOr  den  sweiten  Zweig  der  parabolischen  Conchoide,  weklicr 
deren  negativer  Zweig  genannt  werden  soll,  ist; 

 p(a^ c — tt)  —  V {46^c  4-p(fl  —  c tt;^l 

Die  Gleichung 

hat  für  jedes  bestimmte  a:  immer  entweder  eine  reeüe  und  «wfi 
imaginäre,  oder  drei  reelle  Wurzeln.  Sind  die  drei  Wursela  v^' 
baupt  A,  B»  C,  so  ist  bekanntlich 


I 
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(iw  Pvodiict  der  drei  Wnnebi  Ist  Mier  «telt  jiifitiT.  Sind 
«m  dl*  bcidMi  Wwb6Ia  iB^  C  imagiiiir»  also 

CO  ttt 

abo  A  n«g«tiT.  Slod  alle  drei  Wnnebi  reell,  so  intt  da  Ihr  'l^ro* 
doct  negativ  iet,  nfndeetene  eine  negativ,  und  die  andern  eind 

entweder  beide  positW  od«r  beide  nec^ativ.  Also  hat  unsere  Glei- 
chung für  jedes  bestimmte  x  entweder  eine  reelle  negative  und 
vmh  imaginäre  Wurzeln^  oder  eine  reeUe  negative  und  zwei  reeHe 
positire  \¥«raeln^  oder  drei  r«eile  negative  WitrzelB, 

f  7. 

Wie  ma  die  parahotfadM  Goaelieide  dnreh  BaireganR  elnar 
nuabal  heaehroihtn  kaaa»  iel  aaa  den  Obigen  too  aaUiat  eniabt- 
licb;  diaaeiha  liaat  eidi  aber  aaeb  dareb  Basdaiaiaag  eiaaelaar 
Uirer  Pnokte  cenatmlren»  waa  jeiit  necb  knix  gezeigt  werden  aoU* 

Den  in  der  Ebene  der  xy  gegebenen  featen  Punkt  wollen  wir 
dnrcb  A  bezeichnen,  nnd  jetzt,  was  ebne  der  Allgemeinheit  zu 
schaden  geachehen  kann*  asO  setzen,  ae  dasa  also  der  Pankt  A 
la  dem  poaitivea  Theile  der  Ordlnateaaxe  liegend  angenommen 
wM  Oiar  Aa&ag  dar  .Oeocdniatea  mag  darcb  O  baialoimet  mai^ 
daa. .  Aaa  aiaani  balaUgea  Paakto  der  Abatiaseimaa^  4e8aan 
Abaaliaa  ir  ae|p  baaebtaiba  tMa  mü  da«  baßabigen  nalbiiiijaBii  p 
elaea  Krda»  welcher  die  OrdlBataaaaB  anf  der  poeMvaa  •and*«a- 
gafifaa  Seite  der  Abaeiaeenaxe  respective  in  den  Panktaa  B  aad 
B'  aebaeidet;  die  Glelchnng  dieses  l&efses  ist 

alao  für  ;v=:0: 

and  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

Die  vea  daai  4ttilil|mabla  daa  baMliiiabaaaa  ftalNa  aaa  aaeb 
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den  Seiten  der  positiven,  und  negativen  Absciissen  bin  Uegendeo 
Dnrcbschnittspunkte  desselben  mit  der  Abscissenaze  seien  re- 
spective  Bi  und  Bg*^  die  Abncfsseo  dieser  beiden  Ponirte  siod 
nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  offebbar 
respective  r-\-g  ond  f  -^Q»  Anf  der  Almissenaxe  liestlnune  nao 
jetzt  einen  Punitt,  dessen  Abscisse  e-^it^p)  Ist,  osd  verbinde 
denselben  mit  dem  Punkte  ß  durch  eioe  gerade  Linie,  dereo 
Gleichung  nacb  den  Lehren  der  analytischen  Geonaetrie 

odar 

ist.  Durch  den  Punkt  A  ziehe  man  mit  dieser  Linie  eine  Paral- 
lele»  deren  Gieicbuog  nacb  den  Lehren  der  analytisebeo  Geometrii 

Ist ,  und  bestimme  deren  Dnrcbschnittspnnbte  P  und      mit  den 

durch  B  und  mit  der  Abseissenaxe  parallel  gezogenen  Geraden, 
so  haben  wir,  da  die  Gleichungen  die>^er  Parallelen  respective 

y  =  V^^äTrji  und  yss— V^«— jr« 
oder  ilberliaupt 

sind,  wenn  das  obere  Zeichen  der  durch  Bj  das  untere  Zeicbei 
der  durch  B'  mit  der  Abseissenaxe  parallel  gezogenen  Geradei 
entspricht,  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  diOner  Durch' 

•ebnitispnnkte  die  Gleicbnogen: 

WO  das  obere  Zeichen  dem  Punkte  P,  das  untere  dem  Punkte  P 
entspricht.  Hat  man  nun  aber  auf  der  Abseissenaxe  einen  Punk 
bestimmt,  dessen  Abscisse  p  ist,  und  den  Kreis  durch  diesei 
Punkt  so  bescbrieben,  dass  dieser  Punlit  von  dem  Mittelpunkt! 
den  Kreinen  ans  nach  der  Seite  der  positiven  Absdsseii  bin  üegl 
ao  Ist  naeb  dem  Obigen  p-t-jf^p^  folgHeb 
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^rmäm  ämä  Cmut  ■füiii  MM*  B09gmri0s,  m.  WL 
oDd  4kt  oblgeoGbidnuig«»  «bdalfo  inter  iUomb  VMmMHMtMgMi: 

—6  X 

liao,  wie  man  leicht  findet: 

nun  Ut  jf^=sp(Q — x)»  al»o 


ed«r 


3r  - 


und  folglich,  wie  man  aogleich  übersieht: 

Verbindet  iita»  den  durch  die  Äbscisse  c-f  (r  —  ^)  bestimmten 

Punkt  tief  Abscis.««etiaxe  mit  dem  Punkte  durch  eine  Gerade, 
«o  ist  deren  Gl^iichung: 


oder 


die  (^leichunt;  der  durcb  den  Punkt  A  mit  dicc^or  geraden 
Linie  parailei  gezogenen  Geraden  bt 

Zmr  Besihnmuiig  der  Coordinaten     y  der  Doreheehiiittspunkte 

P|  und  Pi'  dieser  Geraden  mit  den  durch  B  und  B*  mit  der 

Absclssenaxe  parallel  gezogenen  Geraden  hut  mau  aUu  die  Glei- 
chungen ; 
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WO  das  obere  Zeicben  dem  Punkte  Pi,  das  antere  dem  Ponkte 
Pi*  entspricht;  bat  man  ab«r  den  beschriebenen  Kreis  auch  jetil 
wieder  auf  dieneiba  Art  eMntnirt  wie  vorber«  «6  werdM  4ln  iffm 
•lebenden  Gleicbnngen: 

Auä  diesen  Gleichungen  folgt  durch  DiFieion: 

ftboy  wie  man  leiebt  findet: 
nun  ist  ^^p(^ — X),  also 


oder 


wofans  nogleicb 


„2  eife±^i=i£' 


folgt.  Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist  für  «=0  die 
Gleichung  der  parabolischen  Conchoide: 

y»  —  biß  -  p(c  +  x)y  +      =0 ; 

also  sind  die  durch  die  vorhergebende  Construction  bestimmten 
Pnnkte  P  und  Pi'  Punkte  der  paraboliscben  Concboide,  derei. 
man  durch  die  vorhergehende  Construction  beliebig  viele  finden  kann. 

Die  Angabe  eines  l  ec  lit  zweckmässigen  Instruments  zitf  Be- 
schreibung parabolischer  Conchuiden  würde  ich  für  verdieostlicb 
halten. 


§.  8. 

Die  elllptiacbe  und  byperboliscbe  Concboide  entstehen 
auf  gants  fibnücbe  Weise  wie  die  parabolische  Concboide;  da  wir 
diese  Curven  zu  unserem  gegenwftrtigen  Zwecke  jedoch  nicht  «re- 
hruuchen»  so  werden  hier  wenige  Bemerkungen  über  dieseibea 
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genügen.  Die  in  G.  eingeführten  BezeicbnQDgen  bebalten  wir 
ittdi  hier  bei,  mit  Ausnahme  des  Parameters  p;  die  Cooidinateil 
r,  d  sollen  sieb  aber  jetzt  auf  den  Mitteipankt  der  bewegten  El- 
lipse oder  Ujrperbel  be7.ieb«ii,  tiiid  aoeh  u  soll  die  Absciaae  dieaea 
MHIelpankta  in  einer  beliebigen  Lage  der  ElÜpae  eder  Hyperbel 
fcia.  Die  Glelehung  der  dttrcb  die  Punkte  (od)  und  (ed)  gelegtan 
Gtifiden  iat  wie  in  {.5.  aueb  jetst  wieder: 

nd  die  Gleicbung  der  ElUpae  Iat,  wenn  m,  n  ibre  Halbaxen  be- 
ttkbnen : 


(0'-' 


ifr  die  Hyperliel  bat  man  hier  und  im  Folgenden  nnr  fibeiall 

tV~l  für  n  zu  setzen.  Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichun- 
gen erbalteo  wir; 


alio 


snd  folglich >  wie  mau  leicht  findet: 


 (J?—  «)  (y  —  ri)  -t-  6(y  6) 


Pfibrt  man  dieaen  Werfb  von  dr— tc  in  die  Gleichung  . 

ein,  no  erhält  man  als  Gleichung  der  eUipti«cbenujid  byperboliache« 
CMcboide  die  folgende:  ,  « 

nit  deren  Umgestaltung  wir  una  nicht  weiter  beacbiftigen  wollen, 
iidem  wir  In  der  Kürze  nur  poch  Folgendes  bemerken. 

FOr  asO  wird  die  voratehende  Gleichung: 

18* 
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und  setzt  maD  io  diMer  Gleichuiig  tioeh  tf=il=0  oifd  ms»»  wn 

weldiM  die  MftDiit»  Gteicbimg  der  gewöbnlicbeo  Coocboide  dee, 
Nikomedee  ist. 


Autiüsung  der  Gleichungefi  de«  füofteo  und  «echsteo 

Grades« 

Wir  wollen  jetzt  die  Durchschnitt«{i unkte  einer  parabolischen 
Coneholde  uod  eines  Kreises  bestimmeu^  deren  GleichimgeD  re- 
spective 

and 

sind,  wo  bei  der  parabolischen  Conchoide  a=0  gesetzt  worden 
ist,  was  bekaiiDtlieb  verstattet  ist  Die  Coordinateo  x,  y  der  Dureb- 
scbaittspuokte  beiden  Curveo  mfissen  ans  den  zwei  Gleichungen 

bestimmt  werden,  da  dieselben  diesen  beiden  Gleicbungen  ge- 
nügen müssen.  Die  Elimination  von  x  ist  am  leichtesten,  weil 
diese  Grösse  in  der  Gleichun«»  der  parabolischen  ronchoide  nur 
in  der  «  rsten  Potenz  vorkoniüit.  Aus  der  Gleiehun<4  der  paraboli- 
schen Conchoide  folgt  aber,  wenn  man  x  mittelst  derselben  be- 
stimmt: 

 (y— ^)  (y'^^^'p) 

und  tührt  man  nun  diesen  Werth  von  x  io  die  Gleichung  des 
Kreises  ein,  so  wird  dieselbe: 
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«Im 

und  folgüch,  w«Da  raao  diese  Gletchoog  geblMg  entwickelt  luid 
ordnet: 

Aus  dieser  Gleichung  des  sechsten  Grades  niuss,  um  die  Coor* 
dinateo  der  Durebeclislttepttokte  äußerer  beiden  Gorven  zu  fittdeo» 
y  beetiiniiil  werden,  weranf  man  x  mittelst  der  Formel 

w 

erbait 


{.  lÜ. 

8ei  nun  die  anfsallieeBde  Gleiebong  dee  eeebateu  Grades: 
y«— /^y*— )f  • iy  +  »=0, 

wobei  wir  anoehmen,  dass  diese  Gleicbnng  schon  auf  die  Fem 
gebraeht  sei»  dass  die  CoeflScieoten  u,  ß,  y,  s,  m  elmmtllch  pe- 
fliliT6  Didit  ▼eracbwindende  Grössen  sind,  und  daea 

lity  was  bekanntlieb  nach  dem  Obige«  jedenelt  mOglleb  ist 
Vergldcben  wir  non  diese  Gleicbnng  mit  der  In  dem  veffcerge* 
hendeo  Paragraphen  gefondenen  Gleicbnng; 
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so  erhalten  wir  zur  Bestiromiiiig  der  sechs  Grössen  c,  ^»  /, 
jjf,  r  aus  a,  ß,  y,  i,  s,  m  die  sechs  lolgeudeo  Gleichungen: 


Am  der  entm  Glelehoog  eriiSlI  man  Dir  6  den  peeitf^eD  Weftb: 

und  aus  der  sechsten  Gleichung  ergiebt  sich  « 

webei  man  so  beachten  hat»  daee  nach  $.6i  die  GrOeaen  6,  e»  p 
ainmtfieb  poiMT  eind»  Ftthd  wnn  den  gefondeneii  W^lb  ven 

6c|f  in  die  fllnfte  Gleicbnng  ein,  so  wird  dieaelbe: 

wertua  aich 

ergiebt.   Dieeen  Werth  von  (ei-f)p  tühtt  man  in  die  zweite 

Gleichung  ein,  so  erhält 
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«,  McAtM  SrMl€$  durch  CamimcUm  nach  ffacaru*,  eic,  2ii7 

mlcher  Aiudmck  imter  älloa  UrntttndM  roell  ond  endUch  Ut,  da 
oadi  der  VmoMetiiiiig 

ist,  und  alle  (  oefficietiteii  der  gegebenen  Gleichung  des  sechsten 
Grades  positive  nicht  verschwindende  Grossen  sind.  Fuhrt  man 
jelit  die  geCoodenen  AnsdiOcke  vou  6  und  p  in  die  Gleichung 

6^=Va)  oder  c^-^ 

ein,  so  erb&lt  man: 

CSS      I  ,   II        .  ■■■■        ^  *  > 

veJcber  Aasdruck  positiv  Ht.  Aas  <ier  Gleichung 
irgiebt  eich  win: 

nd  folglich  nach  dem  TorbergefacBden: 

6    ^  2y » 

Aas  der  dritten  der  eecba  aufzulösenden  Gleichuugeit  erhält  man: 


also»  well 


ift: 


viffleo  der  eeeha  aoikidfiMBdeD  Gleichungen  erbilt  mati 

1  r 
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also  nadi  dem  Obigen: 


Wir  haben  also  zur  Beraebnucig  der  tiecbb  ixtü^iiseD  ö,  <:« 
/»  a»  T  die  loigeodeo  t  ormeiii: 


1 


welche  man  fiwt  noch  bequemer  sm      whefcMi  Kadmog  aad 

auf  folgende  Art  darstellen  kauit: 


CS 


6/1 


Mmn  erhilt  durch  diese  Formeln  fOr  6»c»p  endliehe  reelle  v51l% 
beetimmte  poeitiTe,  ttf  f,  g  endliche  reelle  vdllig  beetininile 

Werthe,  and  nur  r  kann  imaginär  ausfallen.   Wenn  dies  aber 

der  Fall  iöt,  d.  h.  wenu 
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oder 

oder  nach  dem  Obigen 


odtr 
oder 

ift;  so  siod  alb  Wando  snsmr  GleidHiDg 

imagioSr.  Denn  aus  §.9.  erbellet  unmittelbar,  dass  sich  diese 
Gleichung,  iT](l(  m  b,  c,  p,  f,  r  ihre  obigeo  Wertbe  beb^lteii, 
ioimer  auf  die  ¥orm 

bringen  Itet»  wo  b»  e,  p»  f,  g  «nUir  alleo  Bedingnogen  reelle 
ISrlSMeD  sied;  und  sollte  nen  unter  der  gemeehteoVoraiiesetiiiiig, 
weoB  DtaKeh 

negativ,  oder  r  ioiagioar  ifil;,  y  irgend  einen  reelieo»  der  Gieichui^ 

ay*  +  /Jy*— )^'+ dty*—  f^/  +  »5=0 

*)  Diese  Transformaiiun  jeder  Gieiuhiiug  de»  sechsten  Gnidra  ist  an 
•ick  bemerkenswertli,  und  verdienl  wohl,  dase  ich  hier  auf  diaaeUie  be- 
•oader«  aufmerksam  mache* 
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geofigenden  Werth,  diese  GleichongaUo  eine  reelle  Wund  habfli» 
80  mfisste  dieser  reelle  Werth  tod  y  «och  die  Gieichang 


erfTilfen,  was  jedenfalls  ungereimt  ist,  da  in  dieser  Gleichunu  diö 
Griisse  aul  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  eine  reeii© 
positiFe»  die  Grösae  auf  der  rechten  «Seite  des  GleicfaheitiBsi-' 
chens  eine  reelie  eegatire  Grum  iet* 

Weon  aber  die  Formel 


für  r  einen  reellen  Werth  liefert,  so  kann  man  mittelst  der  m 
Vorhergehenden  durch  die  Coefücienten  der  Gleicbuug 


lieetimiiiten  Gruesen  bn  e,  p  die  parabolische  Conchoide,  and  arffe*  > 
feiet  der  durch  dieselben  CoefBcienten  bestimmten  Grüaeen  f^g,? 
den  Kreis  wiHclich  beschreiben ,  und  die  Ovdinaten  der  Durch- 

8chnitt8punlrte  dieser  beiden  Curven  werden  dann,  wie  aus 

allem  Obigen  unzweideutii^  hervorgeht,  die  reellen  W^urzeln  der 
obie^en  Gleichung  sein ,  was  einer  w  eiteren  Erläuterung  nicht  Ijc- 
dürfen  wird.  Die  Anzahl  der  Durchschnittspunkte  der  beiden 
Curven  wird  natürlich  immer  der  Anzahl  der  reellen  Wuraele» 
welche  die  In  fiede  stehende  Gleichung  hat*  entsprechen. 

Descartes  beschreibt  nur  den  positiven  Zweig  (§.6.)  der 
parabolischen  Concboide,  und  war  deshalb  getadelt  worden»  wie 
man  bei  Rabuel  a.  a.  O.  p.Ö74.  nachsehen  kann*  Gegen  diesen 
Tadel  vertheidigt  sich  Descartes  in  einem  seiner  Briefe,  und 
hat  auch  vollkommen  Recht;  denn  da  die  Gleichung 


Ordinaten  enthalt,  so  können  sich  in  diesem  die  Wurzeln  der 
Gleichung  nicht  finden»  sondern  bloss  im  positiTen  Zweige,  welcher 


«eidliKtcii  Ciradf's  iiniiicr  «o  traiisforinirt  worde  n  sei.  f1fi<!s  die  trunsformirte 
GieicboBg,  »ui  weiche  dif»  obige  Auflütoiig  aag^wtuitlt  wird,  aor  raelis 
positive  Warzeln  hat« 
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nur  peaidve  Ordinaten  entbStt.  Die  Construction  des  negativen 
Zweige«  dar  paiabolischen  Conelioid«  würde  also  io  der  That 
eine  gaoz  uonutie  Arbcdt  Mio,  imd  jener  MeHienatiker»  welcher 
deo  scbarfeinoigen  Descartes  Udelte»  dasa  er  den  negattven 
Zweig  der  io  Rede  etefaenden  Garve^  «lebt  beedirieben  habe, 
konnte  aidi  dnber  «robl  ecbwerfich  eine  veilig  dentlicbe  EInniebt 
in  deaneo  nacb  uneerer  Meinung  in  ihrer  Art  vollendete  Anf- 
Utonng  der  CHelebnngen  des  necheten  Grades  YvnehM  haben. 

Ob  die  pemlHiiiBcbe  Conehoide  «ich  mit  hinreichender  Leich- 
tigkeit ao  geonn  beschreiben  läast,  daes  vnn  der  obigen  AuHdsung 
der  Cickbnng^  den  eecbelen  Graden  der  Aigebm  ein  pfnkthMbnr 
Mien  «rwnniinen  hnont  dnrnnf  kum  an  nnnh  nefainr  M^innng 
b«  einem  neiden»  xnniebnt  nnd  bnnpMchlich  ein  thnnrntinchnn 
faNricee  dnvbiet^ndnn  CiCffcncteiide  lir'«  &nln  nicht  nnhommnn. 
Ohmh  einigen  von  mir  nngnetcHteo  Vemchen  ginnhe  ich  eb«r 
sagen  cn  kSnnen,  dann»  wenn  man  nur  erst  die  sn  liewegondn 
Parabel  beschrieben  bat,  die  fernere  Construction  der  paraboli* 
etciien  Coucboide  einer  besonderen  Schwierigkeit  nicht  unterliegt. 

{.  IL 

Wen  die  AnflSnang  der  Gleicbangen  des  RlnAen  Graden»  Im 
AHgenicilneQ  der  Glelcbnog 

betrifft«  so  kann  man  dieöe  tvieicfaong  immer  zuerst  auf  die  Form 

einer  Gleichung  des  aecliaten  Grades  bringen,  imd  vrenn  man  nnn 
nach  der  im  Obigen  gegebenen  Anleitung  die  Wnraaln  dieaer 
Glelcfanng  nur  hinreichend  vermehrt  oder  vergrOsaert;  ae  wird  man 
AunOanng  immer  wieder  auf  die  Aufluaung  einer  CrMebmig 
dea  aachnten  Gradea  von  4er  vorher  betrnchteten  Form 

^— -  wrH  V + « 

wo  alle  CoefGcienten  nicht  verschwindende  positive  GrOssen  sind, 
ziirückföhren  kiionen»  was  weiter  zu  erläutern  nicht  erforderlich 
sein  wird* 


*)  la  comiiagne  de  la  ligae  conrbe,  wie  Deeeartee  «agt. 
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AvflQsaBg  dar  GUIcbangeD  d««  drftlM  rnUtä  vlurt«» 

Grade«.  !     .  L 

We  Ckiflfcpwgga  den  diittea  ^^iid.  vierlMi  Ciifd««  klWira 
▼mebiedeM  Arleo  doreh  Conatnietliiii  «nfgelM  wardmi.  Mäbinl 

niQssen  dab«l  mehrere  verscbieden«  Fälle  besonders  betnielilel 
werden,  und  geTiOhnlich  vuk]  aucb  angenommen,  das^  das  zweite 
Glied  der  Gleichuugeo  auf  bekannte  Welse  wee^escbafft  «er.  Die 
von  Uudde  gegebenen  Auflösungen  siml  sahv  allgemein  und 
nehmen  die  letztere  VorausMtnBg  Ib  Anspnidi,  wmhäk 
leb,  der  Verwaiidlidiall  dieM  Gegeoatendeamil  d«i  rmhettfi- 
hmim  BetmAhtaagen  Mgea,  dim  A«fl8muigQi>  Her  k»>fliii- 
Utilwi  wfIL 

.  ■  -i 

Dia  aufealflaBada  Cämcbaug  sei  die  Gleichuog 

des  vierten  Grades,  wo  nur  angenommen  werden  soff,  daae  m  eine 
oicbt.veraabwindeode  positive  Grüsso  sei,  welj^be  J^eflipgjB^  aieh 
bekanaflidi  aaeb  aaaeren  frafaerea  fietrachlaagepi.  laiaier  ala  effMt 
betrachtea  ISaat  Maa  conatmlre  elae  gleichseitige  HyperM, 
deren  Gleichnng 

ist»  und  einen  Kreis,  dessen  Gleichung,  wenn 
geaeUt  wird» 

(«-/)* +  (y-«if)»=i» 
Ist.   Eliminirt  man  »  so  wird  diese  ietxtere  Gleichung: 
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K  ürtliBK  cir«*»  4»€h  CmutnMm  «Md  B€9€mfM,  ete»  973 
bmI  folgiich 

Mer  «ind  die  Ordinaten  der  DorehsebDlttiipaiikte  der  baMen  be* 

schriebeoeii  Curven  die  Wurzeln  dieser  Gleichung.  Weaa 

oder«  da  »  positi?  aagenomiueo  wird,  ^, 

(a«-4jS)w+y«<0 
ist«  so  «iod  alle  Wurzeln  der  Gleicbang 

ioMginir.  S 

Ufa  die  Gleichung 

wo  wir  annehmen  woÜeo  und  bekanntlich  zu  dieser  Annahme  be- 
rechtigt sind»  dass  wenigstens  ß  und  (o  nicht  verschwindende  po- 
•itive  Gr5iMieii  sind,  aufzulösen«  coDstmire  uian  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  deren  Gleichnng 

ist»  und,  wenn 


f=Vß.  g  =  i«  +  ^.    r  =  y(l«- 


geeeUt  wird,  einen  Kreis«  dessen  Gleichung 

ist   £üminirt  man  «s^^pj^*  so  wird  diese  letztere  Gleichung: 
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oder,  wie  mau  nach  gehuriger  LiiIm ickeiuog  leicht  findet: 


Nun  iat  aber 


und  die  ob«»  stehende  tilMcbnng  wird  «Im: 


(2^ --  ^)  (3/' —«3^*  +  ft(  -  «)  =0. 

Die  Ordinaten  der  Durschnittspunk tc  der  beiden  beschriebenen 
Curveii  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  und  diese  Ordioaten 

repräsentireii  also  den  Werth  j  uod  die  Wurzeln  der  aufzuldseD- 
den  Gleichung 

Führt  man  den  Werth  ^  fdr  ff  in  die  Fuuction  — tty^-f^--o 
ein,  80  wird  dieselbe: 

und  ^  ist  also  nur  dann  auch  eine  Wurzel  der  Gleiebnng 

wenn  ^«^o=:0,  also  a/3=:ioiat 
Die  obige  Gleichung 

-        (y  - 1«  - 1)«=(1«-  p)* 

kann  man  auch  unter  der  Form 


darstellen. 


Dig'itized  by  Google 


äokistka:  imemmkti  mUmUt  R€fi€sHm  %u  messen.  275 


Ildbor  0UMI  nana  Methode,  Uoheanrinkel  mitteUt  Ba 

flexion  zu  messen. 

Von 

Hem  Proftesor  Karl  Kerl«lft« 

am  iiol^iecluiiftcheD  la«titato  io  Prag« 


Messnngen  von  Hobeowhiketn  oder  Zenithdistanzen  kamen 
bisher  tbeils  bei  aalronoiiiiscben  Bestimniungen ,  theils  bei  {»eodS' 
titeben  Operationen  ▼•r.  Man  bediente  sieb  blebei  bekanntUcb 
aeisl  der  TbeodoHte»  oder  groMer  Vertiealkreise ,  vrelcfae  auf 
•MeD  nd  «ebimeii  8tatk?M  aafg«tellf  wurden,  oder  bei  a«tro<* 
DMniacben  Beobaebtmigvo  raeb  der  Sextanten  oder  PrientenkrelMi. 
Bei  geodtttadieii  Operattefieii  weadeie  ma»  die  letelmii  ans  be* 
baaolBB  Orffaden  aebr  aeltvn»  aad  bei  Meaaangeii  terreaCrieeber 
Hubenwlnkel  faat  gar  niebt  an. 

Die  Blessimge«  terreatrieobet  Hobenwinkel  Hi  grSaaerer  Zabl 
giaobaban  Uabar  aar  bei  greaaee  Netslegungen  ffber  ein  ganaea 
Laad,  «od«  weao  wir  eia^e  wenige  Arbeiten  anter  Beaaera  und 
Stmve'a  Leitnag  in  Prenaaen  nad  im  affdOatliehen  Rnaaland 
taaaaboMNi«  Miat  aar  an  dem  Bebnfe,  am  die  Kaotenpntdtte  die» 
aaa  Nalaea  a«f  ein  gemelaa^baflUebea  Niveaa  redndren  sa  kennen. 
INe  biebai  erbaltenea  lelatifen  vnd  abadnten  HSben  der  Pnnbte 
worden  als  8olcbe  aar  yon  wenigen  Cieo^apben  benflzt,  da  zu  ei* 
gentlicben  Hühenmessnngeo  mit  besonderer  VorÜL^he  du»  Üaro« 
raeter  aogewendet  wurde.  Allein  diese  Messungen  bezoi^pn  sieh, 
sowie  aacb  jene«  grüsateutbeils  auf  Punkte,  vi  elcbe  besooders  bocb 
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über  ihre  Urogebnngen  emporragten,  aUo  hohe  Bergspitzeo,  und 
der  Nutzen  der  Hypsometrie  beschränkte  sich  somit  darauf,  diese 
hSehsten  Spitzen  eines  Landes  oder  eines  Gebirgssnges  mit  Ihrer 
Hohe  Aber  der  Meeresfläcbe  anzugeben.  Man  stritt  sieb  biebei 
aber  kleine  Differenzen»  welebe  gar  oft  ionerbalb  der  Grenzen 
derjenigen  Fehler  lagen,  welche  naeh  neueren  Untersuchungen 
theils  durch  die  terrestrische  Refraction,  theils  durch  die  uicht 
immer  horizontale  Lage  der  Luftschichten  von  gleicher  Dichte  bei 
trigonometrischen  sowohl»  wie  auch  bei  barometrischen  Messungeo 
hervorgebracht  werden. 

Erst  in  neuerer  Zeit  begann  man  einzuseheu,  dass  gute 
Höhenmessungen  eine  besondere  Wichtigkeit  für  die  BegrOndung 
der  rationellen  Orographie  eines  Landes  erlangen  können,  indem 
sie  vorzüglich  ein  brauchbares  Materiale  zur  Beurtheilung  der 
georaetrischeo  Bescbaflfenheit,  oder  der  Formen  des  Bodens,  von 
welchen  so  viele  physikaliscbey  industrielle»  natur-  und  cultur-hi- 
storische  Fragen  abhängen,  gehen  können,  —  dass  es  aber  dabei 
durchaus  nicht  auf  eine  ftngstliebe  und  sehr  scharfe  Messung  der 
btebsten  BetgspitzeB  eines  Landes,  sondern  Tielroebr  darauf  an- 
komme* dass  mSglicbst  viele  gleich  vertb eilte  Punkte, 
wenn  auch  mit  etwas  geringerer  Scb&rfe  gemessen  würden,  wobei 
ein  besonderes  Augenmerk  auf  die  Einsattelungen  und  Pässe  der 
Gebirge,  auf  die  mittlere  Erhebung  auisgedehnter  Plateaus,  auf 
die  relativen  Höhenunterschiede  einzelner  Terrassenbilduiigen,  auf 
die  Niveauunterschiede  und  allmälifren  Steigungen  der  Thalsofen, 
und  auf  andere  bisher  wenig  beachtete  Punkte  zu  richten  wäre,  io 
vielen  Ländern  wurde  bereits  diess  erkannt,  und  in  Frankreich,  to 
der  Schweiz»  in  Baden,  Sachsen  n.  s«  w.  sind  jetzt  die  Aufnahmen 
des  Katasters  and  der  M appirung  so  eingerichtet»  dass  auch  die 
entspracbeiideii  HOhenwInkel  aller  wlcfatigeten  Punkte  genessta 
werden»  um  so  Zahlen  flir  ein  licbtlges  Relief  des  Hudens  zs 
erhalten. 

Bd  uns  wurde  man  von  zwei  Seiten  fast  augleieh  auf  die 
Wkbtl^eit  mOglicbst  vieler  znsammenhSngender  hypsometriscbsr 
Messungen  aufmerksam.  Einmal  waren  es  die  grossartigen  Elsen* 
bahnbanten  und  die  Plussregulirungen,  welche  den  Nutzen  vos 

derlei  Messungen  ersichtlich  machten ,  und  zweitens  war  der 
Aufschwung  der  geologischen  Arbeiten ,  welche  leztere  da«  Üe- 
dnrfriiss  der  Kenntniss  von  absoluten  und  relativen  Hüben  sehr 
vieler  Punkte  hatten,  und  auch  in  der  That  eine  grosso  Zahl 
solcher  Messungen  veranlassten.  Es  wurde  nun  ein  Bedfirfotss, 
solche  Methoden  der  Messung  aufzufinden«  wodurch  man  möglichst 
viele  BestimmungeD  Ia  fcufser  Zeit  su  macheo  im  Staude  wäre* 
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ftiimn  atampfer  in  Wlee  w      mnt^  wdthmr  (SiUssf 
Ufr  4  natlb  aat  €L  4«r  KaUerL  Akada»i«.  Mitaliaft 
IM)  tetnf  MfiBwrkMn  maelite»  wie  mit  HUfo  4«r  M  ibn  c» 
flnkieD  Nivellirin»tramente  und  der  ausgexeieliMiMi  KiHaa  4am 

k.  k.  mil.  geograpli.  Institutes  diese  Aufgabe  geiwst  werden  kSnae, 

and  ich  selb&t  halie  mich,  indem  ich  die  allgeiueiiien  Andeutungen 
derselben  bei  wirklichen  Messuns^eo  speciell  durchzuführen  tauchte) 
dieser  Methode  seit  sechs  Jahren  mit  grossem  VortheiJe  bei  niei- 
Den  ilühenmessungen  insbesondere  dort,  wo  eine  sehr  grosse 
Genauigkeit  nothwendi»  war,  bedient,  und  hiebei  immer  die  b©- 
wnndernswürdige  Scharfe  ihrer  Angaben  bestattiget  gefunden.  (iNähe- 
res  hierüber  in  meinen  Abbandlungen  u.  Berichten  im  Jahrb. 
;  4.  geolos^lsches  ReicliaaiiataU  in  Wiaa  im  IL,  III.»  IV., 
V»  and  VL  Jahrgänge)« 

Sa  vorzfi^ch  mm  diaa«  Mathada  iat,  aa  iat  aia  doeb  snnfieliat 
aar  flir  aalcbe  baafimmt,  walcba  mgeaa  Baraian^gaa  blaaa  sum 
Babala  van  Hilbanmaaanngan  mitaroebman»  nnd  aieb  lüngera  Zeit 
aa  aiaam  Baabaebtangapttäta  annwUen  hlnnan«  Es  gibt  aber  eine 
potse  Klasse  wissenscbaftficbar  Reiaender,  deren  Hauptzweck  ein 
•»derer  ist,  die  aber  dennoch,  besonders  weil  sie  gleichfürniig  eia 
gauzeä  Land  nach  allen  Richtungen  durchstreifen,  ein  vorzügliches 
Material  für  die  Orographie  liefern  kiiDiiten,  wenn  ihneii  die  Messung 
der  i^ltihen,  w  enn  auch  mit  einer  gerin^ereo  (jleiiauigkeii,  nicht  zu  sehr 
erschwert  wäre,  und  s'w  in  ilirem  Hauj)t3!wecke  hindern  oder  sturen 
Hürde.    Hieher  rechne  icfi  vorzüglich  die  Olli/.iere  der  Gefjjrraphen- 
^orps,die  reisenden  Geologen,  einzelne  ein  Terrain  %*orläufig  recogno* 
Kcirende  Taafanikar,  Marineoflfiiiare^  walahe  vom  Schiffe  aus  Küsten- 
attfoahmen.  an  marbm  Imben  u.  s.  w.   Zwar  konnte  diese  Art 
Baiaender  eia  Barameler  mit  sich  fähren,  ailela  abgesehen  dafen, 
tea  liai  MeaavBgen  mit  demeeiben  bei  grosserer  Entfernung  vom 
amaapan^iaanden  Beabachtongapnnlrte  die  Ungennnlgbeit  daeh 
pv  an  bedeutend  agnimmt,  daea  famer  nicht  aUe  alcbtbaraD,  aen» 
dn»  nnr  jeiw  Ptakle  gamaaaee  frerdaa  bSnaen,  anf  «eiche  der 
Bebende  aiab  eelbat  begibt,  aa  iat  gana  inabaaandare  bei  ehw 
Higaien  Beian  die  anausg^aetite  nnd  lagatKeba  Beaelaichtigung 
das  fiaretaetara  Im!  aller  noch  so  guten  ConstreotlaR  und  Ver* 
Packung  doch  ein  sehr  lästiger  Umstand.    Der  Mitnahme  der  an- 
g^farten  Winkelmessinstruraente  steht   aber  hei  l  ussreiscfidea 
die  iNothwendigkeit  im  Wege,  ein  scluv eres  »Stativ  mit  sich  führen 
XU  müssen,  die  längere  Dauer,  um  eine  feste  Auf-  und  genaue 
'  Horizontalstetlnng  zu  gewinnen,  die  trotzdem  bei  aut  hohen  Bergen 
eewühnlich  herrschenden  Winden  vorkommende  TJiiL^enauimkeit  iii 

4an  Wiakekaeaanflgaa,  wenB  man  nicht  die  Zeit  liat»  beaaeraa 
TkaU  XXVn.  1» 
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Wetter  abzuwarten,  da  eine  zwischen  der  Poioliiiing  des^  Objeeles 
und  der  Horizontalstoyuog  der  optischen  Achse  verkennneode  noch 
eo  geringe  Eraehtltlening  dee  Ötetivee  eehen  AlwvelebliegeD  tt«^ 
*eebriM||t 

In  Ber^cksichtiguDg  dieeer  Umstände  habe  ich  vfraucbt,  ^ 
Winkelmese^Iostrument  sn  construiren,  welches  zu  bype^emetrisei^ 
fllessungeo  fiir  bloss  orographische  Zwecke^  kßi  f)effep,lll89  ^ 
Genauigkeit  won  6  bis  12 Fuss  hinreicht,  und  füt  die  okm^jn^ 
filbrte  Klasse  von  Reisenden  vollkommen  geeignet  ^^in. 
Die  Wichtigsten  Vortheile  desgelben  sind  seine  leichte  TreiNVI^ 
tabilität,  seine  Compendiosttftt,  die  vollkommene  Entbehrlichkeit 
eioes  schweren  dreilii^sii^en  ^Slatives,  die  äusserst  schnelle  Aul 
stellmig  auf  jedem  Punkte,  eine  nur  einnialinje  Einstellung  und 
Notiruni;  der  Alhidade,  anstatt  zweien,  wie  bisher,  endlich  die 
Möglichkeit,  auch  bei  windigem  Wetter,  ja  so^ar,  bei  etwas  nihi- 
ger  See«  vom  Schiffe  aus,  Uubeowinkel  mit  iur  obige  Zwe^« 
bliireichender  Genauigkeit  messen  zu  kOnnen. 

Das  Princip  des  Instniinontes,  welches  ich  Rcfiexions- 
Hypsoroeter  nennen  niijrhte,   ist  das  der  Reflexion  des  BiM<?8 
der  Luftblase  der  Libelle  io  die  optinsche  Achse,  tvelches  meine» 
Wlseens  bisher  bloss  zweimal,  und  «war  von  Dr«  Romershao- 
•ee  io  HaUe  bei  seinem  Spiegelniveau«  und  von  Or&VatI  in  Loa- 
den  bei  ecfineo  »refleeting  levels^S  Iwidemale  aber  fiar  sor  Be^ 
•teUiKig  einer  borisentalee  Visur»  md  ohne  Möglichkeit  «Inet 
Winkelmeeeung  angewendet  wurde. — ^Sm  in  TaMVI.  Flg.l. 
OP  die  optieebe  Aebee  einen  Per nrebrs ,  welche  in  dieeer  Lege  bq* 
gleich  vollkommen  horizontal  ist.  Die  verlängerte  Visur  treffe  auf  den 
Punkt       welcher  also  in  einem  Horizont  Hegt  mit  dem  Ocular  0 
fies  Fernrohres.    Sei  ferner  in  1)  die  vom  Objectiv  erzeugte  Bild- 
ebene, und  in  einem  gewissen  Abstand  DG  in  G  ein  [rnter  Pfnn- 
spiegel  fim  unter  einem  Winkel  von  45  Grad  gegen  die  optische 
Achse  fest  und  so  mit  dem  Fernrohre  verbunden,  dass  dadurch 
da»  Oesichtsield  vertikal  io  zwei  gleiche  Theile  gciheilt  wird 
Uaterhelli  der  optiecbeD  Acbee  sei  aber  im  Femrobr  noch  ebM 
Ubelle  Lt  «e  aogefamobt,  dose  der  hlkibeto  IKHikt  iheer  Kfiv* 
moog  bei  boriaenleler  SielbNig  dereeUbes  C  so  gelegeaiist«  «daee 
CG^DGt  wedorch  offenbar  fiir  da»  Ange  am  Oenbr  B  ele 
Spiegelbild  des  LIbellentheiles  bei  C  m  der  Bildebene  bei  ü  ei^ 
scheint.    Durch  diesen  Punkt  ist  auch  zugleich  im  freien  Theile 
de«  Isiesichts  Feldes  ein  feiner  Horizontal  faden  gespannt.   Die  LibeMe 
«ei  am  den  Punkt  C  drehbar,  und  CT  sei  die  Richtung  der  Tan- 
gente fiir  die  Krümmung  der  Libelle  im  Punkte  C   Offenbar  wird 

SIpspteton  der  UbeUe  die  Blaee  in  €  mmümkmm^  ^waA 
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ihfer  TartlfcalMi  Proj«ctioo  als  Spiegelbild  von  der  VerlSngening 
teHbriEOolalfadeDe  In  B  'lillblrt  Werdern  —  WSre  DHU  ein  Hoben* 
fMel^tii'M  na  lnenee«it»i»a  poiirtira  mm  den  Pnnb«  t§'  mit 

dem  Faden,  wodurcb  die  optisebe  Acbe«  den  Femrebreii  in  die 

Lage  OP*  Iconiint.  Es  ist  klar,  dass  an  der  Winkelbewegung  der 
opffsrheii  Achse  alle  mit  dem  Fernrohre  verbundenen  Geirenstäiide 
Theil  genommen  haben ,  und  es  wird  der  kSjiiegei  jetzt  etw  a  die 
Lage  m'n*  und  die  Libelle  die  Lage  UOU  annehmen,  und  wenn 
wir  daher  jetet  zum  Sp'ielpunkte  der  leteteren  Q  die  Tangente 
OT  ziehen»  so  bat  dieselbe  einen  eben  so  grossen  Winkel  be- 
«drieben,  wie  die  optische  Achse.  Ziehen  wir  also  durch  O  eine 
ar  Cf  Paratlele  so  muss  VOT^HGM^  Dreht  man 
aber  wMcBcb  di«  Libelle  so,  dass  OT  In  die  Lage  Cf  Icomnit»  so 
wtid  offenbar 'die  Blase  wieder  in  O  einspielen,  und  ihr  Bild  von 
dem  auf  den  Punkt  H'  gerichteten  Faden  halbirt  werden.  Die 
Wrn&elbewegUDg  der  Libelle  ist  in  diesem  Falle  genau  gleich 
dem  üuheh Winkel  H' OH,  —  Um  diese  Winkelbewegung  t^rsicht- 
M  und  messbar  zu  machen,  Liaucbt  man  nur  die  Libelle  niitteUt 
einer  Fassung  im  Inneren  des  Fernrohres  so  anzubringen,  dass 
sie  nm  eine  Axe  beweglich  ist,  deren  Unidrehungspunkt  genau 
mit  C  oder  C  zusammenfällt,  und  mit  dieser  an  der  äusseren 
Fliehe  des  Rohres  eine  Alhidade  fest  in  Verbindung  nn  setsen» 
M  kann  man  mit  Hilfe  eines  eingetbeilten  Sectorn  oder  einer 
Schraube  jene  Winkelbewegung  genau  messen.  —  Es  wurde  hier 
ifibebweigeod  vorausgesetzt,  dass  die  fiew^iing  der  Libelle  In 
tber  vertikalen  Ebene  »Statt  finde« 

Auf  diesem  bisher  noch  nicht  angewendeten  Prinzipe  der 
Messung  vertikaler  Winkel  beruht  nun  die  Construction  des  In- 
stnimentes»  dessen  wichtigere  Tbeile  ich  mir  erlaube,,  m  Mach- 
bigendem  zu  beschreiben:' 

a)  Das  Fernrohr«  Das  Instrument  soll  compeodlus»  also 
mm  4a»Fenii#ir  bnni  eelut  «igMcb  aber  siril  tkiekMn«  Libelle 
Ml  nwMbM  deol  Ocnlnr  und  der  Bildebent  befinden;  dabwr 
bibe  rcl^  ein  achrematisehes  Objectiv  von  fcmer  Brennweite 

p3s6  Pariser  Zolle  zu  dem  eri^teo  von  mir  angefertigten  Instra- 
raente  gewählt«  Die  OeflFbnn^  wurde  gHfsser  genommen,  als  hei 
so  kieioen  Fernröhre»  gewübniieh  ist.  Als  Ocnlar  wShIte  ich 
eioe  einfache  ConvciLÜnse,,  p'^i:  PS*  Par.  ZoHe,  um  den  Spielraum 
fir  die  LibeHe  -ganx  fiei  m  habe»,  obwohl  sich  auch  eine  ter« 
reskiecb»  LinsnAcomhination  ttr  diosen»  Zweck  einrichten 'liense'.' 
Am  «big«»  beUaQ' Linsen«  irekiHSi  ein*  amr  nmgekelirtes»  alM* 
besonden  sehmfen,  BIM  des  Obfeete«  li«ll»ni,  ergibt  iMi  seMir 
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die  VergrüsseruDgszabi  ^=^«  wei<|||||^icb  fiir  di«  Zivecke  dMio* 

etnmciites«  wolMi  seHen  grüaem  DMmm      4001  SM«  m 
■Mwkiead  ted. 

d)  Der  Spiegel  und  der  Vaden.  Die  Rubre  des  Fero- 
endiget  gegen  das  Ocular  zu  In  einen  paraUelepipediaclM» 
holilen  Aneeto  Aß,  (Tel;  VI.  Fig.  2.  und  3.}«  in  welchem,  an  der 
eb'eren  nscbe  in  der  Ebene  des  vom  Objeetl?e  er«eugten  Bildm 
h  eine  scbmale  Oeffnnng  onf  eenkrecbt  anf  die  LSligerichtmg 
eingelaseens  die  nnteie  Flicbe  ed  aber  in  der  LSngericbtung  gaoz 
weggenommen  Ist  An  der  hinteren  Wand  kann  ein  Theil  d«^ 
selben  efcd  ebenfaHs  gans  weggenommen  werden,  da  er  nnr  mit- 
telst vier  Schräubchen  mit  dem  Ganzen  verbunden  ist.  Ueberdiess 
befinden  sich  in  der  MiÜe  des  Arii^atzeä  xiB  an  meiner  vorJereD 
Wand  in  der  Richtung  der  optischen  Achse  bei  G,  sowie  recht* 
winklig  darunter  in  C,  so  dass  GC^Gh  ist,  zwei  etwas  konisch 
ausgedrehte  Oeffnungen.  In  die  Oeffnung  bei  aa*  wird  eine  dünne 
Platte  ein$xeschoh(  n  und  fesfoeschranbt,  in  welcher  sich  eine  kreis 
runde  Oeffnung  befindet,  vor  wcl*  fjer  sich  in  einer  Nut  /c/c  durch  eine 
Feder  angepresst  ein  dünnes  Plättchen  mit  einer  etwas  kleineren 
OeATTHino;  bewegt.  In  dieser  letzteren  ist  ein  feiner  Faden  AAgespaonL 
Die  HälUte  dieser  Oefifnuog  ist  durch  einen  Plan -Spiegel  Hin  vvt 
schlössen,  dessen  Ebene  gegen  die  optische  Axe  unter  einem 
Winkel  von  45  Grad  geneigt  ist.  Dieser  Spiegel  wird  mit  Hilfe 
einen  an  seiner  Metallfassung  befindlichen  kurzen  Zapfens  mid 
einer  Schraubenmutter  ii  in  G  befestiget,  indem  beim  Anaiehes 
dieser  Mutter  die  Fassung  des  Spiegels  mittelst  sweier  Ansitie 
gq  angedrückt  wird.  Der  Spiegiel  selbst  Ist  oben  gebrochen,  m 
dass  die  obere  FIftche  m'm  senkrecht  auf  die  optisclie  Achw 
steht  Der  Spiegel  wn  reflectirt  das  Bild  der  Blase  der  unter  ihn 
befindlichen  Libelle  in  das  Auge,  und  da  GC=Gh,  so  erscheint 
notbweudig  auch  diesem  üiid  in  der  Bildebene  des  Fernrohres  in 


ä)  Die  Libelle.  Diese  ist  der  wMtfgste  Thell  den 
mentes,  und  da  leb  ihr  ebne  bisher  noeh  nicht  vemyehle  Fem 
gegeben  habe,  ee  etlmbe  ieh  mir  in  Folgendem,  eisige»  üibme 
hierdber  mItanCbmIen.  Der  «nie  Swedc  der  iibele  tat  die 
iqabe  der  Iwirisontalen  Lage  der  Tangente  Ihrem  SplülpuMe< 
Meine  Libellen  sind  aus  GlasrUbreo,  1'5  Zolle  lang,  im  Inneren 
Hu^eeschliffen,  und  was  den  KrOmmungsradius  betrifft  von  zweier- 
lei Art;  die  einen,  für  die  feineren  Instrumente,  geben,  wenn  die 
Hlase  einspielt,  bei  15  bis  30  Secunden  einen  Ausschlag  von  1 
Pariner  Linie,  die  anderen,  für  die  kleineren  Instrumente,  gebeo 
Anssebleg  erst  bei  1  Minute«  >  • 
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ib  Iii  mNt  ktar»  4ms»  w«id  4a«  iMtrtaiMit  hi  Mer  »uhI 
•4«  nit  «iBem  Stockttetlr  |;«ktMielit  wcideo  mR»  m»  «I»  MIIM 
Mes  nltoM,  di«  Linbiudbeiie  lostnuneiiti«  lo  «ine  ▼«rti- 
W«  Ekene»  «dir  dodi  Mhe  ia  dlettlbe  in  Mogaii,  «od  es  wird 
vor  Allsm,  m  sieb  Aber  die  Natur  aad  Grösse  des  doreb  Ver- 
BBebliU«igung  der  vertilcaleD  SteUung  entaleheiideo  Febicrs  eise 
richtige  Vorstellung  zn  machen,  notbwendig  sein,  etwas  nibsr 
auf  diesen  Gegenstand  einzugehen.  Nehmen  wir  an,  dass  die 
Ebene  des  Limbus  GAB  nnd  die  vertikale  GÄC  in  Taf. VI. 
Fig.  4.  sich  (wie  diess  io  der  Natur  dieses  Instrumentes  liegt) 
»tets  io  der  Linie  der  optischeo  Achse  GA  schneiden,  und  seien 
Ci^und  GC  die  Durchschnittsfinien  dieser  l^ljpiien  mit  einer  durch 
Cr  gelegten  horizontalen,  8o  erhalten  \\\t  mit  Hille  von  GA  =  r  =  \ 
die  Bugen  AB  —  h,  AC^ä,  von  denen  der  eine  A  den  gemesseoen 
Hfibenwiiilfiel ,  der  andere  b  aber  die  auf  die  Vertikalebene  reds- 
drte  wahre  Grusse  desselben  aasdrückt.  Man  bat  somit  is  den 
feebtivini^ligen  sphSrischen  Dreiecke  ABC  als  l>ekannt  vorauszi|- 
•etaee  des  Winkel  A  und  den  Begen  kp  wäbrend  die  GrOase 
k^k,  welche  wir  einen  Aosdroek  suchen ,  den  Fehler  s  an* 
gfbt  Sechen  wir  einen  Ansdmck  Ar     sc  srhaltsn  wir: 

«V      tanffÄ  — tang6 
tang  X  =  ta»g  (A  -  6)    i^u„gAu.i^  • 

Dää  Dreieck  ABC  gibt  unmittelbar 

tangi  ssees  ^  tang  iL 

Uiesaa  Werth  sabatitairt»  gibt; 

 tang/i(l — cosÄ)  _  f  tai»|gAsln*^  J  ^ 

tangsp^  r+co8iitang«Ä  ~  l  +  cos^taag*Ä 

Dieae  Formel  kann  fflr  die  kptfitbmiachs  Berecbouog  elngartebtet 
werden,  indem  man 

tang9  =  tang     cos  ^ 
aetat  Bfan  erbiit  dann 

 1  

^     1 -|- cos  ^  tang  ^A' 

4ipeit.dnrah.  Snhalitntlen 

taDga;ss2tangilaio*^iteoa^.  ^ 

in  folgender  Tabelle  habe  ich  einige  iiacb  dieser  Formel  be- 
rechnete  Werth«  ausanuneageatallt,  und  zwar  füir  A=il^,,  ^ 
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30.  «od  Air  A=^^  m,  %y>,  250  uod  aoo;  die  jbtredbtt0tM  Widbe 
von  X  «iod  inJMinateii  wnd  Secuoden  aag«geli«ii: 


A=5o 

A=15o 

Ä=25<> 

ü'  O'ci 

0'  iÖ  '  1 

0'  12^-2 

O' 48^-4 

1  (l*  24''-6 

1  (KÄT-Q 

l'48»-d 

.1 


Man  sieht  Meraoe,  das«  fiSr  Jssl®  der  Fehler  bei  den  gewUhlH 

Terltoniin enden  HOhenwinketn  von  0  bis  10  Graden  5  Sectmiti 
Dicht  üiierstelgeu  \\  nii,  nährend  derselbe  bei  einer  Neigung  voo 
il=2®  schon  20  8ecundeu  und  dariiher  betragen  icann.  —  Bei 
dieser  Gelegenheit  ist  es  yielleicbt  noch  interessant,  die  Maximal- 
wertbe  von  x  kennen  zu  lernen.  Soeben  wir  nemticli  dueii  Di^ 
fereoslatioD  des  Ansdrucices  1)  deo  Werth  toii 

dk 

so  gibt  diess  liir  x  ein  Mazimuiu,  weuu 

taDgA=:  r^—- 
wo  dann  der  Ausdruck  ))  öbergeht  in  den  Ausdruck 


tang  =: 


Folgende  Tabelle  enthält  die  Werthe  von  A  und  x  (ütA=^^^ 
^  und  0^  nach  GL  3)  tmd  4)  berecbaet: 


1  ^='»  1 

1    ^=20  1 

^  =  3<» 

A  = 

44«  59'  52"-2 

44«  59'  28"-5 

440  58'49"-l 

0»  0'  IS*'-? 

00  1'  3^1 

00  2'21''  -3 

An^  der  ersteo  Tabelle  ist  ersichtlich»  dass  die  Neigung^ 
Limbus-EljLMie  geilen  die  vertikale  bei  den  feineren  und  grGssarti 
Instrumenten  einen,  und  bei  den  kleineren  Instrumenten 
Grade  nicht  wird  überschreiten  tlüilen.  Die  Sicherheit  der  Ste!' 
lang  der  Limbusebene  innerhalb  diü>er  Grenze  habe  ich  dadurch 
•Reicht»  dass  ich  so  den  Libellen  flaclM  oder  oTale  GlasrGkrfli" 
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iMtn  T     nihrr  ^urdb  /f  (Tai:  VI.  Fi§.  3.)  angedeutet  ist,  he- 
Dfltsto.  Die  raedeo  GlasrShren  werden  in  Mfc  weichem  Zuetwul« 
ducfa  einen  Ring,  demen  Form  die  ebeft  litseichMte  iat,  gflsifMi» 
Ufl  sie  erkalten.  Dies«  disißhren  weite  kn  Inneren  aH  «kr  eb»- 
IM  fiitbt  Mhv  Uob  abasMcUiffeii«  00  i«M  die  KrfimBiang  senk« 
«M«if  .die  AtbiB  der  LibilU  ddar  j«i  qwrmUm  eiM«  Ri^* 
tito  M:Z^lt»  eiilii|itfclil»  wodwofc  M  einer  Neigeog  vee  1  Gm* 
tdhee  «Ae  Bewegong  der  Bliea  «m  Mehr  «le  mnm  fceHM  Idol« 
•Mik  lecbto  «to  IkJkm  bewirkt  wird.  Die  Okarilhie  trbllt  eitf 
'   ihnBrOberftIcle  swrtJiite  elegMiohiillte«  iiefebe  beide  dereli 
duBiPMkt  C  geb«e«  .«iit  «war  die  .eiae  In  der  RlebhMf  det 
Liegsaieblie  der  Libelle«  die  andere  senkrecht  darauf.  EstitUer; 
dftss  im  Spiegel  nin  ('J  af.  VI.  1  i^.  3.)  ein  reflectirtes  ßiid  dieser 
lieiden  vStriche  v*v'  und  h'h'  eri»cbeiiit,  und  d  iss  somit  de?  Beob- 
achter den  Limbus  des  lfie$lrumentcs  so  zu  iiaUeit  bat,  6aa»  das 
Bild  der  Blase  immer  von  beide«   Strichen   halbirt   wird.  Die 
Glasröhre  der  Libelle  selbst  wird  (Taf.  VI.  Fig.  5.  und  Fig,6.)  in 
eioer  Fas^uiiiEc  von  Messing  festgehalteo ,  welche  aus  einer  etwa 
0'3  Linien  dicken  gut  gehämmerten  Messingplatte  so  geschnitten 
wird»  wie  Taf.  VL  Fig.&  aeigt;  die  vier  Araie  rrrr  weidea 
äbw  cipeai»  eiaernen  Dorne  von  der  Föna  der  GlasrSbre  ziisaair 
mmiljßh0§em^  «ad  mit  kleinen  Schräubcben  an  ihren  Endea  ff..,, 
io  zQsaaimengezogea,  dass  die  LiiielleDribfe  ieet  uad  ottTerrQck« 
bar  eiogefaaet  inSt«  Die  Faeeaafc  bat  einea  Aaaata,  ao  Webrbea 
QoidrebangiKKe  der  Libelle  la  Geetalt  eiaea  genaa  «bgedreli» 
Im  etwas  .keoiaebea  Sapfeaa  von  StabI  ebigeaetst  aad  aa^^tbet 
H  Um  die  idbellearObre  and  die  Bla9e  aecb  beeeer  au  beleweb' 
tei»  foifte  am  Sebuftae  dereelbeii  beim  Traaaperte,  let  die  natere 
Fliehe  d6a  luatiftmeates  dareb  eine  an  der  ianeren  FlKcbe  mit 
»eiiaeni  Papiere  überzogene  Mess^ingplatte  td  (Taf.VL  Fig.  ^) 
fsiscblieesbar,  i^elche  sich  in  einem  Scharniere  bewegt,  und  wäh« 
wnd  der  BeobactUung  unter  einem  Winkel  vou  45"  aulgeklappt 
wird.  Die  Blase  ;erfitcfaeiiit  dann  im  Spiegel  sehr  scharf  gesaicbnet. 

d)  Die  Alhidade  und  der  Limbns.  Die  Libelle  in  ihrer 
KMmg  wird,  nachdem  die  Platte  efdc  abgeschraubt  wurde,  mH* 
teUt  daa  flapiMs  C  aa  der  fieHaewaad  BB  (Taf.  VI.  Fig.  3 )  be^ 
Cntigety^-iadMl'da'der  Aaa^enseite  elae  Aibidade  C£  (TaT^VL 
glii'1.>Bi%a<ihibe>k  mÜ  daa  Eade  de«  SapAM»  dareb  eia«p  Mutliftf 
■HWigiib  Wiiilv'i^-Ed  bei  aleh  aaa  daiM  gebiMieit,  wie  «la« 
liübtfgd'Md 'lleaaeii  WtobeiaMaMtHf  bematelM  wlM^  ehae  dedft 
dibfwUpniiliUlMtt  <kM  ftoaan  aafbagelMa.  ftlir  IVfakel  aolleii 
b4  den  grMMrda  lialMmenlea  wealgalen«  Ha  aitf  iMfaote  eder 
^  Sdeaaden  mit  vaHfeeamieaeif  SidMiMt,  bm  denen  zweiter  Art 
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Mmiistäm:  iMer  eme  mtm€  iMkmk, 


»Yn^  bis  a«f  1  Mumte  angegeben  werden.    Wenn  es  nvii  M^fc 
^e^enwftrtig  ein  Leicbtes  ist,  eine  solcbe  Thetiwig  wm.  LiabiBJB 
berzustellen,  so  spiell  dMb  4m  WMm  weges  der  SamaftMllltev 
Albidade  hiebst  eine  so  mmmgmdmm  Rolle»  4ms  im  wm  darai 

w^mtnif  mmI  deppelle  NosisB  siImIbii^I«  wedhvek  skef  Mttwssft^ 
4er  LinWs  doppelt  so  gross  wM;  sdsr  sbsr,  ivtai  omhi  dS« 

Winkelbewegong  durcfa  die  geradlinige  einer  fieinen  SchraalM 
miast,  wobei  die  Excentricittt  eben  falls  on«chftdiich  ist,  weil  sie 
bereite  lo  der  Winkelgleichnng  enthalten  iat   Bei  dem  tod  mir 
constroirten  Instrament  habe  ich  fiir  die  Messimg  der  Winkel  Bs-  j 
fange  (fis  Iststore  Methode  gewählt,  fiberzengte  mich  jedoch,  dast 
M  etwas  griiseeteD  Winkeln  mit  dem  Aufwärts-  mid  AbwiHi- 
Mmmkm  ehi  gissser  Zeitfsilsst  TerbndsB  sei«  icb  hshedalNr 
des  Bogen  JfJf»  welcher  etim  dOGiads  mifcsst,  md  sImt  gid» 
TheiloMsehlfis  lo  gasss,  hslbooBd  vierfsl  Giodo  thiMsii  Isssa«.  INl 
Albidade  CE  ist  an  ihrem  Ende  mit  einem  Mikrometerwerk  w 
sehen,  dessen  Kleromoog  in  K  sichtbar  ist.   Die  Mü^rometer- 
schraobe  selbst  hat  etwa  |  Linien  im  Durchmesser,  ist  sehr 
gleichförmig  und  fein  geschnitten,  so  dass  etwa  50  Windangea 
aof  einen  Zoll  gebeo»  end  ist  an  ihrem  Ende  mit  einer  Scheibe  1 
als  Kopf  A  verssheo,  wefehe  am  Rande  in  IQ  glefelie  TMIo  g»> 
thsilt  Ist»  SS  dass  num  mittelst  siaes  Zeigen  x  aaei  mdk  tti 
ehier  SeivaaheairlndQiig  aMessa  kaao.  Die  AihMade  ist  aa  d«i 
aa  die  Thsllung  greaaendeo  Eade  sehlef  ahgsaefcalHea,  «ad  snf 
der  so  gebildeten  schiefen  Ebene  ist  eine  feine  Linie  a  gezogen, 
welche  als  Marke  beim  Ablesen  dient   Zur  schärferen  Bestim- 
mung  der  Coincidenz  der  Theilstriche  dient  eine  Anfache  Lope, 
welche  bei  £,  drehbar,  befestiget  ist.    Zur  Vermeidung  eines 
todten  Ganges  der  Schraube  dient  eine  starke  Feder  r*  Bs  lit 
kfar,  dass  man  anf  diese  Weise  jedes  Wiekel  sehr  genas  mesM 
fcattn»  weaa  man  nnr  den  Werth  ober  Schnahenwiadnag  ImWIa- 
kohnaasa  aasgeaittsit  hat,  sa  wsleber  Aasmltlohing  versdiiedene 
Stellea  des  getheÜtoo  Bogens  MM  selbst  benfitzt  werden.  Die 
Ezcentricität  wird  am  einfachsten  dadurch  unschädlich  gemacht, 
dass  man  mehrere  bekannte  Höben-  und  Tiefenwinkel ,  welche 
man  leicht  mitteist  Maasstäben  und  bekannten  Distanzen  hersteUeo 
kaaoy  misst,  sich  dieJAbweichung  von  der  Wshrheit  notirt,  und 
aieh  dann  eise  Taballo  aaMrft  ffir  dea  Bogen  dos  Instrumsntsa, 
weiebo  die  JedoM  iwimnn  WhOMd  onliproehindo  i(^ip|g|M 
enthält  Debi%en0  Ist  an  hmmrim^,  4mm  dieaa  C<taNmtiei»iftf 
UsfaM  WhM  In  den  aidbloa  Fällea  wird  sanNMUl^Ogei  wordes 
können,    verausgesetst,  dsss  Mno  grusssrs   Clooauigkeit  der 
Messung  als  bis  auf  20—30  Secuodeo  gefordert  wird   «^^^ä 


f iieiUirieli  «B  Bogen  MM  «rhilt  die  ZIfer  0  Gnif!,  «od  dim 
Wim  Billig        mwrtirtiiiili  mmk  akmMm      m  Qmd* 

e)  Die  Boussole.  In  unhekatinten  Gegenden  und  ohne 
Fdhrer^  nft  selbst  mit  diesem,  ist  man  manchmal  beim  G«' brauche 
der  topographischen  Karton  über  die  Benennuns^en  neben  einander 
liegender  Orte  im  Zweifel ,  und  in  solrhen  Fällen  ist  das  am 
Standpunkte  abgelesene  und  auf  die  Karte  aulgetragene  niAgne- 
ti8€be  Azirautb  jeuer  Orte  von  entMbeidender  Wichtigkeit  FCIr 
Geologen,  Montanisten,  Ingenieure  u.  ««w»  ist  es  oft  interessant 
und  Wissenswerth,  das  Streicbeo  einer  ^ologiflcheK  WmumUkm 
oder  der  Lagerstätte  eines  natzbarea  Fossiles  ni  Itmiieii*  Am 
diesen  UHInden  habe  icb  das  hier  bescbriebene  Instrument  mit 
einer  fioQssoleirmebeB.  Dieaalbe  besteht  ^Z'B  (Taf.  VI.  Fig.  51) 
sss  elnani  boblau  Cylindar  Ton  3  ZoRen  IKircbinaaaar  aad  t  Zoll 
Büha.  Dia  Hagnatnadal  lat  aof  aiae  galbeilta  nnd  geilniiaala 
stsfka  FbpSaraebeiba  gHalmt»  imd  wird  ao  aaf  die  Spitze  gelegt» 
dass  dia  ThaUung  nach  nnten  galrahrt  ist  Cm  diese  Tbailung  sa 
IfteotHsen,  ist  in  der  Bodenplatte  eina  Oeflbung  p*,  and  In  der 
Seitenwand  eine  zweite  p  angebracht.    Die  letztere  ist  durch  eine 

I  kleine  um  ein  Scharnier  bewegliclio  Piatie  \  erschliessbar ,  ebenso 
I  die  erste,  nur  befindet  tiich  auf  dieser  ein  kleiner  Planspiegel  g 
\  von  etwa  2  Linien  Breite  eingekittet.  Dieser  Oeffnuiig  p'  ent- 
spricht eine  etwas  grössere  in  dem  Ansätze  Aß.  Die  Koussole 
wird  mittelst  zweier  Schräubchen  an  den  Ansatz  AB  befestigt, 
früher  jedoch  dureb  aÜmäliges  Aufmachen  der  Spiesrelplatte  g  jene 
Stellung  derselben  gefunden,  bei  welcher  die  von  der  unteren 
Fläche  der  eingethetiten  iicbaiiia  auf  Jena  fallenden  Strahlen  auf 
den  8piegel  mm'  and  von  diesem  ia  das  am  Oculare  befiadlielM 
Auge  tefleetirt  werden.  Beim  Messen  wird  auch  die  Platte  p  ge« 
Sftiet,  uro  jeaen  Jbail  der  Theiiaag,  der  dem  Auga  sichtbar  ist, 
aa  beieaebtaa.  Ea  iaC  Mar»  daaa  aaf  diase  Walaa,  ohne  die  mia* 
desto  Balming  der  Maasaag  daa  Hftfaaawiafcab»  bai  PoiaHnng 
des  Obfaels  glaiebaaitig  jeaar  Tbaiktrieh  der  Baoaaala  abgelasaa 
weidea  Irana«  welebar  aisb  »H  dam  Objacta  ia  alaar  vaitlhala* 
I3enulea  baflndet 

f)  Das  Stativ.  Ein  Stativ  ist  bei  einer  einzelnen  Winkel- 
aiessaag  nad  bai  gehuriger  Einahoag  daa  Baebaebtara  algaattieb 
aicht  aaAwaadig  31  daher  aa  dam  laattaaiaals  a«  dar  «ntsrea  VlUm 
afai  Kaie  nM  tkmm  babisa  Cjrfiadar  aagabracbt  lat«  in  wiiihni 
si»  bolasraar  (Griff  aingesetal  wM»  nai  daa  InatiamanA  In  4ar 
Mea  Band«m  baHan,  wlliraad  die  raefato  ndl  dani  BnaHBan 
dürLMMadacsiidlaAlbiiadabaaafaiftiBtlBt  Bai  einiger  Ikbing 
bttagt  aia»  aa  baH  dabin,  die  Ub^  sabr -aebarf  aaf  daa  das 
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Ofcjeelifointirefideii  Faden  zu  bringen;'  denn  •ftftemi'«iBd  dl^^Ail» 
bellen,  urie  ob«B  bidinkt,  weit  -weniger  empfiMdliofa ,  dt«  gM»* 
aer.NiTeHirlnstrumente»  iweit^ns  braocht  man  dae  f^nspleleo  imr 
weni^*  Momente  fesülsöbalten ;  drittens  erbSIt  das  Femroh^ 
feste  lllchtang  diirch  das  pointirtö  Object,  nnd  tiertsns  ei^dltdi 
ist  es  >iieh'  nicbt  nOifaig,  Wfibrend  der  gaoxen  Scbranbenb^weguog 
das  Instrument  vor  dem  Auge  zu  balten,'  sondern  man  Sebe  ntir 
von  Zeit  zu  Zeit  afif  das  Object,  und  achte  darauf,  ob  die  Blase 
scbon  im  Spiegel  erscheint. 

Demnngeaclitet  wflrde.es»  wenn  man  von  einem  Standpunkte 
m  mebrere  Visoren  macht»  fdr  die  Hand  zo  erm0dend  sein,  da« 
Instrpmeiita^u  halten*-  und  dadurch  eine  IJnsicberheit  in  die  Be- 
obachtungen konpmen,  daher  ieb  jedenfalls  die  Anwendung  eioe« 

leichten  Stockstatives  empfehlen  würde,  wie  ich  dasselbe  gewSho- 
lich  benutze,  welches  (Taf.  VI.  Fig. 8.)  aus  einem  ettva  1  Zoll  im 
Durcbme8i$er  haltenden  und  2  Fuss  8  Zoll  langen  stocke  aus 
hartem  Holze  besteht,  der  im  Irmereii  dnrchijohrt  und  unten  an- 
statt eines  Beschlages  mit  einem  kurzen  Erdbohrer  verseben  ist 
In. die  innere  Udlilung  von  etwa  2  Linien  Durchmesser  piywt  ein 
ftwss  dünnerer  runder  Stab  von  Elsen,  welcher  hecau^eaegeo 
und  in  jeder  belieliigen  Hübe  mittelst  ^iner  Schwube  festgestellt 
werdcpi  kann«  Das  obere  Ende  passt  g^nan  in  jf^nen-beblen  Cf" 
lioder  des  Kniees«  Beim  Nicbtgebraucbe  wird  der  Biseastab  gans 
eingescbolMii»  «in  Knopf  von  Horn  ol>en  am  Stock  aufgesehraubt, 
und  derselbe  kann  auf  Fussreisen  recht  gut  als  Reisestock  gel- 
ten und  besonders,  bei  Becgbesteigungeu  mit  r>^utzpn  gebraocbt 
werden^,  .    .  • 

Mt-'  Neieb  erabri^t  mir,  Einigea  aber  die  Rectification  des 
Instrumentes  au  bemerken,  dmin  die  Wiokel^  wenn  sie  aacb 
Hiebt  nnl  jener  seltenen:  Scbürlei  wie  vön  des  Staibpferactoi 
fiiisellirinstrmnenten»  nemlich  bis  auf  eine  Secund«  gemedsea 
werdsn» 'toieeen  deeb  ins«!  der  ol>en  ^Iherfcten  Grseae  voll* 
kemtoe«  sieber  sebi,  was  anr  durch  eiiie  sorgfUltige  PrOfung  des 
Inslrumentea  erreicht  wird.  Ich  erlaube  mir  hier  nur  die  diesem 
Instrumente  eigenthümlichen  Momente  diei^er  RectUication  zu  er- 
wähnen und  ubergebe  die  anderen  als  selbstverständlich.  Jene  sind: 

.-:a)l>la  ridliJtige  Stelioog  dicki  Sfiegels  tibjd.  dM  F*« 
4^nsi  -  Es  ist  «war  «fne  «ehr  'scbkrfe  Stellung  der  Ebene  des 

Spiegels  »172  gegen  die  optische  Achse  unter  45  Grad  nicht  noth« 
wendige  wie  ans  der  Theorie  ersichtlich;  aber  es  ist  andererseits 
doch  eine  Ahweichung,  die  etwa  i  Grad  oder  mehr  betrageo 
würde,  nicht  zu  wünschen,  da  diess  die  Centrirung  des  Sptelpook- 

laa  idflr  Labellai  arssbMreran  «rirda«   liaa.-attfUa  aich*iidAhaf  4mI 
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«idBilich  ebenem  Boden  mit  dem  Instrumente  in  Ireier  Hand  AÜf, 
nehme  sowohl  die  Boussole,  als  auch  die  Wand  efcd  \^eii  ,  ziehe 
die  Libelle  bmiis  aud  dctti  Liroblis  eine  horixontaie  Läget. 

liaD  stelle  man  eine  Stange'  w  der  Richtung  4er  dnrch  deu  jetist 
fWtikaien  Faden  heetimintea  optischen  Achse  vertikal  auf  und 
laMe  eine  zvreite  seiftiHkte  m  iliUtWf  4mb  ihr  Bild  voro.&fiifgil 
Ii  4i«  Riebtung  4m  «mte»  iStonge  genan  reflektiit  mM,  so  muaf 
M.  beM«  BkÜnDfe»  Int  StiaipMihte  /eft»e0  teditm.  Wickel  bift^ 
4ta.  A»f  aieidybe  Ait^e— tnürt  iwC  •>dwOT.S<ite  i>>nfiüh 
elNt  MdbiM  WwUl»  eo  i»«  es  Jetet  «aifb  babaMltfii  GmIim 
ficff  Gtometri»  «ebr  i^kh«*  die  RichligkeU  dieaar  WiDbel  lui  prüf 
ÜHu  .JSii»d'€eff«oi|lett  de«  ^ibgtU -gMOhMt  tsll  .Hilfe !  dfti  BiiI* 
tu  ü  aelbatveratSedlieb  nv»  Teriier  der.FaOM  mit  OIM  Am 
0bjecti^es,  H'elches  sich  etwas  herause^bHiben  Hstft«  ie  'di# 
Büdebeiie  gebracht  &cin«  . 

b)  Die  Centrirung  des  Spielpunktes  der  Libelle*. 
Nim  setze  man  die  Libelle  ein,  verbinde  siä  tait  der  Alhidadr» 
gebe  dem  Limbns  eine  nahe  vertikale  Lage,  und  sehe,  ob  dfti 
htt  Spiegel  lefleeHrte  ßüd  de«  im  Splelpankte  der  Libelle  eenk- 
reebt  aol'  Ibre  LSogtrlchtmig  geiogeiieii  Strkbes  h^h'  mIt  delD 
Birixeut»llbden  W  eoinddirt  Die  Oerichtigung  geecbMt,  Indem 
mi  die  SdirittbcAen  IT  etwas  Iflftef  vod  dttf  Libelle  ein  wenig 
bi  der  Faeenn^  veirwtrte  oder  rdekwirto  eebiebt.  Sodann  bebe 
und  «enke  itaan  die  Albidade  aRma%  bie  an  ibre  eberete  nnd  n«P> 
timte  Granze.  '  Bildet  dabei  jener  Strich  mit  dem  Faden  fort- 
wibrend  eine  gerade  Linie,  so  geht  die  ünidrehungsaxe  der  Li- 
belle zugleich  durch  denSjiitdpunkt,  wo  nicht,  so  helfe  man  dadurch, 
dass  man  in  die  Fassung  oben  oder  unten  Papierstreifen  einlegt, 
wodurch  dieser  Punkt  entsprechend  gehoben  oder  gesenkt  wird. 

c)  Die  vertikale.  St<elliing  dc^fi  Liifibne*  Eine  der  bei- 
den vorbin  in  a)  gebrauchten  Statten  wird  mit  HUfe  -elnea  Sen- 
kfla  ToOkomnien  vertikal  geatellt  Daa  Stockatativ  wird  Ip.dei} 
Boden  gebohrt»  nnd  zwar  ebenfalla  ao  viel  ala  mvglicb  vertikal 
idU  Hilfe  dea  Senkeia»  und  daa  Inatrument  auf  den  berausgezoge- 
Mn  ehernen  Stab  geaetst.  Nun  bewege  'man  das  Inatremen^ 
langsam  so  auf-  und  abwürts«  dasa  die  lertlkale  Kante  des  Spie- 
gels fortwalirend  die  Stange  tangirt,  wobei  man  sieht,  ob  die 
Mase  im  Spiegel  beipa  \  oruberzieJien  dem  reflectirten  Strich 
tV  halbirt  wird.  Wo  nicht,  so  hilft  man  durch  eine  kleine  Drehung 
der  Rühre  in  ihrer  Fassunji:.  — ■  ISachdein  a)  ,  b}*.  c)  .richtig  ji^fua- 

I  ««A.4fS  ^HK^  ^H"^^  f««^  .aufeeschraubt.  ,  _  ^  .  \, 

'^'l^le  Be««lM«ttt  4ar  hwria^wkalM  LagS  'diaätUb- 
•««^^  fla<«NM  flü  jiam  lilill^«       tWiMiij  W  ««Ma»  db 
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Timir  penav  borUMmtml  bt,  «charf  bestiromt  iwden,  «rosu  esntb- 
rere  Wege  gibt   Der  eio&chste,  scIineUste  und  genaueste  Ist, 
wenn  man  auf  tiemlicfa  ebenem  Boden  sich  mit  einem  guten  Ni- 
«'ellirinatrumente  aufstellt,  4ie  LibaU»  desselben  zum  Einspielen 
bringt  und  in  einer  Entfemwig        etwa  20  Klaftern  die  HM* 
der  2ieilftfiBl  an  «Im  Niirdllrlatte  wm  CeMden  Mi«!  mK 
Hmtaertiaradeii  des  BttellMwitfiiiiairtee.  Mmni  Mrl  m 
SieelBsiatiT  sebee  den  ÜhreHtrlMifMieiit  fud  ki  deo  Boden » 
das  Instrument  auf  den  eisernen  Stab,  welcben  man  so  weit  ber- 
aussieht,  dass  die  Mitte  des  Oculares  genau  in  derselben  Hohe 
ist,  wie  jene  des  nebenstehenden  NiFelliriostruroentes,  pototirt 
mit  dem  Horizontalfaden  des  Instrumentes  die  Mitte  der  ZÜeltafel 
und  hebt  oder  senkt  die  Alhidade  so  lange,  suerst  mit  der  Hand, 
sodann  mit  der  Sehraube,  bis  die  Blaee  im  Spiegel  von  h!h*  bal- 
bin  wird.  Nuo  whrd  der  Winkel  geeen  und  Mit  Hitfe  der  Sebieebe 
jV  abgf  lesen  und  notlrt*  Oieee  Operatloe  inehreimle  wiederheK 
gibt  die  SteHnng  der  Alhidade  Om  MitteQ  bei  Iwrisootaler  Tiaur^ 
— '  Auf  der  Reise  kann  man  sich  nach  einer  allenfalls  yorgekoin* 
menen  gewaltsamen  Erschütterung  des  Instrumentes  von  der  an- 
verrückten  Stellung  der  Libelle  fiberzeugen,  wenn  man  sich  am 
Rande  einer  grösseren  ruhigen  Wasserfläche  aufstellt  und  am  ge- 
genüberliegenden Ufer  einen  Stab  oder  Stange  lialtea.  läset»  en^ 
welebe  man  sich  in  «derselben  Höhe  über  dem  Niveau  den  Wa^ 
eare  eine  Merke  gemadit  bat«  als  in  weicher  .||ich  die  Mitte  dee 
Ocnlaree  über  deneelben  befindet     Zur  See  nm  SehilEa  wir4 
die  iierltentale  Vienr  bergeslellt  durch  die  Begrenzung  des  Mee- 
res am  Horizont,  indem  man  die  Kimmtiefe  oder  den  Unterschied 
awischen  dem  scheinbaren  und  wahren  Horizont  berücksichtiget* 
—  Oder  endlich,  und  zwar  sehr  genau,  indem  man  jene  Methode 
benützt,  welche  gewöhnlich  bei  der  Rectification  von  NivelHc' 
Instrumenten ,  deren  Fernrohr  nicht  umlegbar  ist»  angewendet  wird^ 
wie  dieselbe  in  den  meisten  Lehrbüchern,  besonders  klar  uo^ 
deuHleii  aber  in  Stampfar'e  Anleitung  imn  Nivelliren  nifnd«0» 
nnd  webei  bekanntlich  weder  eine  WaaeeHIXcIre»  neck  «in  aed^ 
res  nivelllrlnetrument  netkwendig  ist.  Bei  dem  eben  beechrlcA»«'' 
nen  Instrument  ist  diese  Rectification  jedoch  mit  folgender  Modi' 
fication  vorzunehmen :  Man  wähle  einen  möglichst  nahe  borizontaißf' 
Böden,  befestige  die  Zieltafel  auf  der  Latte  in  gleicher  Höhe  in>^ 
dem  Oculare  vom  Boden  und  bringe  dann  beim  Pointiren  auf  di& 
Mitte  der  Zieltafel  die  Libelle  genaii  zum  Einspielen,  wobei  der 
Stkod  der  MikremeMsekranbe  netfart  wird.  Beim  Verwechseln  der 
ISWIsngen  nums  am  dfeeer  Staad  der  LibeUe  prerlsekUck^ 
iMdlel  mk  der  epiMMi  ^ihsi  bei  inisiitili  Lage 
«ad  Mm  glrftsfii  «af  IhMm  awettea  Stor-"- 
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werden,  iIms  ihre  Milte-  vom  HorizoiitaifadeD  gttrafci 
«bi.  Dir  Mlor  m  iviid  tei.ini  4it  hetnntwi  FmmI 


/ff    •?  +  -?_^ 


gefunden,  wo  l,  t  die  Lattenhöhen,  J,  y  die fn«tninientenh9lben 
und  f  den  Unterschied  zwischen  dem  wahren  und  scheinbaren 
Horizont  bedeuf^n.  Dä' jedoch  hier  J  =  l  gemacht  wurde  unrf  mit 
HUfe  des  Stockstatives  auch  sehr  leicht  «nd  genau  JssJ'  f»e- 
macht  Verden  kann,  so  übergebt  obiger  Aasdntok  in  foigenden 
eiofaciiereD : 

«  =  -5  A=s-2 

Auf  diese  Art  dflrfte  Inefnunent  hergestellt  sein,  weklies 
dem  Bedflrfiilese  der  r^wenden  Geographen ,  Civil«  und  MtiltHr- 
Ingenleare/  de^r  Geologi|n»  der  MaHneblUxiere  n.  e.w,  genügen 
«nirde,  ohne  sie  durch  schweren  Transport,  langwierige  Anfstel- 

!nng,  Abhängigkeit  vom  Wetter,  nünientlich  von  starken  Winden 
auf  hohen  Bergen  in  ihren  speciellen  Zwecken  zu  hindern.  Das 
Instrument  kann  in  einer  Rocktasche  getragen  werden.  Ich  habe 
erst  ein  solches  Instrument  der  «^Tüsseren  Art  ausführen  lassen  und 
mich  desselben  bei  einigen  \m  eben  verflossenen  Herbste  ausge- 
fiihrten  Messungen  in  den  Sudeten  und  in  den  Karpathen  bedient. 
Dass  dasselbe  auch  bei  vorläufigen  Recognosciruogen  von  nicht 
XU  grosser  Schärfe  als  NivellirinstnimeDt»  sowie  als  Distanzmes- 
ser gebraucht  werden  Juioft^  wenn  man  noeb  eifte  Nivellirlatte 
hinzuflSgt  oder  auch  nur  eine  gerade  Staog«  mit  ivvei  sisiitbareii 
Marken  auf  derseilien  In  liekannter  fintfemnng  von  einander»  ist 
kaum  nothwendig,  an  erwüinen. 

Noch  erübriget  mir,  über  die  Genatiiekeit  f]«  r  Höhen  an« 
gaben  mit  diesem  Instrumente  Etwas  zu  sagen.  Man  bat  An- 
fangs geglanbt«  die  Angabe  des  HObenwinlcels  so  scharf  als  mfig* 
iich  machen  m  müssen,  um  desto  grossere  Distanaen  wiblen  und 
mehr  Objecte  von  einem  Standpunkte  übersehen  und  messen  mi 
künaen.  Meine  Erfialirungün  haben  mich  aber  üiierseugt,  das« 
M  in  vnbckannter  Gegend«  ond  eine  noleiie  mnan  docii  In  der 
Sqiel  vernnsgeselat  worden»  nollist  mit  Hilfe  unserer  vortrefilcben 
Geneialstabskarten»  bei  Objecten,  weleiie  weiter  als  1  bis  1| 
üslsfreiehlscbo  Melle  in  gerader  Linie  vom  Standpunkte  entfernt 
iiady  aebr  liinfig  über  Ihre  Lage  nnd  Namen  avf  der  Karte  In 
Zweifel  geritb,  wenn  es  nieht  besonders  anflaHende  nnd  speciell 
i^saeicbnete  Punkte,  z.  B.  charakteristische ,  weit  sichtbare  Berg- 
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boppeiv  II.  8.  «t.  sind.  iJnd  in  der  Tbatl  kann  man  nkslit  tnfne« 
den  seih,  wenn  »an  von  einem  «imiii^n  Standpunkte  ein»  ftteb 
T<Mi  3  bis  4  Quadratmeilen  ,beqa«pi  und  sicher  in  den  meisten 
ihm  Huhenverhiltnisse  bestimmen  kann  ?  Daher  habe  ich  ii 
spiteter  Zeit  nar  selten  ood  aasnafimsweise  bei  ADvistrang  ?m 
(M^fMleii jm  Di«tUNieiir  ühmvlM^  Uad««sde«i«dlmi  Üank 
kab«  kli*4»  Nir  gti»acMid  gefcalt«»,  data  im  nil  db»  $fi9mm» 
IwjtiBiaalap  '4i>  HSbeawinkol  liia  aiit*90  Secondao,  lait  im 
Uaineran,  fil^.iiacli  kSisera  Diatansaä  oad  ?M|güdi  fiir  Maffia 
imigai^fißaim  liealiimiiteB,  anr  Ida  anf  eliie  Bfinate,  jed^dkidt 
Tollkommener  Sicherheit  ablesen  kann.  Diese  beidea  Xossersten 
Fehlergrenzen  geben  uns  auch  die  daraus  entsprintjenden  Fehler 
in  den  gemessenen  Hölien ,  i\elche,  da  sie  eine  l  unctioQ  des 
Winkels  und  der  Distanz  sind,  auch  von  beiden  abfiangeo.  lo 
nachstehender  Tabelle  habe  ich  diese  grossten  mi»»»iichen  Fehler 
in  den  Huhenhegtimnuingeti  /iisammeiiLiesteUt,  und  zwar  für  Distan- 
zen von  200  bis  ÜOÜÜ  Wiener  klalter  und  für  einen  Winkel  von 
20  S^^nden  und  von  1  Minute.  Die  Fehler  sind  ebenfalls  is 
Klafttm  «ad  Oecimaltbeilea  deraelbeo  aagegebeo. 
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■  * 

•    '  •  Anetore  '  ' 

fr*.  ChrUHüM  Ft.  Lindmmn, 


Taotem  ab««t>  at  baec  series  nora  alt»  nt  ■amimi  ejus  jam- 
pildem  ab  Eytelwein  *)  alt  iiiHMita»  «Hiaa  8cU«.ail 
fsam  aliua  anromam  illam  ante  enm  dederit.  Uteanqua  haec 
na  iuent,  tameo  Eytelwaio  eontergentiam  prorana  praeteriit 
Quam  ▼ero  aeriai  IllSaa  canvergeiitia  azigaia  finlbna  oNilinaafar, 
•BMani  ejoa  alitar  atque  Cytelw^is  aeque  coQT^rg^nlia  omiaiia 
reperire  cooabor^  aS  prioa  damonatravero  insequens 

Lamma.  QaoBi  aarlaa 

p=CD 

0rss  S  pTjEf  (rs  mtm.  iategra  val  albilo)  ^ 


ctararg—a  pooitiir»  iattaifa;  quo  paqta  aariaa 


. dar  iPs* 


da  ^ 


iit  aanvatgena.  - 

Qaia  omoea  termini  seriei         babaut  digailates  ipaiua  « 

ejnaqae  axpdoaiiftaa  ao  Aopt  najore^,  qiia  Mfli«  tonnbiia,  da 
quo  agitur,  a  princlpio '  aeri^  Äatat,  da  hme  aaifa'  Talet  theo- 

qiio4  Itl»  C^acby  da4U  ^''>.    Qaolpa         iplaic  aal 

*)  Grondlehreo  der  höhereo  Anal^rcia.  Berlin  1824.  Toni.lf.  pag.  63t, 
Couri  d'Anal^se.    Paris  lasi.-.  f  ag.  15%  ... 
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igitur  ^  certo  Mt  eonvergenSf  posita  l>a;>  — 1«  si  modo  series 
id  000  impodit  Pooito  ip=0*  evadit 

o^csori-dP^-l-«*-!'  etc., 

qnae  Oerie«  eet  progreoeio  geometrieo.  Series  vero  e^«  at  coo- 
otot»  000  eol  eooForgeno,  niei  valor  oonorleiio  ipohio  x  eot  noltote 

de 

minor:  itaque  convergit  aeries  «i  est  ]>j?>»1.  FacUe 

iDtelligitur,  oeriem  0|=d;-^  ea«e  atque  ideo  eadem  lege  ooo- 
TorgoBteni,  id  quo^  oode«  nedo  fai  oeriea  Or  lieol  «xtendere 
Jam  oefiem  pro|ioolloai 

ii=« 

4m  ^  S  p^xt  (ii=:  Dum.  int.  vel  oihilo,  l>;r> — 1) 


odgiedhuDor«  Prinnm  ilqoetf  oeriem 


1— JT 


eoee.  Dlfferentiatioiie  reperitar 

^<^o  ''1* 

•tqoe  ideo 

d0i 


Si  denao  differentiamoa  posteaque  per  x  mnltiplicamiis ,  gradatim 
iDvenimus 


4  .       «     ,    14a;*    ,    36«»    ,  1.2.3.4^ 


^)  Cfr.  Caacbj  I.  c  pag. 
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ptssk 

Patet«  smnmas  05,      cett  eadeni  ratione  reperiri  posse. 
.  Si  finetjgaw  ad  «andMii  deDoninatorem  redaeoDfur»  prodeniit: 

(1-ar)*  ' 

quos  vaiore»  Eyteivvein  (I.e.)  ioveuit  Coeffici^ntes  eae  aant, 
qoaa  l  c       629.  gttuiit*;. 

Jain  b\  revertimnr  ad  priorea  aommanim  Yalorea«  per  iadoctio« 

eolligitur» 


ubi  forma  co^flicientis  Ak^^)  delinienda  est.  De  h.ic  coefficiente 
tantura  uovimus,  esse  i4,(")  =  l,  ^(")  =  r*(n-f  1).  Substitute  in 
(1)  n-k-l  pro  ft«  ioveoitur 


Quia  Semper  est  Or^x  "jj^         nom.  int),   cHflferentiatio  for- 

mnlae  (1)  anoMBam  tf»fi  auppadU^re  debat.  •  Dtüerantialiaoa  et 
«NdÜpfiaalimi  |«r  ar  $io(a»  afnllnr 


Itaqua  oportet,  at  valorea  htwtmA  (2)  et  (3)  iatar  ae  caDgraant 

et  relatio  co^ffidentiam  Ak^^),  quum  diverai  valorea  nmneria  lata« 
gris  n  et  Ä  dantur,  coraparatione  col^fficieiitium  ejosdem  di^tatia 
ipsius  a;  reperiatqr.   Terminis  separa^im  scriptls  ioveuitur: 


•)  Cfr«  HataitUa  el  BJdrliaf.ia  Actfe  Södel.  Scient.  UptaL 
Toi.  XU.  Tide  qae^ae  Ton,  Tl.  pa^.  41.  bafae  Ar^ivi»  ab!  dltfer- 
M»  COM  Malaiataa  legi««&  ^ 

tmixxyh.  aa 


L 
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+  (1— a:)»         j     l       (1  -  a:)»     (1  — ;r)« 


+   (1— ;r)»+*     /  (1— ar)»+a  ' 

lade  redandant  relatiooes 

J,(»+i)=3J,(«)+3J,(-),  a 


et  relatio  uDiversalia 

ACfi)  =  X:J4(«)  +  itA-iC).  (4) 

qaae  qooqoe  fonnnia  terminain  primum  et  nltimum  complectitnr^ 
qooniara  est  Am^^^  =  0,  qaum  est  m  =  0  vel  m  >  n. 

Beoeficio  formulae  (4)  coefficientera  cognitis  Ak^^"^ 

ilib-i^")»  iDvenire  licet;  restat,  ut  videamus,  num  formula  reperiri 
possit,  quae  sola  et  per  se  co^fficientem  quamcunque  suppeditet* 
Qnia  orones  codflßcientes  sant  numeri  integri  et  numerus  k  factor 
dextri  membri  formulae  (4),  necesse  est,  s'it  quoque  k  factor 
sinistri  membri.   Posito  igitur 

eTadit 

= ifc&c) ,  Jfc-iW  =  (Jfc — 1) 
Qoibii«  in  (4)  sabstitntis  et  dlvisione  per  k  facta,  prodit 

=:  it&C)  +  (it—  1)  (6) 
Qaum  formolam  (TS)  comparamus  com  formula  (/)  *) ,  quam  dedit 


*)  Cfir.  Grnnerft,  Archi?  d.  Math.  a.  Physik  Tom. 
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Oe|M  Malm  steil  pag.  XXVIIL  operia  sol  »»TbeoremaU  nova 
e0(t.''{iweripti  (Upaallae  1B42)«  atrecardanmr»  numem  nsr-f  l 

(L  c.)  esse,  facile  colligitur 

=ifeii-i-.(Ä-l),(jfc-l)«2-i+(ife-i)j(ife^2)— » 

—  (Ä — l)a    — S)»-!  +  etc., 

« ilj       -(A«  l)i  (/c  -        +  (ifc  -  l),(i5:-.2)«^ 

—  (ifc— l)s       3)«-i  +  etc.}*  (6) 

CoöfBcientes  ^jk^")  eaedem  sunt,  qua^  attulit  £ytelweiii 
(Lc  pag*  607),  ita  tameu,  ut  sit 

loter  coäfficientes  igittir  utriusque  p^eneris  similis  iDtercedU  relatio 
atqae  ioter  numeros  figuratoa  et  col>tticientea  binomiaiea. 


Problema. 

Daüs  iribus  punctis ,  in  eodem  piano  tale  punctum  inve- 
nirei  at  summa  distoatianim  ejus  a  datis  ait  minimun. 

Aaelora 

D^.  Ckri$tian0  Fr.  Lindmmn, 
Lad«  StreDgnaaaaai«  ' 


Thomas  Simpaon  in  libro  9,tbe  doctrlae  and  apptleai- 
tUaef  FlnxioDB*'  (Lond.  1780)  Inacripto  hoc  problema  propoaiiit 
MwSchl5mitch  Idem,  aed  generaliuaacceptam  InCaleoIodiib* 
viltiali  ano  (pag.  158.)  pro  exemplo  protulit ;  Dealer  vero  ipiaeatfoaiü^ 

to< 


Dl 


exhausit.    Uterquc  nnüa  a!ia  puncta  spectasse  viileiiir,  nisi  en, 

....    ^2»  '        -ii/o^illO^  '»iitf.l 

guil  Klüt  <  -g--  ■  " 


TrU  puneta  in  eodem  Semper  mn%  piano.  Aat  in  eadem  recti 
•ita  MWt,  ant  confintur  triangulnm  a  reell»»  j|aifl  i^wifia  data 
conjoiighBt       ilM  «r«iit>  £si€iljime  p4|i||^citurr%Mttte^ 

joDgeaüa  oritiir  triM^lw,  wt  paMI»  ^  ««t  anguli  sint 

numquam  potest  jacere.  rsani  c.<t  P  (Taf.  \  ii.  Fig.  1.)  punctum 
qtiodcunque  extra  ^4J^V»  suBuna  ^^-k^ßdi^CuSUI^^ 

Jan)  i^AßC  (Tat  VIL  Fig.  2.)  tale  facianiu^i,  ut  eXi  ouUup  ao- 
g«hu  ^  ^  »  at  Sil  P  panctaB  gmaaUiiia    Lateribqa  al  a^a* 

Iis  soÜtn  moi^DOtatis,  quuni  poiütur  UP^x»  APesj^^  CP^Xp 

j£,CSP=^fp  mmmm  diMtm^amtss  ü^  faireRitw 
■bi  ca( 

Differeatiando  prouit 

4^  X|  ' 


.1 


du         cärSin  (B—y)  qjySiny 


Si  ti  poterit  mioimi  proprietate  gandere  (mazimain  manifeato  dqb 
ezaiatit)»  nacesae  eat«  ait 


...  n 

du    f.     du  ^ 


I  cCos(g— -y)      qCosy_Q         cxSin(Z?— y)      garSiny  .. 

*a  ^        '  *i  '  «a 

Primum  patet,  huic  aequattoui  pasiUone     c;^  Q  ^^^i^sl^pfi,  i^m 
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Itaque  angulus  ß  in  duas  partes  ita  dividi  debet,  üt munma  CofI» 
Ottum  fiat  =1.   Suiuma  ilia  geueralitcr  =:z  posita»  inTenitur 

dz  dH 

Positü  ^=0,  prodlt  Sb(il— y)  =  SI»y  Tel  y=;B.  QuI  quo- 

aUuB  Taler  ^  negatWam  niäit,  maxhiio  qaaotitaHa  f  Talorl  'ra^ 

•poadet  Vaior  Ule  majumas  e«t  2CoslB,  qui  tarnen  uoitati  noo 
est  aequaJis,  oisi  est  4ß=  j  vel  Ä  =  y .    Nunc  ?ero  posttan 

est,  »uüum  aiiguiuni  esse  \  sequitur,  ut  uou  sit  ;r=sO« 

itaque     et  y  reperieadae  sunt  ex  aequationlbas 

cCos(g— y)— a?  _  aCosy^ 

Quadrando  et  addeodo  aequatto  laTenUor 

vel  , 

V  2ea?Cos(Ä— y)3s2(cCes(^— 3f)— «).  (3) 

Otroiiae  lambro  qaadraado  prodit 

c«  'lex  Cos  (i?— y)  =4c^  Cos«(iß-^)— öc«Cos(i^ 

▼ei,  quia  est  c*  =  c2Sm2(Ä— ^;  +  c-Cüs-(/;— 

uode  bababimua 

Daples  qaidem  est  siginim  dextri  membri}  sed  aequatio  (3)  docet. 
qaantitateni  cCes(B— ^J— a?  positivara  Oiae.oportere/  Quum  vero 
paactom  qaaealten  «xtia  triaagdaai  javera  aon  peaalt,  aecesse 
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386  lindman:  Praöiema.  Baiis  triöm  puncüs,  in  eodem  pkmo 

est,  Sit  B^y  atque  ideo  Sin(Ä~^)>0.  Dextrum  Igitur  mem- 
brum  aliud  Signum  ac  -f  habere  ooo  potest  Aequationes  (1)  et  (2) 
hoc  quoque  modo  sdribi  possnnt : 

I     g Cos y — X  _  c Cos(^— y) '^g: 

fiiae  aeqimtloDes  eodem  atque  antea  modo  sappcditaat 

Si  aequatio  (5)  ab  aequatione  (4)  subtrahitur,  proveait  aeqaatio 

eCo«(i?>-y)-aCoay^^^'"(^^^-^^''^y, 
Hilda  Inmttar 

aSinj— cSiB^|— 

3^    ***'^^^^^^^^^™^^™^^"^  ^^^^^^  * 
a  Cos   +  c  Cos     — Ä  J 

Quam  Tero  sit 

Slay=  ^  ^  ^,   Cosy=  IL  \^ 


•vadil 


ai  eat 
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Jam  facile  perspidtur,  esse  ^BPC  =  ^APB  =^  j^APC^  *)» 

« 

^  res  SinpsoDimn  «d  el^gaottoimaBi  conitnicttoami  dioll. 
PoftM  inioiifDr 


:(eSiiij-«Süi0-Ä)) 


atqoe  idea 

Triangulo  igitnr  aequllatero  ilBD  aup^i  AB  deaerlpto  punctoqae 
D  cum  C  conjuncto,  liiiea  CD  est  ss«,  qnae  quoque  llilMi  p«r 

pmictum  quaesitum  transit.   Quoniain  eoim  est 

Tel  4(Äl>C-ÄCD)=y-i^  et  i(^/>C-f  ACD)  =  f -iB, 
necme  est,       d.BCD=^^-y^^BCP.  MaDifesto  nihil  Im. 


pedit«  qaominus  aliiis  angulas,  ut  C,  eodcm  modo  atque  B  tra« 
etfltur.  Uescriptis  igitur  triangulis  aequilaterjs  ABD,  ACE  pun- 
etisqoe  D  ei  E  cum  C  ei  B  resp.  conjunctis»  pnnctom  P  reperitur. 
Itenink  dlffertatumdo  demonatratar,  yalores  naper  iiiTentoa  qmm- 
tttatimi      dTi»  %  niaino  reapaadaia* 

Postreniü  iaciamus  unum  angulum  {Al}  (Taf.  VIL  Fig.  4.). 
Pvncto  qnoemiqae  P  intra  triangulnin  iamto»  demonatrarl  pote«^ 

AP-^BP-\^CP>AB'k^Aa 


*)  Saper  BC  (Tal  VH^Fiy.S^)  demdbatar  lala  ai^Miaaa  «ifaBÜ 

Qt  in  ee  angiilinn  t=^  posiit  contineri.    Area         ia  ioaf  partM 

•equalei«  DC  et  C^divieo  et  puncto  Q  cum  ii  conjnacto,  reperiiur  punctum 
fnaeeitam  F. 
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^ACPss  V,  babebimas 

AP.Cqs^p^ ßP. Cost^Aß^  APXo&^-k^  CP.Cost  =  AC 
atqae  ideo 

AP.iCwup-^Coaif)  +  BP.Co»t+  CP.CoBv=AB-^Aa 

Facile  apparet>  esae 

BP>ßP.Co&t,  CP>  CP, Cosvs  AP'^AP.{Coa9i-Co8^). 

Maxinuis  enim  valor  quantitatis  Cos 9  + Cos est  2CoSiA,  ut 
ante  deinonstratura  est*).  Sequitur,  utsit  AP\ BP-\-C Py AB  y AC, 
id  qaod  etiam  eveoU»  ai  P  in  AB  aat  ^C.aaiutum  est.  Ipeuun 

>  2« 

igitur  A  est  punctum  quaesitum,  quum  angalas  A  eaX  -k-« 


» 


Die   sphärische  Trigonometrie   gegründet  auf  eine 

Figur  in  der  Ebene. 

Von 

Herrn  Fran%  ünferAingtr^ 

LebatwTerticheruugc-Calculator  der  k.  k,  p.  AsUoda  Aatiniratrice 
^  «zu  Triett. 


1)  Es  sei  O  (Taf.  Vll.  Fig.  5.)  der  Scheitel  einer  dreiseitigen 
kürperllchen  Ecke  und  AOB  eioe  in  der  Papierebene  iiegende 


CS  a 
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WtMibi^  dMolbeft,  welebe  diifcfa  4ie  Kabteft  OA  OB 
Icgraoit  wird.  Man  denke  sieb  auf  der  aofatebendeo  Kante  (welcbe 
in  der  Fignr  nicht  siebtbar  ist)  von  O  ans  ein  Stade  0C=:  I  ab- 
geschnitten und  durch  C  eine  Senkrechte  auf  die  Ebene  des  Win- 
kels AOH  gefallt;  der  Fusspunkt  dieser  Senkrechten  sei  O'. 
Zieht  man  O' A  I  O/l,  O'B  ±OB,  so  entstehen,  A  und  B  mit 
C  verbunden  gedacht,  vier  rechtwinkelige  Dreiecke:  Erstens 
^(^AC  und  A  O'ßC,  deren  Winliei  bei  A  und  ß  bekanntlich 
die  an  den  Kanten  OA  und  OB  liegenden  Fllichenwinkel  sind  — ^ 
und  zweitens  \  AOC  und  ^BOC\  deren  Winkel  bei  O  die  den 
Fliebeiivrinkeln  B  und  A  gegentiberliegenden  Kanteofrinlcel  sind« 
«ddie  wir  mit  b  und  a  l>ezeicbnen  wollen.  Legt  man  die  bel- 
dcft  ersten  Dreiecice  durch  Drehung  uro  die  Katbeten  (yA  und 
O^B  in  die  Ebene  AOB  um,  so  erbfilt  man  A  O^^C^  und 
AO'ÄCi,  ^oxmjCO'AC^^A,  BC^=B  und  L\Ü'^C^Ü'  ist. 
LeL;t  man  ebenso  die  beiden  anderen  Dreiecke  in  die  l^apierebene 
um,  80  erhält  man  A  C^OA  und  A  C^jOB,  worin  ^C^0J:=6f 
l^^OB^a,  OC^=:ÜC\=OC=l,  AC\  =  AC\  und  ^€4=^^ 
ist,  60  dass  also  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  A  und  dessen 
Halbmesser  AC^  ist,  durch  Ci,  und  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunlst 
in  B  und  dessen  Halbmesser  BC^  ist,  durch  geht.  Dieses 
at  io  Kfirse  die  Entstehung  der  aus  der  Stereometrie  bekannteti 
Vignr,  welcbe  unseren  Ableitungen  zur  Grundlage  dient  und  welcbe 
Bnr  Professor  Grunert  zuerst  filr  die  Zwecke  der  sphirisclien 
Trigonometrie  verwendet  hat   (S.  Archiv  ThI.  XXV.  S.  225.) 

5)  Man  beschreibe  von  O  als  IMittelpunkt  mit  dem  Halbmes- 
ser OC^  =:  O64  =^  1  die  Kreislinie  C^pqC^^  so  bilden  die  zwischen 
lien  Schenkeln  der  Kantenwinkei  a,  c  enthaltenen  Bogen  die 
Seiten  a,  b,  e  des  dem  gegebenen  Trieder  entsprechenden  sphä- 
nscheo  Dreieckes,  und  es  bt  ACg^^ACi^Smb,  BC^^BC^ 
»Sioe»  mitbin,  da 

€iO'=zACi.SiuAz=iSiBb.amA, 

C^O'^BC^,  Sin    =  Sin  a .  Sin  B 
ttd  QO^ssC^O'  Ist, 

Sin  6 .  Sin   »  SIna.  Sin  i», 
woraus  aUgemein  folgt: 

m  ^'"-^  _  ?in_Ä  _  SInC 

Sinn  ~"  Sio6      Sine  * 

2ülitmftD  Ar  LOB  und  CtWOB,  so  ist  (y$^Bf^OB^Qr. 
^iber 
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(II)  CosA  = 

E«  ist  feraer 
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0'f=J0'.8uii;=ilC\. Cos  J.Süic=8in6. Sine. €o8j,  < 

Or  =ilO.Cosc=Co86.Co8c; 

erhSJt  man  durch  Sabstitntion  in  die  erste  Gleichung: 

Sin  6  .Sine.  Cos  i4  =  Cos  o — Cos6.Co8c 
oder  • 

Cosa  — Cos  6.  Co«  c  vi 
Sin 6. Sine 

da  aber  "^^^^ 
C/i?  =5^(4. Cos ^=Sina. Cos ,  .lu  : 
ilr   =^O.Sinc  =Cos6.Sioc» 

As    ^AO'.CoBC  =  JC^.Cos  J.Co8c=Sin6.Co8C.Co8J 

ist,  so  ergibt  sich  durch  Substitution  dieser  Wertbe  in  die  erste 
Gleichung  die  Formel  ,  , 

(III)  Sin  a  .Cos    =  Cos  6 .  Sine  —  Sin  6 .  Cos  c .  Cos  A. 

Wird  diese  Gleichung  durch  Sino  di?idirt  und  bedenkt  man,  dasi 
Bach  (I)  ^ 

Sine  _ SinC  Sin6 _ Sing 
Siaa^Sinil'  Sina^Sin/l 

bt,  so  folgt:  ;  . 

CosÄ=Cos6»  gj^^  —  grjj-^  .Cosc.  CoSii, 

nod  wenn  man  mit  Sin^  die  Gleichung  multiplicirt  und  Co9  6.StnC 
daraus  bestimmt:  ^  — 

(IV)  Cos  b .  Sin  C=  Sin  ^ .  Cos  ^  -f  Cos  J .  Sin  ^ .  Cos  c ; 

werden  hierin  die  sich  aufeinander  beziehenden  Grössen  6,  c  uod 
B,  C  mit  einander  vertauscht,  so  erhfilt  man  auch: 

Cos  c .  Sin  Ä  =  Sin    .  Cos  C+  Cos  ^i.  Sin  C.  Cos  6, 

und  wenn  die  Gleichung  (IV)  mit  Co8i4  roull 
 -"-«Irt  wird,  so  erhält  man: 


Google 


fiffründet  auf  eüu  fi^fur  in  der  Ebene. 

fime.&iüB  »  ^io^.  (Cos  C-h  Cos . Cos^)  -1^  Slo  .  Cos^^ .  Cosc 
«der 

-    Oos  0 .  Sin  B.Sin  M  =s  Sin     (Cos  C-f-  Cosil.  Cos  S)» 

Cos  c.  Sin  ^.  Sin  ^  =CosC-f  Co«^.Cqs^; 

loithin 

^  CosC+Cos^.CosÄ 

(V)  Gosels  SfiTJTSiiÄ""  • 

Räch  (II)  hat  mau  auch 

r«    rf    Co*g^  Cosa.  Cos  ^ 
 Sliia.äin6  • 

ood  ins  diessB  beiden  letzten  Gleichnogen  folgt: 

Cos  C  =  Sin  A .  Sin  B  •  cos  c — Cos  A ,  CosB, 

Cosc  =  Siiia.Sin6.Coä  C  -f  Cosa.Coä^; 

ndtlplieirt  man  die  erste  Glelehnng  mit  Cosc  und  die  twdte  mH 
CosC,  so  sind  die  Prodncte  einander  gleich,  und  man  bat: 

Sln^l.SlniB.Cos^-Cosil.Cosir.Cose  ) 

s  Sin a . Sin  6 .  Cos     -f  Cos  a .  Cos  ö .  Cos  C 

oder 

Sinii.Sin^~Sin^.Sini?.Sin2c-Cosil.Cos^.Co06 
aSlaa.Slnd--%a.Sln6.Sin«C  4- Cos«,Cos6.CosC; 

fciber  nach  (I): 

Slna.Sin  CsSin^l.Sine, 
Sin6 .  Sin  C=  Sin     Sin  c; 

Mist 

Sin  a .  Sin  6 .  Sin  2C = Sin  ^ .  Sin  ^.  Sin  c, 

mithio  wird 

(VI)  Suiil.Slnj9^Cosil.CosB.Cose 
SS  Sina.Sin6  +  Cosa.  Cos  6.  Cos  C, 

eine  Relation  zwischen  den  drei  Winkeln  und  den  drei  Seiten 
eineg  sphärischen  Dreieckes,  welche  Cagnoii  zuerst  auljgefon- 
(ieo  hat  ^ 
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3)  V«rliingert  man  die  Geraden  CjO^and  C4O'  bis  zu  ibr^i 
Durchschnitten  q  und  p  mit  der  Kreislinie  C^pgC^t  ist  offeQ 
bar  ^Q^i^^r  und  BC^:=:z  Bp,  also  geht  die  Kreislinie  C3CJ 
gehörig  verlängert  durch  g  und  jene  C^C^  durch  Constmir^ 
man  nun  das  Viereck  pC^C^g  und  verbindet  O  mit  f»  und  g,  so 
ersieht  man  leicht  aus  der  Figur,  dass 

^Ci  0C4=  a +6  +  c,  C8C4=2Sin  4(a+6  +  c), 

^C^Üp  =ö+c—a,  C^p  =2Sin  U6+c—a), 

^C^Oq  «=a+r— ft,  C^g  =2Sin  Ua+c— Ä), 

=a+6— c==2«,  p7    «t=2Sin4(ö+Ä— c)  =  2Sinx, 
^t^pO'  =^C490'=18ÜO-i(a  +  6  +  c), 

SinCipO'=JSinCigO'=Sin4(a  +  6  +  c)  =  . 

Ferner  ist 

CiO'e=JCi+^0'=Sin6+Sin6.CosJ=Sin^.(l+CosJ)=2Sin6.Co8«j, 
Oy=  Qy  — C.O'Ä2Sin6— 2Sm^.Cos«^  =  2Sin6.(l-Cos«^) 

=  2Sin6.Sin2^; 

mithin 

fit  d  2!j  , 

(1)  Coi^=2Srnl'  ®'"^=2Sb6' 

»iin 

um  C^O'  und  O'^  durch  die  Bestand theile  des  sphärischen  Drei- 
eckes auszudrucken,  hat  man 

«     KT    ni      O'  _  Sin  Cap        Sin  }  (fl + & + c)  C3O' 

im^Cspti:^^—    Sine  Sine  ~2SiuK6T^^* 


also 


^  ^  _  2  Sin  i (ft  -I-  6  -i-  c) .  Sin  4(6  -f  e— o) 
^  Sin  e 

^'i  =  ^"siS^  
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WtrdM  dlM  WaiÜie  hi  die  GIcklmiigen  (i)  raMKstrtp  •#  6f^ 
bllt  mn  Mcb  AmMting  der  QnftdrMwmel  die  Feraelet 

,v„; 

£beo80  ist  nach  der  Figur: 

C4O  =        +  BO'  s=  Sm  a  +  Sin  a .  Cos  ß  =  Sin  a .  (1  +  Co«  fi) 

s=2Sioa.Coe^> 

B 


nitUn 


«n  040^  Qnd  O'p  dareh  die  Beetandthelle  dee  ephiiieehett  Drei- 
6elei  auesiidHIciieii,  bat  maa 

im  ^  ü^jU  .        —  —  — iÄoKH-«-*)' 

folgUch 

2  Sin  4(a  -i-  6  4^  e)  Sin  U«  -f  c — 6) 
•  oinc 

O»,  s  gjj^  

Werden  diese  Warthe  in  (2)  eid>etitairt«  so  erhfilt  man,  wem  M- 
denaite  die  Quadrafworael  awgeaegen  wird,  die  GlelchvRkgen: 


B  '      Slp4(6-f-c— «) Sin4(a-^6-e) 
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Das  in  den  Formeln  (VD)  und  (Till)  aos^sfirocfiene  Gesetz  det 
Abhängigkeit  eines  Winkels  A  Ton  den  drei  Seiten  a,  6,  c  ge- 
stattet die  beiden  letzten  Formeln  auch  unmittelbar  aufzuschreiben. 
VVendet  man  dieses  Gesetz  an  zur  Bestimmimg  des  dritten  Kin- 
kels      so  xeigt  sich: 

C    4/  Sm{{a^b^c)Sm\{a-\-b^) 
(3)  Cos2=\   Sina.Sio6  ~' 


"  c-   ^     4 TSin 4-  c  -  fl)  Sin  \{a 
(4)  Sin^=\   8iDa.8iD6  ' 


TOD  welchen  zwei  GleichoogeD  wir  im  Nachfolgenden  einen  nuti 
liehen  Gebrauch  machen  werden. 

4)   Nach  dem  Obigen  ist: 

'^^  =z:  »'v 


9 


worauB  man  mit  .Leichtigkeit  folgende  vier  Gleichungen  erhält: 

A  ^  B 


(5) 


(«) 


(7) 


•-Sin Ua  + 6- r)-*  " Q^  Ctf»"^»' 
rSiD|.Co8^Y    O'g  C,0^  4 


W         '-Sini(6  +  c-o)-'  "Ciy  T.p 
Wegen  ^(\C^(y      ^pq(y  gelten  die  Propbrtloi 


Google 


pntr^t^ia  auf  dm  n§9f  iii  4n  Umm.  W 

0'p:pqz=C^O':C^C^, 


odtr 


^  aber  oadi  der  sweiteo  -Ptoportioa: 

ao  wird  durch  Abkfirximg  mit  dieseo  gleichen  Factoren: 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  4  multipUcirt  und  durch 
C%q,C^  dividirt,  eo  xeigt  eich: 

0'p,0'q     4   _  C^O'.C^O'  4 

also  sind  die  Ausdrücke  (5)  und  (6)  elDander  gleich. 
Wegen  AC^O>(X)  A^^O'^  hat  mm  die  PiepertieB: 

folglich 

(9)  C»5'=  Cip.^Q/» 

öQ^  im  A  O'pC^i 

C^O'  i  Cgp  =  Sin  0>Ci:Sinc=  ^^:SiDC, 

*  « 

oder 


(10)        .  lSpW.<ppi.|g 
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•rerdea  die  C3ek^BBpBB  {9)  aad  (M)  vit  ehiander  nnltiplicirt  und 
wird  da»  Prodnct  doMb  iBe  ^i«cb<eB  Factoren  abgekürzt,  80  er- 
hält 


n 

Cn^^C^P^  Siii.S«*  -Mn,^, 


mitbia 


Gl^irliür.e  ist  ^pciüi  den  zweiten  Tbe'il  i 
und  es  ist  daher:  . .  ^»iiinWli  v./I.Vi 


<A) 


« 

Wege«  ACiCKpCV!  ACiO'f  Int  man  die  Proportionen: 


folgTieb 


oder 


C/p  Oy 


^  aber  oacb  der  zweiten  Proportioo: 

mo  wird  dorch  Abkurzaog  mit  diesen  gleichen  Factoren  : 
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iHi4  wenn  mn  4lMa  CHtlehmig  mU  4  nrnM^ilcIrt  mA  dMh 

C^.C^p  dividirt,  so  zeigt  sicli:  ^ 

also  siod  die  Auadrücke  (7)  und  (8)  einaudar  gUicli. 
Wegen  ^C^C^O'  co  \  pqO'  gilt  die  Proportion:. 

(11)    .  C^C^:=C^O*.^. 

uod  im  ^  O^pCg : 

O'^ :  Q^r  ==  Sin  z :  Sin  c  =  ^ :  Sin  c » 


•Im 


(12)  ^«=4.öv.^^ 

werden  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  miteinander  muUipIicirt  und 
wird  da»  Produflt  dordi  die  gleichen  Factoreo  al»gekur«t«  ao  er- 
hak  man: 


C,C^.pq  _  .  O'g.CtO'  Sio'c 

Nan  ist  aber 
«Hhin 

Tk«iixxira.  gl 
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6^  er^te  Tb^l  dieser  Gleichung  ist  gleich  dem  iweitea  Thei!  in 
(7),  und  es  ist  daher: 

Sin  -g- .  Cos  Cos   .  Sin         Cos  ^ 

Sin  i(a  +  c-  6)  ~  Sin  i(6  +  c — a)  ^  Si^c  * 
Die  Gleichungen  (A)  und  (B)  geben  nun  folgende: 


(a) 


(b) 


CoB  I  .Cw^ 

C      ~      Sioc  ' 

^'"ä-^'°2'_Sini(a46-c) 

„.  C  iSinc 
Clin  2" 


®'"2-^°*f  Sin;(«+c-6) 

(c)  ^        = — sS^i — ' 

Cos  2" 


Cos  2  »Sin  ^  SinUft+g-g) 

^  C  ~  Sine  ' 
Cos  2 


Werden  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  einmal  addirt,  einmal  sob- 
trahirt,  und  macht  man  dasselbe  Manöver  mit  den  Gleichungen 
(c)  und  (d)  unter  gleichzeitiger  Anwendung  der-  bekannten  gonio- 
raetrischen  Formeln: 

Cos  (J7  4:  ^)  =  Cos  ;r .  Cos  ^  =p  Sin   .  Sin  y , 
Siii(:r  db    =2  •^li)'^  ^08^  db  Cosir.  Sin 

SlnarJiSiny  =2Sin^i^.Co8— 1^   und  Sin2a:=2SiDar.Co8«; 

80  erhfilt  man  die  Gauss* sehen  Gleichungen:  "^vc^ 

Cosi(^~^  _  S'ml(A-\-B)  _  CoHi(a^b) 

SinJC  Sinic    *  CosiC  "^""Co^"' 


CosiM-f^__CosK«4-6)  SlnUii- 
SiniC    -    Cosic    '  ^^"^"■"CS^i 


c 


Google 


tt)  Am  (iX)  fuA  (X>  folgt: 

oder,  wenn  mao  quadrirt  uod  addirt: 

* SinHC     •         +     ^n^iC  '      ^  ' 

folgUch: 

SiS5C  Sin^ir  .w«,e^i. 

Co«n(iH-g)  ,  Cosn(^-g)-CoaSM  +  Jg)  ^.^^^  . 

Slü^lC  Sinne  ömv-^; 

•bo: 

.   «a.^  Cosn(^H-jg)-Sm^?.C  / 

Coa^Bj^^-^)— Cos^Ui-^) ' 

aad  MgKdi,  wie  aogleicb  erhellet: 


(13)  Cos2ic=ii 


W  mm^^^  SiuA.Siüß 

Se  bt  aber 

Coii^i(il-Ä)-S!fl«lO=Coe«|M-.J5)--Co»«^  C) 
.  e:lGe«4(il-JD-l*CQ«(M^-lC>H€oslM-jB)-Coe((M^ 

«    2Coet450-i(iB  +  e-J)}Ciö8l4oo~i(J  +  e— B)| 

=;Cos;(B  +  C-4) .  Cosi(J  +  C- 

11  • 
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« 

= I  Cos  i  + +  Co«  (900—  i  C) )  { Co«  + Ä) — Co«  (9(K» — 1 C)  | 
=    2Co«|450— l(^  +  Ä+C)|Co8|45o  +  U^  +  Ä— OJ 

=SiD{90»-i(ül+Ä+C)}Sin|90o  +  4(^  +  B— Ol 
=:Co«U^  +  Ä  +      Co«  4(-4  +1^—  C) ; 

also,  wenn  man  diese  Wertbe  in  die  Gleichungen  (13)  und  (14) 
«obstitoirt  and  beiderseits  die  Quadratwurzel  auszieht» 


(XUI)  Co«ic=\   Sin^.SinJ? 


(XIV)   Sin»c=\  Sin ^. Sin i? 


Diese  beiden  Formeln  kunnen  auch  ans  der  Gleichung  (T)  auf 
bekannte  Weise  entwickelt  werden;  da  jedoch  diese  von  Herrn 
Prof.  Gruner t  (im  Archiv  Tbl.  XXVI.  S.  442.)  gegebene  interes- 
sante Ableitung  sich  an  die  beziebungsreichen  Gauss 'sehen  Glei- 
efanngen  anschiiessty  so  habe  ich  mir  erlaubt,  dieselbe  hier  sa 
benfitzen. 

Dividirt  man  die  Gleichung  (IX)  durch  die  Cleichung  (X), 
ebenso  (XU)  durch  (XI),  (XI)  durch  (X)  und  (XUI)  durch  (IX)» 
HO  erhält  man  bekanntlich  die  Nep erwachen  Analogien: 

/«lA    TgK«-ffe)_Cosi(i<-ig)  TgK«-6)__SinK^~fl) 
"T^i^      Cosi(^+^)*  Tgiü  ^SiDi(^+Ä)' 

TgU^-|-/?)_CosUfl-^)    .TVim  TgU^-g)_Sin;(a~6) 
(ÄVU)    ^^g,^  -Cosi(a+6)'  ^     CtgiC  ~Si^i(S  +  6)* 

Nachdem  im  ersten  Artikel  die  Entstehung  der  in  einer  Ebeoe 
verzeichneten  Figur,  auf  welche  die  sphärische  Trigonometrie 
gegründet  werden  kann,  in  Kürze  erläutert  wurde,  benutzte  ich 
dieselbe  im  zweiten  Artikel  zur  Ableitung  der  sechs  Haupt- Rela- 
tionen swiflchen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  sphärisch eo  Drei- 

« 

ecke«,  im  dritten  Artikel  lur  Ableitung  der  Form 


Google 


Sim^m:  OOtr  m  «Mal  derärum^mmMMk^  JI«ttM.dl^ 

SiD^«  ^^^"2  Sin-^»  welcher  «ich  iu  vierten  Altifcel  jeue 
«ier  €imft0»^8€h«o  CSbicKaogeD  aBaefctIeset«  um  aus  iboen  Cos| 

■ad  8ln|  dwrcli  4le  dtei  WkiM  wMgMrflekl  «nd  die  Nefier- 

eefaen  Aualogieo  za  erhalten,  wonit  aUo  die  ffpbIriBcbe  TrigOBO- 
netrie  volbtlodig  bcgifiAd«!  Mi 


« 


Ueber  die  nach  der  dritten  Potenz  fortschreitenden 

Rethen. 

Herrn  Dr.  O.  E,  Simon ^ 
•identiielMn  Lekner  m  JMoUmflwIeelMi  GjnaMln  m  Betlla« 


Durch  die  Bescbaftii^nin^^  mit  den  Exponentialrelben ,  welche 
▼on  dem  reibenden  Element  die  dritte  Potenz  enthalten,  wurde 
ieh  auf  die  Baeliiolgend#n  Betrachtungen  geffibrt  Sie  zeigen,  da«e 
die  Torliagenden  Functionen  Eig«n«cbaften  haben,  welche  denen 
det  trigeoometriachen  FttacÜoiieo  eeiir  fthnlicb  sind ;  endlich  fllh- 
rm  mUb  enf  ebige  iBtpgrale,  die  man  «enigstoM  in  dieser  Fem 
sieht  ieicht  auf  endeieiD  Wege  erbalteo  würde.  —  Ei»t  naeh  Afc- 
echloee  der  Arbeit  hamen  ndr  die  Unfeiaaclii^gen  Oiivier'a  im 
B.  Bde.  dee  Crelle*eehea  loenibb  an  Geetdit»  weidM  eehr 
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ähnliche  FuDctioneo  betreffen;  jedoch  wird  Niemand  den  Unter- 
schied in  dem  Ausgangspunkte  der  Betrachtung,  in  der  Behand- 
hiDgsweise  und  in  den  Resultaten  verkennen,  der  zwischen  jener 
and  der  vorliegenden  Arbeit  stattfindet. 

Die  dritten  Wurzein  aas  — 1  sind  bekanntlich  die  reelle  "1 
aod  die  beidcin  complexen 

2      '        2  • 

wenn  man  nan  die  beiden  letzten  mit  besondern  Buchstaben  be- 
zeichnet, etway,  j',  so  sieht  man  leicht,  dassy  =  — ist,  auch 
findet  man  auf  der  Stelle  folgende  Gleichungen : 

Multiplicirt  man  mit  diesen  dritten  Wurzeln,  —1,  J,  — ß,  den 
Exponenten  von  e*,  so  nehmen  die  nach  Potenzen  von  x  fort- 
schreitenden Reihen  folgende  Formen  an : 

""'""af  +  6!"~9! +  "  4!  +7!  ""  -  •/ 

(a!^    x^    x^  \ 
2I""5!  + 8!""'-7' 

.    ^    X*  x^  fx  x^  \ 

2!-5i  +  8l— ••>  ^ 

^^-1—  31  +  6?        +  — V,l  "^4r  +  7!  "~  V 

(j?*     x^     x^  \ 

Man  bezeichne  die  in  jedem  dieser  Ausdrücke  gesondert  vorkom- 
menden Reihen,  deren  Exponenten  j^^sind,  mit  il(ar), 
so  dass 


JC^  ^9 


•  •  •  •  9 


^*)^  1-3! +  6! -9!  + 
X      x^     x^  ^ 
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drtum  Fo§etm  ßtinkttUetuhm  MMen,  315. 
^  9h  (3)*  (SS)  In  fol^eiider  Art  geschrMeii  wtidaii  Unnfliit 

«-*  «iK*>-  »(*)+  «W.  (4) 

e'i  =Ä(a:)+P(ar)+/H£(ar),  *  (5) 
e-'i»=il(j;)— —  J^{^),  '  (6) 

Um  Bsn  neben         anch  und  0jsb)  in  den  Exponeotial- 

grüsöeu  auszudrucken,  addire  mao  die  letzten  Gieichuiigeo,  nach- 
dem man  (4)  und  (öj  mit  —  j  und  oder  mit  und  — j  multi- 
plicirt  hat.  Mit  Rücksicht  auf  die  oben  für  j  aufgesteilteo  Gleichungen 
•rhSlt  man : 

^,  /   e^  +  e-'S*  +  «-*  ^ 
«  2  » 

Es  ergibt  sich  trnmittetbar,  dass  il(0)  =  l,  ^(0)  =^  <^(0)  =: 0  ist; 
dtts  femer  M(ap)  für  positiTe  Werthe  von  4V  miBfibfig  tlel^  MttliB 

posititen  zu  negatii^n  Werthen  tibergehf,  dagegen 'ftlr'*nega« 
fiv»  :r  nach  der  pesltlven  Seite  zu  ili's  üneodllehe  wSielist;  l^ia:) 
ificli  für  positlTe  x  ftbnlicb  wie  il(^)  rerbaAten  Zugegen 
flfr  negative  a:  nach  der  negativen,         aber  wie  il(ar)  nach 

<ler  positiven  Saite  ins  Unendliche  geht.    Der  erste  Werth  von 

für  weichen  il(ar)  verschwindet,  ist  .To  =  1,6109,  während 
B(jo)=l,^14,  (£(:ro)=2,0417,  iJ(-.ro)-2,4<)36,  :ro)=— 4,lf>84, 
^(-Xo)~  1,4918.  Der  erste  positive  Werth  von  x  aber,  liir  wel- 
<^hen  il(^)  wiederum  gleich  1  wird,  ist  :r|  =r  5,3204,  wogegen 
^^i)  einen  negativen, .        einen  Ten       Yerspliledenen  positi- 

Werth  bat  *  , 

In  Betreff  der  Formeln  (5)  und  (6)  ist  zu  hemerketi,  dass 
ibre  Beziehung  zu  einander  die  conjogirter  imaginärer  Grössen  ist, 
^dass  ihr  Prodnct  nur  reell  ist  Zwei  Ausdrüclce  sind  demnach 
eiDander  conjugirt ,  wenn  in  ihnen  die  Factoren  von  j  und  ver* 
tuscht  aindi  umd  .diewAben*  In  de»'  eineo  dl«  «mtgeg eng^^t^tyi^ 
^«neichen  haben  ^  als  im  atodem*  In  der  Tbat  erbSit  man  doreb 
UipBcatiott  von  0}  und  (6),  unter  Beachtung  der  Gleicbung 
h'psml,  fpenn-man  Ü  für        tt«s.  w.  setzt  s- 
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eine  Gleichung,   welch<^  iii  Bezug  auf  Ü,  dieselbe  Bedeo- 

tiiDg  haty  nie  für  die  trigoDometrischeD  Fouctioaen  ain%-i-cOj»ni^l. 


hdtm  mm  hnw  (4)  aiü  (jS^,       wM  (jS^  ▼etMed«!  wmi  4k 

ff«fefca  Mit  Hhwriefcwig  der  ffer  gtiiBM!— <r>  A»  Wetlfce  m- 
0tnr  F«Mli«Mtt  il^      4t  Air  negative  jp  liesfuuM«,  atalicfc: 


Nachdte  so  einige  VerbSUMtee  der  FnoÜQMO,  welebe  deM 
der  trigoDometriscbeD  Fonctioneft  eetepreche»»  erictert  worden, 
wolle«  wir  ancb  die  Aasdricke  too  Ü,  C  geben,  weldM  die 
F—cÜe»  dber  Smmm^  dncb  4»9  FvMlieBee  Yoa  dee  eiaaeb« 
SMMde»  b«MiaiMe.  Setit  wmm  nittlicb  i«  ('^^  (5)^  (jD  fti 
«s«-f  9«  wbindet  daan  di^Gleicboi^  ia  deraelbea  Weise  ete 
ebea  die  mverisdertHi  (d)>  (5)»  ee  dae«  4&r+^)  e*e.  gd» 
äm  wild  als  die  SnM  vea  &KpeBenlial-AwdrflfdM;  Mricgl 
MM  lelBlere  ia  Faetoien,  ee  daae  jeder  ExpeeeBt  aar  m  ed«r  jf 
entbält,  und  sebsütoirt  daan  fifr  dieee  Faetoiea  ÜraWetth« 
(4),  so  ergebe»  sich  die  Formein: 


« + f )  (f (JT)  M(y)  +       ^(y)  +       )%)  ; 
aewie  aater  fliaeaeiebaag  voa  (Q,  (9),  (10) : 


(0 
(9) 
(MD 
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— Äi^;  i£(  — Ai^)  ^i^. 

Die  SyniMliie  fai  d«r  ZommMMetng  dieser  AuedHIcke 
weU  für  « +  y  *  ale  aecH  Ar  «—»5  Ist  niclit  so  ▼erkennea*  ^ 
18 etat  «lan  »paftaktt  in  diese  Fomeb  Uk  y  jenes  aro=:  1,6109  eiiw 
wofiir  il(j:o)  =  0,  so  geben  diese  Formelii  in  folgende  über:' 

■ 

»(^—^0)  =2,4936]Ö(a:)— l,4918tf(a:) +4,1684il(:r) . 

ane  denen  sieb  die  folgenden  Werthe  mit  Udlfe  der  ▼erlMffgeiienr 
den  nnd  nngekebrt  betecbnen  lassen.  —  Sobetitnirt  man  aber  in 
die  biersn  angeffendeten  Formeln  y&s^  «iid  yssSar»  so  erbilt 
maa,  ausser  den  neben  bekannten  il(0)=:l,  ^(0)=z(i{0)=0,  noeh 

M(%x)sz  Ji«»(*)-2J$(#)(E(«), 
«nd  vit  Berdcksicbtigung  dieser  Formeln: 

tl<3j:) = 3Ä«(:r)       +  3]ö*(a:)Ä(jr)  -  3(r2(ar)  »^^^ 

EndBdk  ergeben  sliA  ans  den  Gleicbnngen  (4),  (5),  (0)  DBr  game 
penKlTe  Wertbe  von  n  die  Glelebnngsnt 

m  •  •  • 

«MI  denen  sidi  die 'FnnetleMn  ?en  Vieliuben  dnr^Varlaheb  ÜMh 
den  Petenaen  der  Fnaetfenen  fe»  den  ebdMhs»  ▼■rtnbiihi  eM- 
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wickeln  la«0en.  IMese  fiatwickelniig^  «ind  jedo^li  aehr  coofili* 
cirt,  indem  sie  je  nach  den  Resten  von  fi  fClr  den  Divisor  6  ver- 
schieden sind.  —  Um  nach  den  obigen  Gleichungen  il(:r)  in  den 

Functionen  von  2a:,  oder  ü        in  denen  von  x  auszudrOcken,  hat 

man  eine  Gleichung  vierten  Grades  nach  A{x)  oder  ^(^^  ^afk- 

lösen,  in  welcher  die  CoefBcienten  der  Potenzen  dieser  GrCsseD 
complicirte  Ausdrücke  aus  den  Functionen  der  doppelten  Arg»- 
mente  sind. 

Substituirt  man  in  die  Exponentialausdrucke  fiir  t  xj 

und  xj*  ffir  x,  so  erhält  man:* 

a(xß  ==£i(^x),  ^(xß  =~y^(-a:),  i^ixß  =j^(-xh 
M(xf)  =:ß(x) ,      ^{xf)  =j^^(x) ,        i£(xj*) = -fi(x). 

Endlich  verdienen  noch  folgende  Formeln  ihrer  Symmetrie  aod 
Einfachheit  wegen  Bemerkung: 

ff 

i«(*+3l/)  =  Ä(x)J»(3()-/»B(ar)»%)-ytf(a:)«P(i^)  f  il(a:))5(y)«(y) 
V{.x-VyJ)= V(x)ä^)  +yil(*)(f»(y)  |-»(*)»(»)(r(s() 

•V  •■-(r,)ri] 


Das  Verhalten  unserer  Functionen  in  Bezug  auf  die  Dimeren- 
:tiftlion  «nd  Integration  wird  durch  folgende«  leiobt  »or;fir{rpnile 
Fnndameotalgleichuogeii  bestinint: 
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Daher  genügen  un9ere  t  uucttooen  der  aUgemeineo  Differential* 
gleichung 


Setit  maa  oiid  den  QnotfentoD  x«r«ier  Fnactfeiieii  gleidi  einer 
nmn  Function»*  wie 

so  iat  .  ' 

« 

Ii«   "iP^i)  ' 

■ 

Uieraw  erhSit  umbi  * 

/•«(—«).      „,  .      /• «  »(ar)  «f(x) 


mid  isdeitt  imn  Mplf»  it^  tH,  M  die  entepreehenden  ReHien 
ielitt 

af*"  61"*' 9f^"**        __  l~4!^7f*"'"^ 


•••• 


(13) 


(_  V  ^     a:'^     a;^  ^ 
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r  ^  4!  ^  7!  ^       ^  _2r2E_^!_ZZ! 

/      o;»  V         ,  . 

Wenn  man  ausgeht  von  den  Gleichungen 

00  «rhält  man  die  folgenden  Integrale: 


""4! +  71 + 


t  . 


V2!     51  +  8!      "  2!""5I  +  8!""'  ■ 

/ 


2j-»    5a:«  8a:» 


/ 


+ ....  1  ^  41  +  71  ■  J 


21     5l  +  8!        /  21     5!  +  81 ' 

^  ■  ap*    57*  a:*    ar*  j?' 

^+.5!  +  8!+  '  •    j^_^'"gt  +  8t~  •  •  /jj 

("^     x*~P        y     ^a:      X*    x^         *  ^ 
f  41         -V  lB  +  7f"^ 
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V^""3]     6!~"V  V^i""5!  ^  'S!""") 





2!      61  8! 


r~4I  +7!" 

EDdiicb  wfirde  man  noch  da«  lotfignl  eio«r  eigeothilmlich  ga* 
bildeten  Function  erhalten,  wenn  man  ans  der  oben  ao^oatellten 
Gleiehoi^  för  M^+s^)  Of(s)  boatiromte»  dleaen  Warth  in  (7)  «nbr 
•fitalrte,  and  die  dann  stamtlichn  Pbtenaen  von  it(x)  bis  snr 
dritten  incl.  entludtende  Gleiehnng  In  B^ug  anf  iÜß)  «afiMe. 
Der  ao  gefundene  ^fTerth  von  <f(a;)  wfirde  awei  Knbllrwnnein  ann 
inatlonalen  Functionen  von  M{x)  nnd  il(^H-^o)  enthalten,  und 
wenn  man  dieaen  Werth  nach  ap  Integrirte,  wQrde  man  wiederam 
— erhalten. 

ßeseicbnet  mau  die  in      -i-o^  vorkommenden  Zahlen  ao,  dasa 

%a417  =  ^,  1,2214  =  ?.  alao  |f<]* 

ferner  folgende  von  a  nur  M{x)  und  ^(jr-f-OTo)  enthaltende  Aua- 
drücke 

mit  P, 

.  .  mit  2G. 

o 


Anmarkaug  de«  Herausgeber«.    Ick  »Mke  vorllnag  aufmerkÄm' 
im  aXcluten  Heft«  unter  dam  Tita!:   9Df:irickeluag  dcc  Tor- 
zuglichatm  Blgenschaf ten  eiaigar  mit  den  goniomauiaähaa 
zunächat  verwandten  Functionen   crscheiuende  ausführliclk«  AbllWa4*' 
laag  de«  Herrn  Professor  Knar  in  Grat/,  und  halle  mich  für  verpHicfUer, 
«r  nemarken,  da»»  die»a  und  vorataLeude  Abkaudloiig  gLeickzeiti  '  ia 
weinen  Biato  gawaawi  «Ind.   Zogiatoh  ▼«mite,  ii^  «bI  «bt  AWi«adluag; 
dt»  Harm  BaUwi|  im  Archiv.  Thh  TXL  8«4S.^r,Y« 
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lieber  die  Flächen,  deren  Hanptkrommungsradien  in 
jedem  Piuikte  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werthe 

haben. 

4  »  ■ 

\  Von 

Herrn  Dr«  O.  E.  Simon, 

ordentUcheiD  Lehrer  am  Joac|iini«thaUcheii  Gjmnasiiiiii  so  Beriin. 


Es  ist  bekannt,  dass  der  ISenner  des  Quotienten,  welcher 
den  Hauptkriimmungsradius  einer  Fläche  ausdriiclct,  durch  eine 
quadratische  Gleichung  aus  den  partiellen  Differentlafquotienten 
der  einen  Coordinate  nach  den  beiden  andern  bestimmt  wird. 
$etzt  maft  in  dieser  Gleichung  den  CoefGcieoten  der  ersten  Poteas 
des  NeDners  gleich  Null,  so  werden  die  beiden  Werthe  des  Neo- 
nm-,  abo  auch  des  flauptkrfinininngaradliw»  gleich«  aber  entge- 
gengcaetat  «ein.  Die  Fliehen«  welche  diese  Eigensdiaft  hahee« 
mfissen  also  s  als  eine  solche  Function  von  fß  hestimmen,  dass 
der  partiellen  Differentialgleichong  genügt  wirds 

Aus  den  Elementen  der  Variationsrechnung  ergibt  sich  aber  auch, 
dass  diejenigen  Flftchen,  welche  dieser  Gleichung  genügen,  die 
Ueinate  Oberfläche  von  aHen  denen  hahen«  welche  durch  ehica 
g^henen  Umfang  gehen.  Demnach  werden  sich  beide  genanofe 
Eigenschaften  bei  den  an  discutirenden  Flachen  inden. 

Die  Gleichung  (1)  iüsst  sich  nach  den  bisher  bekamifoB  Me- 
thoden im  Aligemeinen  nicht  so  Int^riren»  dass  x  etae  reelle 
Fnnetion  von     ff  wifrde:  man  maas  daher  speclelle  Annahmen 
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machen,  unter  denen  (1)  integrabei  wird,  iiie  zunäctiist  sieb  dar- 
bieteode  Annahme  ist  die: 

wms  eniebtlicb,  das«  die  Ebene  s-|-6  =  iu;-|-6y  der  Glei- 
chiBg  (\)  genfigt.  Sie  hat  offenbar  den  ideintleii  Fiacbeninbatt 
Ton  allen  Fliehen*  die  dnrcb  eine  ebene  Corre  gehen,  nnd  man 
hne  die  onendlleh  langen  ErfinunongSfadien  atete  in  entgegen- 
gesetzter Lage  denken. 

Za  einer  andern  speclellen  Annahme  hat  Catalan  in  einer 
Notiz  (1' Institut  4.  Aoütl^S)  VeranlaseuDg  gegelien;  das  dort 
nutgetheilte  Resultat  soll  hier  abgeleitet  und  discutirt  werden. 


Wird  t  ee  dnrch  y  ansgedrfitekt*  dass  die^  Varialieln  von 
«Binder  getrennt  nind»  also  dnreh  die  Gieichnng 


(5)  t^X^Y. 

wo      Y  Fnneiteen  nar  von  »  respective  y  eind»  «o  sind  «neh 

8z  8* 

g  und  ^  nur  Functionen  von  x  resp.  und  der  zweite  Diffe« 
rentialqaotient  g^j^  verschwindet.  Alsdann  nimmt  (l)  die  Form  an^ 

fliarfon  Ist  das  nach  w  genommene  Integral: 


wo  a  eine  in  Bezug  auf  x  constante  Grosse  bezeichnet.  Ebenso 
Ut  das  nach  y  genommene  Integral: 


arctang  (^^^  +  i?jf =0, 


wo  f  naeh  der  Differentialgleichnng  nothwendig  gleich  «— a  ist 
Da 
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t 

SO  folgt,  das« 

2  =  -  logCOtfItZ  —  -  logCOS  » 

rh  .  doif  Ii 

oi)d  weoQ  man  a=l  setzt:  .i^q^ 

co«j: 

s  =  lor   it 

^COSJf 

Zur  DIscnsalon  dieser  Gleichung  diene  Folgendes.  Zieht  man 
fn  der  (j:^)- Ebene  darch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  zwei 
Linien  x  =  4:y>  nii^  diesen  unzählig  viele  Paralleleo,  so  dau 
je  zwei  Linien  einer  Schaar  die  Entfernung  n\rl  haben ;  theilt  man 
ferner  dieselbe  Ebene  in  Quadrate,  deren  Seiten  durch  die  Crlei- 
choDgen 

,  2ii  +  l  .  2m  +  l 

«=db — 2 — ^*  y=± — ~i — ^ 

gegeben  sind  (m,  ii  beliebige  ganze  positive  Zahlen  incl.  0);  so 
besteht  die  ganze  Fläche  ans  unendlich  vielen  Wiederholungen 
eines  einzigen  Flächentheils,  die  sich  im  Räume  über  allen  den 
Quadraten  befinden«  welche  zwei  von  jenen  parallelen  Linien  m 
Diagonalen  haben.  Um  diesen  einen  Flächentheil  zu  veranschaa- 
lichen,  stelle  man  sich  den  Raum  vor,  welcher  durch  die  vier 

Ebenen  x=.-^^y  ^=±2  eingeschlossen  ist.  Denkt  man  sich 
in  der  (^z)-Ebene  eine  Curve  Terzeichnet: 

■ 

2= — logcosy,    .  d  i.u!  >el  • 

welche  die  y-Axe  im  Anfangspunkt  tangirt,  nach  der  Seite  der 
positiven  z  in's  Unendliche  geht  und  die  Linien  j:=:0,  jfssj^^ 
so  Asymptoten  hat;  ebenso  in  der  (j:z)-£bene  eine  Curve  ^| 

Z  =  logC08X, 

welche  die  jr-Aze  im  Anfangspunkt  tangirt  und  nach  der  Seite 
der  negativen  z  in's  Unendliche  geht,  so  dass  y  =  0«  ^=db| 

ihre  Asymptoten  sind;  bewegt  man  nun  die  letztere  Curve  paral- 
lel mit  sich ,  so  dass  ihr  Scheitelpunkt  stei 
beiodet,  —  so  entsteht  jener  gesuc 
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MäCM  JhaUUe  siHtht.  «Aiur  enißtaanättHtte  WtMi  kmättu.  JiS^^ 

Ceradeti  4r=4:^',   iy=:J[j^  gehören  zu  demselben,  sowie  ztiden 

lagrinsendeo  vief  Tbeilen»  welche  man  in  dereelben  Weise  er- 
hik,  weDi  mui  In  der  TorliergelieDdeii  Conetruetion  den  Doreh«' 
Mhnlttopnnkt  der  Qnadrat-Dlagolialen  fflr  den  Anfitngepnnkt  eetit 
Die  (or^)- Ebene  wird  aledann  von  der  Fliehe  in  jenen  beiden 
Sebaaren  paralleler  Linien  geschnitten. 

Von  den  Cylioder-  und  Kegeltlächen  genügt  keine  andere*  als 
die  schon  au«  0S)  erhaltene  Ebene  den  Bedingungen;  dfagegen 
findet  man  eine  gerade  Conoidea- Fläche  .auf  folgende  Welse.  INe 
allgemeine  Gleichung  einer  solchen  FiSehe  ist 

WO  tp  eine  noch  unbekannte  Function  bedeutet«  und  setzt  mau 

■ 

CS  Am 

y 

$ß  erUil  man  als  Bedingwigsgleicining  nach  (]>t 

* 

weldM  Obergeht  In   v     ■  a  i  .  •  . 

4etea  erstes  Integral,  wenn  A  eine  wttk'flrllefca  Conslanle, 


•0  dassy  ..wütnn.man  «  Ar  ^  «ad  2-  flU  Jl.setst, 

3= J  arctang  — y 

d.h.  die  Glelcbnng  der  Schranbtafli^e  lesnltlrt;  vnd  In  der  Thal 

sind  deren  Hauptkrämmungsradien  ^  ^dl^lt^. 

Endlich  wollea  wir  nutersaehen»  ob  eine  der  Kotationsiläcben, 
^MMt  Glelehni^  ist: 


Dig'itized 


untrerer  Bedinf^nfc^^^Sf  icburig  (ij  genügt;  weXMk  MUI  ^ 
so  fiiouut  (1)  die  Form  ao: 


SabFÜtoin  maa  - —  lur  «rr  •       rercififickt  sich  diese  DUiewi- 


tIalgielcboDg  Ii  die  Ji 


grirt  wild.  Hae  cikih  dadsch  eis  entes  letcsial: 


Sir     CA     i%  A*— A 

wo  c*  eise  Coasiia:«  a^äigi^h'^er     Dirans  ergibt  sich,   urit*r  der 
Acrsbae,  daj«  9  «der  s  Tuscftwiaiiet«  wenn  i  oder  ^  -f- 
=  l:a>  ist: 

* 


sns  der  RolAtinB  ein^f  Kettenlinie  um  dit 
s-Az«;  ♦"•Ve- -t^-'^n  Fläche:  ein  Rip$n!t3t.  Hast  auf  anderem  Wese 

schofi  L^hrhücbern   der   Differentialrechnung  liergefeitet 

Miffi  c;^^  dr^rt  Oegeftstaod  ei&er  bioteicbeDdeo  Erörteniog  geiror 
defi 
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Vnf*r4tn$tTt  tmr  Mir*  mm  9MMk.  ssr ' 


XXXIII. 

« 

'Zur  Lehr«  vom  Dreieck. 

Tob 

flerro  Franz  Unf erdinger y 

UbuwichwBBga  -  Calcalator  der  k.  k.  p,  Asimda  A— iciifiati'lc»  M 

Trie«t. 


Sind  a,  b,  e  die  drei  Seitco;,  iBi  J  der  Fläcbeorattoi  de« 
IVaiecke«  ABC  (Taf.  VU.  Fig., 6*)  und  der  Halbmesser  4««  dm*: 
selben  eingeschriebenen  Kreises,  so  liesteiit  foJgfMKle«  an»  der 
Elemeotar-Cieometrie  bekannte  Gleichung: 

ÜM  ähnliche  Relation  findet  statt  zwischen  den  drei  Seiten,  dem 

Flächenrniini  eines  Dreieckes  und  dem  Radius  eines  äussern  Be- 
rührungskreises desselben,  und  diese  irolien  wir  zunächst  bestimmen. 

Ist  Ol  der  Mittelpunkt  dea  dem  Winkel  A  gegenüberliegen* 
dm  ioaseni  Berührnngskreieaa,  ao  siehe  man  die  Geraden  OiAp 
Oiß,  Ol  C  nnd  fölle  auf  die  nSthigenfalle  verlängerten  Seiten  BC^ 
AB  und  AC  die  Senkrechten  AF,  AG  ^ind  AH.    Alsdann  Ist, 

^enn  wir  den  Uadius  deä  äüö^erD  üerülirungskreises  mit  (fi  be* 

imI 

ar .  ABC  =  ar .  AffO^  6?— ar .  CtiOi  GB. 
ist  abor    j<  *    •  . 

m.AUOiG  =  ar.^C^l  -|:aff.4ift^i=Pi^G.6)i^i  ^AB.  OiB 
z=     .  (io  4  if»)  Ä  iij .  (AB  I  iBG'l' JC-I-  Cfl) 

22* 


Dig'itized  by  Google 


dSB^  Lmi€räin§€fi  Zmr  Leärt  mm 

04m,       SGszBF,  CM=  CT  md  BF^  €JF~ 

m.LMO^GBz^tM.Q^BG  ^%.m. 

=zBO.0^G  ^  CB.ü^a 

»Hm 

ar •  il^C  s  in  .(a-l^^ i^c;  -    .a  =  i|k 4^ ^ 
(S)  .  ^=5«6+e-a).f|. 

WM»  9a  und  die  Radien  d«r,  den  Winkdo  B  wmä  C  | 
fiberUegendefi  Indern  Berflhningffkrefee  efnd.    Wesn  die 

chu^^(;n  (1),  (2)  und  die  beiden  letzten  mit  einander  mm^ 
werden,  ao  wird  man  finden,  weil 

let:   

« 

Mach  dem  Obigen  iat  auch: 

6  +  c— as=  — , 

2J 
9% 

werden  die  drei  letaten  tileichungen  addirt»  so  erhält  man: 

2z/ 


» 

9 
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Bnferäingtr:  ^ifr  Ukre  90m  OreitciU  SiSIQ 

mmn 

Setzt  raar»  die  beiden  Relationen  (I)  iitkI  ('2)  als  bekannt  voraus, 
so  fällt  es  nicht  schwer,  dit?  KritiernintL:  (ies  IMittelpttnkte^  des 
uiuscbriebeneu  Kjei^e»  v«n  jenem  eines  der  Berübrang^ kreise  de# 
l)reie€ke8  dnrch  die  Radien  ausgedruckt  auf  trigoDometriscbem 
^ege  so  erhalten,  ein  Probleni,  welches  Herr  Kump  inTbl.XXVIL 
4t8  Archivs  S.  33.  auf  eioe  neue,  sehr eloiireiciie  Weiaa  tmo  geo- 
netrisch  gelöst  hat« 

Es  sei  0  der  Mittelpunkt  des,  dem  Dreieck  ABC  umschrie- 
benen und  o  jener  des  eintreschriebeuen  Kreises,  alsdann  ist  die 
Verbindungslinie  OA  —  r  der  Radius  des  ersten  und  die  auf  Aß 
von  0  aiM  gefällte  Senkrechte  oE  —  q  der  Radius  des  zweiten 
Kreiaea.  Construirt  man  das  Dreieck  AOo,  10  wekbeni  Hos 4 
der  gesackte  Abstaad  ist,  so  ist  bel^aBDtlich : 


Oo^:^  Aa^^Ao^'-2.A0.Ao.CimoA0, 

Naa  siebt  leiebt  aus  der  Figur,  dass  Z.  AOB^W,  ^  OAB 
:=Z,OBA;  mithin  ist  2.^0.4ß=2K-2C  oder  ^O^Ä  =  R-C; 
feiner  ist  ^aAB  =^  ^A,  also 

^oAO s=  j^oAB—  ^  OABr=,        (R  -  C)  =  4(  ^  f  2C) — B 
aad 

■ 

■ 

Werden  diese  Werths  In  obige  GleicboDg  substitnlrt,  so  geht 
sie  fiher  In: 

■ 

wenn  man  den  in  der  Klainrner  enthaltt-nen  Ausdruck  kurz  mit  R 
bezeichnet.  Zieht  man  (  D  se  nkrecht  unl  AB,  so  ist  nach  einem 
belianoten^  Lehrsatse  der  Elementar -Geometrie: 

adas3r.ei> 
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TS 


^  (« 6  ^  e;  (6  -f  e — i« + e  — i)  (« -f  « — c) ' 


fiieni««b  wird  also 


16 -f* 


Ä  =  j^.^6+c,— j^.rtic— j^=:r.   [nach  (5)J 
nd  41«  GleklioAg  '-t  seht  fiber  in: 

f, r.'i  d.fc  iii.MÜche  I7eIaüori  h'ir  die  Difstanz  des  Pur; k  ^-s  O  vod 
4mi  MiHf'lprjnkte  Oj  e!T>e«5  ay>>ern  B^rchrun^j-^^'reises  abzuleiten, 
MM:htu  Mir  OOi^dx  Qod  haheutür  das  Dreieck  Öii^Oi  die  Gleichoog 


OOj  *  ^  i^t  *r=r  r>  +  O4   ^ — 2r .  Ol  B .  Co6  ÖÄO^  • 
1^  Uj<^bt  erMehtikh»  dass  ^BO^G  =  iB,  dso  i«t 


Pi 
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outhiD  wird 

« 

Obige  Glriclunig  remandett  steh  oonmehr  in  falgtode: 

wenn  wir  den  in  der  Klammer  euthaiteueo  AutfUruck  der  l^äime 
halber  mit  Ri  bwimsäk^a^ 

•  *» 

Weil 


lae 

HO  «rhltt  duto  mit  Racksicbt  auf  (2)$ 


 4flc(q-f  fl  —  cQ.^^   

■*"(a+6  +  c)(6  +  c-ö)(a  +  c~6)(a+6^* 

mltliiB  nach  (3): 

F«n«r  Int  aas  dv  «bfnon  Trigonomettln  bnknnflt»  dm 


— ^ig^— 6=-j-.,  aiöa,  da  r»^l 

.1. 

.  Sin       -  C^  _  ac 

wovdM  4il«w-\v«r<fa«  in  dem  mit      Iwt^luWtM'Aai^nick  «ab» 

•titnirt.  «o  erIlUt  maili  ' 
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3ä2  äMMp:  Ein  mtuer  leArsat*  Otr  "eeam^tfie 

und  die  Gleichung  (!)  gebt  Ober  in 


IN 


♦  • '  •   '  .  ! 


Ein  neuer  I^ehrsatz  der  Geometrie  und  dessen  Ad- 
Wendung  bei  der  Transyersalenlelire« 

Von 


Herrn  Professor  JP.  H.  Jlump 
am  Gjrmiuuiuiii  zu  Cösfeld. 


§.  h  Lehrsatz.  Zieht  man  bei  einem  Dreiecke  AB(* 
(Taf.VIl.  Flg.  1.)  von  einem  Eckpunkte  A  aus  eine  1  rarisver^ale, 
die  entw  eder  die  gegenuberliejrende  Seite  selbst  (Taf.VIl.  FigJ  a  ), 
oder  deren  Verfän-erung  (Taf.  VII.  Fig.  l.b.>  in  einem  Pnnktm 
trifft,  und  beschreibt  über  diese  Transversale  als  Sehne  »wei 
Kreise  (O)  und  (P),  von  denen  der  eine  durch  den  svreiteo  Eck- 
punkt B,  der  andere  durch  den  dritten  £ckpiiiikt  C  des  Dreiecks 
ABC  geht:  so  verhalten  afch  die  Seiten  AB  nnd  AC  wie  die 
Radien  dieser  Kreise,  d.h.  ABiAC^OAtPA.  -  * 

Beweis.  Zieht  man  die  Centrale  OP,  so  halbirt  diese  die 
gemeinschaftliche  St'bne  und  foli;|i(  b  ist  in  Taf.VIl.  Fig.  La. i 
AOP  =  ABC  xmi\  APO^ACB,  mithin  ^ AB Cc\:>^AOP  und 
folglich  AB:AC=AO:AP.  -  In  Taf. VII.  Fig.  1.  b.  ist  aber' 
AOE^Abl),  also  auch  AOP=zAßC;  und  da. ferner  ^PO 
z=ACß,  so  ist  niederinn  ^ABCco^AOP,  und  folglich  ABzAC 
^AOiAP, 

Annierkong.  Der  Kürze  wef?en  und  um  die  Fissuren  ein- 
facher ztt  erhalten,  soll  in  der  Folge  der  Kadiu«  des 
durch  drei  bestimmte  Punkte  z.B.  A,  B.  C  gelegten 
Kreises  durch  R(ABC)  bezeiehnel  .i«prd«a. . 
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3*  Ziisats«  Legt  man  swUehen  die  Schenk«!  eine«  Wlii- 
kdf  ABC  (TaHVII.  Fig.  .2»)  swei  gerade,  vqo  den  Schenkeln  des 
Winkels  be§rän2te  Linien  DE  und  FC?,  so  verhalten  eich  diese 

wie  die  Radien  der  um  A  OEB  und  ^  FGß  gelegten  Kreide. 
Denn  zieht  man  DG ,  \&i 

DGi  FG^  H(DGB)  i  R(FGB)  ) 

üod  folglich 

J)EiFG^BiD£B):H(FGB). 

§.3.  Zusatz.  Legt  man  zwischen  die  Schenkel  zweier 
Sfheitelwinkpl  ABC  und  KBL  (Tar.VFI.  Fi^.2.)  zwei  gerade 
Linien  UE  und  Bi,  so  verhalten  sich  diefie  Linien  wie  die  Ra- 
dien der  am  ^  BEB  ood  ^  BIB  gelegten  Kreise.  Denn  ziehl 
■m  DB^  so  ist 

DEiDB= RiDEB) :  R(DBB) , 
DB  i  BGzs  R(DBB) :  R(HiB) ; 


folglich  auch 


DEiBG=:  BiPEB)  %  R(BiB). 


{.  4.  Zusatz.  Zieht  iii»n  zwischen  die  Schenkel  zweier 
Nebenwinkel  AßiC  und  ABK  (TaC  VIL  Fig.  2.)  zwei  gerade 
Uaien  FG  nnd  DB,  so  Terhalten  sich  diese  wie  die  Radien  der 
m  ^FGB  und  ^  DBB  gelegten  Kreise.  Denn  sieht  man  DG, 
m  ergteht  sieh  ivle  vorher: 

FGtDB^  R(FGB)  i  B(DBB). 

§.5.  Zusatz.  Zieht  man  slus  einem  Punkte  O  (Taf.Vll. 
Ptg.  3.)  vier,  eine  gerade  Linie  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D  durch- 
schneidende» gerade  Linien,  so  verhalten  sich  die  Producta  je 
steier  dieser  Linien  wie  die  Radien  der  nm  die  snsammengehO- 
iBsdea  Lmien  beschriebenen  Kreise»  d.  b. 


L   OAxüB.ODxOC^  Rio  AB) :  B(ODC) , 
n  OAxOC:ODxOB=:R(OAC):R(ODB), 
in.   OAxOD:  OBX  OC = R(OAD) :  »{OBC). 
Beno  es  ist  für  die  ant#r  I«  aufgestellte  Proportion: 

OA:OD=zR(OAB):R(ODB)  f 
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SM  Mmmß:  £iM  maur  L»ärmi%  ätr  fi$mm$irt9 

OAxOBiOÜx,OC=^  K^OABj  iRiOUQ, 

^m  gleicher  Web«  ergiebt  sicfc  dl«  Richtigkeit  de«  dtar  l 
mmd  DL  au^esteilten  Proportionen. 

Anmerknnp;.  Vennlttolnt  des  nhigtn  Lebrantnes  eellM» 
nfichst  (J.&^S  12.)  einige  sich  leicht  ergebende  Eigeo- 
echaflen  des  Dreiecks  anter  der  Form  von  ZtuXtm 

nachgenie;$eo  werüeo. 

f  6.  Zusatx.  Thellt  in  einem  Dreiecke  ABC  (Taf.VH 
Fig. 4.)  die  Tran»verisa!e  AD  den  Winkel  BAC  in  zwei  gteicbe 
Tbefte,  so  verhält  sit  'i  AB:  ACzz:  BD  iCD.  Denn  sind  O  und  P 
die  Mhteipnnkte  der  um  j^ABD  und  ^ACD  iieieistea  ürdse,  so 
ist,  wenn  man  die  Radien  OB,  OD  und  PD,  PC  sieht»  de 
Winkel  ÄO/>  =  2BAD  =  ^/I.^C  =  DPC.  Folglich  sind  toih 
die  beiden  gleichschenkligen  Dreiecke  BOO  und  DPC  ihnlich. 
Nnn  ist 

ABiAC^OBiPD  (S.L)  ^BDtBC. 

§.7.  Zu>atz.  L miiekehrt ,  schiieiüet  tiie  Transversale  iÜ) 
(Taf.VlI.  Fi-.  4.)  r';^  Seite  des  Dreieckes  ABC  so,  dass  sich  ' 
ABiA€=^BD:DC  verhält,  so  ist  auch  BAD=DAC.  Dm 
sind  O  und  P  die  Mittelpunkte  der  um  \ABD  nnd  ^ACD  g^ 
legten  Kreise»  so  Ist  AB:AC=20D:PC  (§.  1.);  und  folglich  iscb 
BD:DC^  ODiPC  =^  OBiPD.  Da  nun  hiernach  A  OSD 
c>c\PDC,  so  ist  auch  der  Winkel  BOD=:DPC  Also  sind 
auc}i  die  diesen  rentriwiiikelii  zugeliitrigeu  Peripberiev%  inkel 
und  DAC  deich. 

$.8.   Zusatz.   Es  tbeile  die  Transrersale  AD  (Taf.  VIIL 

Pifi:-  5.)  den  Aussen«inkel  FAB  des  Dreiecks  ABC  in  zwei 
glf^ifhc  Theile.  Sind  min  O  und  P  die  Älittclpunkte  der  üffl 
\ABD  tin«!  A-^^^'^  gelegten  Kreise,  so  ist.  wenn  man  die  Ra-  I 
dien  OB,  OD  nnd  l'C,  PA,  P/>  zieht,  der  Winkel  BODz^lBAD 
==  2Z>/IF  ■=  2ADC  +  2^C/>  =  CPA  ^APD=z  CPD.  Folglich  Ut 
%%k€\i  XBODco\CPD.  ^un  ist 

£^ : -ri  6' =      : /^C = /> ;  Ci>. 

§.  9.  Zusatz.  Umgekehrt,  schneidet  bei  einem  Dreiecke 
ABC  (T2ii,\\\\.  Fig.  5.)  die  Transversale  AD  die  Verl.^ingeruDg 
der  Seile  BC  so,  dass  sich  AB :  AC— DB :  DC  verhalt,  so  theilt 
die  Transversale  AD  den  Anssenivinkel  FAB  in  zwei  gleiche 
Theile.   Denn  sind  O  und  P  die  >Uttel|Miskte  de^  um  ^  ABD 
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t^ACB  gelegten  Kreise,  %erbält  »ich  auch  AB.AC 
zzOB:PC=:OD:PD  =  BÜ:CD;  folt^lich  ist ^hOÜcs:  ^^CPD 
ond  daher  auch  der  Winkel  nOD=€FD,    Nun  ist  aber  ßOD 

9.10.  Zusatz.  Es  theile  die  Transversale  -J/J  (Taf.  VII!. 
fig.6.}  die  Seite  BC  des  Ute'ieck»  ABC  ifk  zwe't  gleiche  Theile. 
Sind  Dun  0  und  P  die  Mittelpunkte  der  um  A^^^^und  ^ACD 
gelten  Kf  'mt,  m  ist  auch,  weim  omui  OG  JL  BB  oad  PM±  CB 
m,  QB^aa  Hm  wbill  Mk 

Ali  An     r,n  o/-— 
AB:At~-OU:PL^^Ij- 

Fallet  man  nun  /)J\_ACxini}  /)k±AB,  aö  ist,  da  der  Winkel 
BPCt^lAD,  auch  /^HPCco^iAD  und  ebenso  ^  GOB 
^KAB.  A\ho  ist  aueb 

PC^  Aü  OB  — AB'     .  . 

Svlwtifuirt  man  diese  AosdHicke  in  die  vorher  gefundene  Pro* 
portion,  so  erllfilt  man  nach  Wegwerfang  der  beiden  gleicbeo 
Kenner: 

ABiAC^HLBK*),  . 

{.  Ii.  Zosatz.  Umgekehrt,  ist  in  «idem  Dreiecke  ABC 
(Taf.Vm.  Fig.6.)  die  Trans  versale  AD  so  gezogen»  dass,  iii^enn 
•la  ans  auf  dl9  Seilea  AB  und  A€  die  Ssnbrecbfeo'  BK  und 
M  ftHtt#  eich  die  genannten  SeiM'  wie  ümgekduft  dim  8edB* 
Mieo  f  erlMÜten:  ev  tat  aaeh  die  Seite  MC  im  P^bte  B  in  tspai 
Mie  Theile  getbeiit.  Dean  nachdem  die  nlmliche  Conslraction 
^«  im  §.10.  vollzogen  ist,  hat  itiaii  Lu^d^ch»iABiAC=^OÜiPC\ 
ind  also  geiua^is  der  Voraussetzung: 

Mdemanfolge  ist  GBzsHC,  abe  anch  BB^BC. 

M^*  Zusatz  Es  sei  in  dem  Dreiecke  (Xaf.Vll. 
%4.)die  Höbe  A£  gezogen.   Nun  ist  xon&cbst 

AB:AC=R(ABC)  i  R{AEC), 

k  m  AEC  ein  rechfer  Winkel  ist,  so  Uegt  «ler  Ü^ittelj^unkt 

# 

')  U9W  trigmKiiaetditht  iB:A£^^IUCf^BäB. 


Dig'itized  by  Google 


MfAECß=^iAC,  mmd  dmaac^ 

AB ;  A£  =,Ux4BC) :  ^AC, 


d.  h.  das  balb^r  TTeehteck  nrci  Seiten  e!r<><?  PreTecks  istdei 
Aedbtedke  gickii.  «»«Ichei  m  ier  mI  dw  drill»  Diiimfciiii 
teOntCD  HÄe  nd  dea  lUdiw  des  des  Dkewcfc« 
KreieM  constrairt  wiid« 


9.  13.  Lehrsatz.  EmM  mmn  bei  einen  Dreiecke  ABC 
(Taf.  VIU.  Fiff.  7j  aus  einem  Eckpunkte  A  £u  der  gegenOberlie' 
een^en  Seite  fTaf.VIII.  Fi?.  Ta  ).  oder  zu  der  VerlängeTong  liei- 
seibeo  (Taf.Viii.  Fig.  7.  b.j  zwei  Traosver^alen  AD  und  J£  so, 
da.«>  die.e  mit  den  Seiten  Aß  and  AC  gleiche  Winkel  hiU«^ 
•e  indcD  felgeade  ProportiMen  Statt: 

L  AßxADiACxAE^BDiCE, 

IL  ^xJ£:^CXia>ss^£:CO» 

III.  ABhAC^=^ßiJxB£iCDxCE, 

IV.  ADhAP^DßxDCiEBxEa 

BeMreis.  I.  Zieht  man  aus  O  and  P,  den  Mittelpunkten  der 
am  A  ABD  und  \ACE  gelegten  Kreise,  die  Radien  OB  y  OD, 
»owie  /^t,  PE:  50  ist  zuv  orderst  BOD=^2BAl>=2CAE=CPE, 
wd  folglich  ^BODcs^JiCPE.   ^an  verbält  sich 

ABxADiACxAE=OBiPC  (§.  5-). 

=  ÄZ>;C£. 

II.    IIa  nach  der  Annahme  BAD=.CAE ,  »o  ist  aach 
=  CAD,  and  demnach  ergiebt  sich  ganz  wie  bei  I.,  vreiin 
die  um  X^^^       ^ACD  gelegten  Kreise  benatzt,  dann 


ABxAEiACx  AD^BE :  CD. 

III.  Durch  ZusammensetzuDg  der  unter  I.  und  II.  enthalte- 
nen Proportionen  findet  man 

AB*:  AC*=:  BDx  BE.CJUx  CE. 
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IV.   Kehrt  man  in  der  unter  11.  anfgestaitten  Pro|Wffüon  dt« 
VerbiltDisM  am,  so  tyfitht  «idi  ämtA  ZmmmmttmtAmmg  mit  1. 

•  ■  ■ 

*  Ii;  ZvsatSi  Denkt  mao  «leb  Aa  baiden  st^lcbaii  WinM 
BAD  und  CAE  (TaCVlU.  Fig.  7.a.)  bi«  dabfai  TergrOsaart,  daaa 
MnH  AE  mnmmmMlU      gebt  die  im    tt.  ntar  L  a^^ 

iteHte  ProportioD  in  die  im  f.  6.  gefaadaaa  fber.  £•  aothält  also 

der  im  §.  6.  aurge8tellte  Satz  nur  einen  bewundern  Fall  tiii8er8 
Lehrsatzes.  -  Unter  derselben  Bedinguug  geht  auch  die  im  IJ. 
unter  Iii.  aufgesteiite  Proportion  in  die  des  §.6»  fibar. 

$.  15.  Zusatz.  Denkt  man  aich  die  beiden  gleichen  Win- 
irel  ßAD  und  CAE  (Taf.VUi.  Fig.7,b.)  bis  dahin  verpT«ssert. 
(lass  AD  und  AE  eine  eiirzige  gerade  Linie  bililen:  so  werden» 
M'ie  man  leicht  sieht,  durch  diese  Linien  die  beiden  an  A  liegaa« 
den  Ausaenwinkel  des  Dreiecks  ABC  balbirt«  und  wenn  da«' 
Dreieck  oicht  ala  gleichschenklig,  sondern  etwa  ^i^<JC  ange» 
nnmmen  wird^  ao  flilt  der  Punkt  E  nach  der  andern  Saita  dea 
Dreiecks  bio  mit  D  aoaammea.  Unter  diaaer  VomnaaettiUHB  aber 
gaban  die  im  {.  13.  antar  I.  and  UI.  aofgeatellteD  Piropartieneo  in 
die  PreportloD  dea  '(.8.  Uber.  F'olglicb  eutbilt  der  In  ge- 
fiindeoe  Satx  om*  eioen  spezIeUeo  Fall  dei  im  §.  13.  aufgeatalllen. 
Lebiiatiea. 

{.16.  Lebrabts.  Sind  bei  einem  preleeke  ilJ7C (Tat VIfl. 
Fig.  7.  a.b.)  zwei  Trans^rsalen  AD  and  AE  ao  gezogen,  daaa 

.  abe  der  folgenden  Proportionen «  nämlich: 

L  ÄB-XADxACxAExs^BDiCE, 

iL  ABxiAJu:ACXdDs:iB£;CD, 

Ul.  AB^iAC^ssBDxBEiCDxCE, 

IV.  ADßtA&=sDBxDCtEBxEC 

Statt  ündet:  so  bifden  die  genannten  Tranaversaian  mit  danürak 
ackaaeiteo  AB  und  AC  gleicba  Winkel 

Beweis.   I.  Es  seien  O  und  P  die  Mittelpunkte  der  um 
^ABD  oqd  ^ACE  gelegten  Kreiae.  Da  nun      .  . 

.  ABxAD:ACxAE=zBD:C£  (Aom.),      '  *  '  ^  • 
ABxADiACxAE:=:pBtPC  ,     .  - 
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9n  int  maeh 

sCP£    WeU  aber  BOD  =  ^AD  mmd  CPE^^CAE»  m  U 
«Mfc  BAD=CAE. 

\\.    Lnupre€h«^ß<i  wie  bei  L  eq^^  mch,  isM  BAfi^€A^ 
wmä  Mgridb  Mcfc  BAD^CAE  kt 

M  wäre  aacb 

Aii^:Afy=zBÄxß£:CÄxC£  (J.  13.); 

am  nitm  Mcb 

«Im  Mch  M  Taf.  Vm.  Fij?.  7.a.  ^ 

(BA  -I-  CXy.iBD-^  CBi^BX'.BD^ 

QDd  bei  TatVIlI.  Fig.  7.b. 

(CJf-       1  (CD  -       =  ÄAT:  ITD. 

d.  b. 

welche«  in  bei'len  J  allen  nur  Siiiit  (Inflen  kann,  weno  der  Pankt 
Ä  in  D  liegt    Also  Ut  BAD=zCA£. 

man  A  ADE  als  das  nr^iprüngliche  Dreieck,  aber 
^Z?  und  AC  als  die  Transversalen  an,  so  ist  der  Bevvei.s  scboo 
unttr  III*  geliefert. 

$.  17.  Zusatz.  Die  im  §.7.  und  §.9.  entbalteneo  Sätze  sind 
nur  besondere  Fälle  des  vorstebenden  Lehrsatzes. 

§.  18.  Lehrsatz.  Zieht  man  bei  einem  Dreiecke  AßC 
(Taf.  VIII.  Fig.  8.)  au-  ^If  iii  Scheitel  A  zu  der  gej^fniiüerliegendeD 
Seite  (Tai.  Vlll.  Fig.  ö.a.)  oder  zu  deren  Verlängerung  (Taf.VlD. 
Fig.  Kb.)  zwei  Transversalen  AD  und  A£,  welche  von  dieser  Seite 
«*lbat  oder  Toa  derea  Verliagenros  awei  gieicli«  Stfidia  BD^CE 
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t,-  ßiltet  iMi  4tani-  ««•  den  FoMpmrtiten  dieser 
VkMtrmilen  auf  die  lieMfii  «udem  Or«le«li0Mitm  die  Setikre<A* 
Ii»  D0  und  SK,  00  tvle  JSi  und  DLt  se  iitden  folgeode  Pie* 

L  ABiAC  »£/ti>il. 

II.   AD  AC  =^DLiEK,    ^  .  . 

Beweis.    I.  Sind  O  und      die  Mittelpunkte  der  um  ^AßD 
und  ^ACE  gelegten  Kreise,  so  ist,  wenn  man  OFJiBD  und 
PG}_EC  fallet,  in  Fol<?e  der  Ännnltme  F/J^CO:  und  ferner  ist, 
«U  der  Winkel  FOH  -ÜAD  und  GPC=ziA£,  «ueii  d 
c^^AiLli^  und  /^GPCoo^iAE,  üiao  iet 

■ 

 AE    (wegen  der  Aebnlichkeit  der 

—Wi  Ei'  Dnei^okei)  : 


also  ist  auch 


n.    Da  m  FdI^o  iler  AiMiahme  auch /?jEra  CT)  sein  nm.-^s,  so 

III.  Darcb  Znaammensetsonf»  dcip  unter  I.  tthd  11.  attfgbstell-^ ' 
ten  Proportioneo  er<>iebt  aich  unmittelbar:  , 

AB*iAC*v^EixJ}LiJ>BxEM. 

•  ^ojoerknn^    Der  vorstehendo Lebrsatz  lä'6.st  sieb  einfacher  1 
.  >jn  fol<4[ender  Alt  betveisen.    Da  BD=CE,  eo  ist  auch 
^ABD=^^ACE,  lind  folglich  ABxUUz^ACxEi/,. 
nod  demnach  AB  :AC=Ei:DB;  und  da  ebenae 
r=^ACDt  «ö  ist  auch  Aß:AC±»DL%£K,  n.  9.  wl*  — 
,|q  dem  oben,  gelieferten  Beweise  war  es  aber  daruip  su 
thnn.  die  ibiweadbar|ceit  dep  im  ([« 1*  aufgeateÜten  t^ebr- 
flftiaea  nacbsitwelaeii. 

-  .  % 

}.  19.    Zuaats.   Der  im     10.  nachgewiesene  Sata  eatbiH 
■ar  efaieo  beaendera  Fall  den  vetatebendMi  LeMaaMa;*'»'»  >      ' '  ' 

i.  20.  Lelir#ata.   I^i^gakebrt,  liegen  in  devote  BC  dea 
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(Taf.  Vill.  Fig,8.h.y  die  bci^^^i  PuBitr  D  mmk  £  dmmm,  wen 
DJU  uad  EK  senkrecht  aef  AB,  dci«iMctai  Et  ^  DL.mäc 
reeht  avf       geliJlt  wctdcn,  m«  der  MgMdcB  riiipwtlwifci . 

iL  J^  .aC  =DLiEK, 

SMt  fiodot:  so.  liegen  die  Pankte  D  wmä  E  vod  deo  BckpMtei 

il  »d  C  gkU  weit  eolfOTiit,  d.  k  es  ist  DB=.EC. 

* 

Bawei«,  L  Said  O  «mi  P  die  Mitte^oekie  der  m  A^I^ 
md  ^  ACE  begcfciieheeen  KreUe,  so  i«t,  weee  man  OFX 

und  PG  ICL  iaiiet,  ly^OBF ok.  :^ADU  und  \PCGoo^AHi 
also  auch 

OßiBF=AD'.DEf,  und  aiilhin  OBxBB^^ADxBF; 
elieeeo 

MH>:Ca^A£:Iui,  ^      PCxEi  =^  AExiCG. 

Ferner  isl 

AIixAD'.ACxAE=OB:P(:  5.) 

and 

AC;AB=  DHiEI  (AomO 

also  anch,  indem  man  beide  Proportionen  zusammensetzt  cmd  im 
ersten  und  zweiten  Gliede  aufhebt, 

AD'.AE^  OBxDffiFCxEi 

=  ilDx  BF:  AExCG. 

Hebt  man  nun  im  erstt  n  nud  dritten,  de»£^ieit:hen  im  zweiten  uod 
vierten  Gliede  ge^en  einander  auf«  so  ergiebt  sich  BF=.CG  and 
folglich  ist  aacb  BD=CE. 

11.    iiier  ergiebt  sieb  der  Beweis,  wie  bei  i. 

HL  Gesetzt  es  sei  ^k\e\ktDB^EC^  sondern  MBz=,EC\  dann 
wäre  aucb,  wenn  man  MQ}^AB  und  MR\_AC  zieht, 

AmtAC^^EixBRiMQxEK  (§.  18.); 
nnd  da  naeb  der  Annahme 

ABhAC*s=:£JxDE;DBxEiL, 
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te  wir«  aadi 

MH:DL=^MQiDH, 
iIm  eiD  steigviHlM  VcrbiHniM  cinm  &lleiMl«D  gMdb,  was  nicht 


{.  21.  Zusatz.  Der  im  $.11.  enthaltoii«  S«Ib  ist  nw  ein 
bMoäderer  Fall  de»  ToriieigelieiMien. 

22.  Lehfsats*  Zieht  man  bei  einem  Dreiecke  ABC 
(TaCVIlL  Flg.  9.n.h.e.)  ans  den  Eckpankten  J  und  C  awei  Tnne- 
roaalen,  welche  eich  in  einem  Pnnkte  O  dnrcbachnelden,  ee  ver- 
Mflich 

AOxBEiDOxAE^BCiDa 
Beweis.  £s  ist 

AO:AE^R(AOO:R(AEC)  (§.!.). 
BEiDO=B{BEC)iRiDOQ  ({.  2.  eder  i  9); 
Mgticb  auch 

(l)  ÄOfXBE.AExDO=R(A  OC)xRiBEQ:R(AEC)xR(DOC), 
Ferner  verhiit  sieh 

AC'.DC^B^AOQiRifiOC)  ) 

r  (S*  J); 

BC:AC=RiBEC):  R(AEC)  S 

filgticfa 

(0.)  BC.DC=B(AOOxB(BEQi  ß(BüC)xB(AEC}. 

Am»  (L)  und  (II.)  ergiebt  sich: 

AOxBExDO  X  AEzsBCi  DC. 

i.  23.  Zusats.  (Ta^Vm.  #1g;  941.)  (1.)  HalbirtGEdie  Seile 
JLß,  ao  gebt  die  obige  Proportion  über  in 

AOiBO^BCiDa 

(2.)  Halbirt  AB  di«  Seite  ^C»  so  gebt  die  nrspruDgücbe 
Piefertig«  fiher  in 

AOxßE:DOxAE=2iU 


AOxBE=:2DOxAf:. 
TkalXXVUL  23 


(31)  Sind  beide  Orrieckeeeiten  darch  die  TraneeeiMlea  Iwl- 
blrt,  ee  erhilt  man 

womit  sich  der  bekaonte  Satz  vom  Schwerpunkte  des  Dieiecii«^ 
heraoss  teilt. 

24«   ZeeatB.   Die  im  $^33^  neler  (3.)  nacbge^prieaeiM 

^em^chaft  des  Dreiecks  kann  auch  unmittelbar  mit  Hülfe  von  §.  1. 
bis  §.4.  bewiesen  wcrilen.  Ist  nämlich  ^laf.  VilL  Fig.  9.  a.)  ÄE 
^ß£  wad  ßJüszCJJ,  so  ist 

AO:AE=R(AOC)'.  R(AEO, 

BEiDO^  iHBEC)  iR(DOO; 
felgÜcb  ist  aocb,  lodern  sich  B£  gegen  A£  au t  hebt» 
(I.)    AO:DO=::RiAOC)Xlii,ß£C) i  UiALC)xiiiM^OC). 
Nao  iat  aber 

RiBEQ  :R(A£C)  =BC;ACi 

folgüch  tbi  auch 

(IL)  R(A OC)X R(BEQ : R(AEC) X RlDOQ s BCiDC^ 8:1 
Ana  (10  und  (II.)  folgt 

J0:i>0=2:J;   d,  h.  ^0  =  2Z>0. 

$.  25.  Zusatz.  Der  im  §.22.  aufgestellte  Lehrsatz  kam 
aiicli  in  rollender  Weise  ausLicdriickt  worden:  Sind  von  zwei 
Funkten  /J  und  C  (Taf.VII!.  Fie.  0.  a.  b.  c.)  je  zwei  Linipii  AB, 
AD  und  CHy  CL  gt-zogeu,  die  sich  in  den  Punkten  E,  O,  D,  B 
darchschneidenj  ao  tbeilen  sieb  diese  Linien  so»  dass  sieb  verbilt 


und 


_     CO  EO  VA 


J.  26.    Znsatz.    Durch  Zusammensetzung  der  beiden  im  vori- 
gen Zusätze  enthaltenen  Proportionen  ergiebt  sich  nach  einer  ein- 
fachen Reduction   und  ümformunL'  für  das  von  den  vier  LiiiieB 
AB,  AD»  CBt  C£  gebildete  voliatändige  Vierseit  die  PropertieB 
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mnä  dessen  änwendung  hei  der  TtanssersMiiehfe. 

JOX  €0:BO>^DO^ßA  ><ßCt  BEX  SD. 

f  27    Zusatz.  Die  im  Torhergebentlan  jSiW»t»p. »nfgefwfAwMl 
Eigenschaft  des  vollstindigen  Vierseito  kann  aucb  una^h^(p|gig.tiiL 
den  FrfiberaD  bloa  mit  HQIfe  von  5. 1.  bia  (.  4.  nachgawieaeii 
weidM.  Zieht  man  nSmlicfe  BO(Tkr.VIll.  Rg.9.a.b.&),  ao  iat 


^  O :  £  O = i2(  ^  O^) :  I2(£  OB), 

CA :  DOz:zR(COB) :  R(DOB) ; 

f^gfieh  aoch 

d.)  • 

d(h<C0:EOxD(h^  B(AOBp<B(COB) ;  i?(iSO  J)!x 
Nu  ist  abar 

B(COB)iB(EOB)^BC:BE; 

^iicb  iat  anch 

(n.i 

||t(ia8)Xi2(CO£):£(£Ofi)xi2(/>Ofi)»£i£xfiC:£iExSi>. 

Abs  (L)  und  (II.)  ergiebt  aicb 

AOxCOxEOxDO^BAxBC'.BE'xBD, 

J.  2a  Lehrsatz.  Durchschneidet  eine  Linie F/> (Taf.VIlL 
l^<g.Ra.b.)  die  drei  Seiten  eiaea  »raledcea  ABC  <ad«r4mi  V«t< 
ibgeningeo),  ae  tbeiit  aie  dieaelbea  ao«  daaa  Pradact  ana 
^  nicht  an  einander  liegenden  Abaehnlften  dem  Prodocta  der 
Mandern  Abachnitta  gleich  iat 

AFxBDxCE^AßXBPxCD. 
Beweia.  £a  iat 

AF:  CD  =  B(AFE) :  R(CD£) .  \ 
BB:AEt=xmBm^fRiAP£),  i  (fl— {.4); 
CEiBF^  M(CD£) :  E(BDF) ;  ) 

%iieb 

^Fx^l^X  CiE;  :^XiSiP>^aft=?  1:J ; 
AFxBBx  CEssiAExBFx  CD. 
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34A  Hump:  Sin  muer  LeArsat%  d*r  Geomtrte  ^ 

# 

(.  99.  L^hrsats.  SEieht  man  ans  deo  EckpankteD  eines 
Dreiecks  JjffC(Ta£TIII.Fig.lLa. Ii.  c)  durch  einen  innerhalb  oder 
soMCfhalb  deaaelben  liegenden  Pankt  O  die  drei  TransTertaUn 

AD,  BE,  CF,  so  Ist 

AFxBDx^CE^AExBFxCD. 

B  e  w  e  U. 

AFi  CD=L  B(AOF) :  R(COD) , 
BJJ:AE=:^E(BOD):  R(A  OE) , 
CEiBF^  B(COiSiiB(BOF) ; 

folglieh  ieft  auch 

(L)  AFx  BDxCEi  xiE  xBFxCD 

=zB(AOFp<BlBaBfp<BlCOE^  iB(AOEp<B(BOFjxB(C0i>> 

w 

Ferner  Ist 

B(AOF)tR(BOF)^AOiBO, 
BißOD)iH(fiOD)=^BO  i  CO, 
^  R(COE)',UiAOE)^CO:AO;  ,  | 

folglich  let  auch  I 
0)0  BlAOF)xB(BOD)xHiCÜE) 
.    .  iE(AOE)xR^BOF)xR(COD) 
Die  Vtrgleiehung  vod  (I.)  und  (II.)  liefert 

AFxBDxCE:=iAExBFxCD. 


1=1:1. 


90*  Lehrsatz.  Verbindet  man  die  Fusspunkte  /),  I 
der  drei  Hohen  eines  Dreieckes  ABC  (Taf.lX.  Fig.  12. a.b.}  nH 
^nander,  so  ist  das  Prodact  ans  diesen  drei  VerbindangsllDiei 
dem  Prodocte  ans  drei  nicht  ndben  einander  liegenden  Seitentbi 

schnitten  gleich. 

Sats.  . 

EFxFDxDEzsAFxBMh<CE. 

Beweis. 

EFt  AF  SS  R(EFO  :  R(AFC) , 
•  FBiBD^mFDA)iB{BBA), 
DE:  CE    H(DEB)  ;B(C£ä). 
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UHä  dessen  Anwendung  bei  der  Transpersaientekre^ 


Oa  nan  BFC  and  BEC  rechte  VVifikei  siod,  so  liegen  die  Punkte 
Bf  F,  E ^  C  in  der  Peripherie  eioea  Kreise«»  von  «reichem  BC 
dü  Durchmeseer  i»U  Folg^ch 

R{ßFO  SS  R(CEB)  =  }fiC. 

EbcMM»  etgid^  sieh 

R(,tDA)  =  HiAFC)  =  C, 

SaMItüM  man  ditse  Wertlie  io  obige  ProportloiMii  «id  »«Mpll* 
iad  Ümm,  im»  cfgieM  sieh»  da  die  Prodnele  der  dritten  und  fierlen 
Gfied«r  gleidi  elnd: 

^FxiFDxDE  =  AFxBDx  CE. 

§^  31*  Lehrsatz.  Zieht  man  ane  den  Eckpunkten  daee 
Dieieckes  ABC  (Tat¥ilL  Fig.  11.  a.  b.  e.)  dnteb  einen  Innerhalb 
oder  aoseerhalb  den  Dreiecke  liegenden  Punkt  O  TraneTetaalea, 
eeiebe  die  gegenflberliegenden  Seitear  eder  deren  VerlSngctungen 
ia  den  Punkten  D,  E,  F  treffen :  so  verhlilt  aieb  daa  Prodnet 
der  oberen  (d.  b.  an  den  Ecken  liegenden)  Stücke  dieser  Trana- 
vereaien  zu  dem  Producte  der  unteren  Stücke,  vrie  das  Product  der 
drei  Seiten  des  Dreiecks  zu  dem  Producte  dreier  Stücke  derselben,  > 

■ 

die  nicht  an  einander  liegen. 
Satx. 

Ä(h<BQ><COa}0><EO><FO=sBC><CA><ABiAE><BF><CJ>. 
ßewels. 

AO:FOssR(AOB):R(FOB), 

« 

BO.DO  =RiBüC) :  R(DOC), 
COiEOsz  B(COA) ;  R(EüA) ; 
ftlgfich  TerhiU  eich  aneh 

(I)  AOxBOxCOiDOxEOxFO 
^B(AOB)xB(B0C)>fiR(COA):R(DqQxR(E0AjxB(F0B), 
Niniet  aber 

HiAOB):B(EOA)^AB.AE, 
R(B  O  C) :  R(FOB)  =zBC:  BF, 
B{COA)  :  B(BaO^  CA :  CD ; 
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3i6  Rmmp:  Ein  mener  Uhr9ai%  «ler  €eameirie 

i?(ilOB)X  R(BOC)  X  i^(CO^ :  J?(l>0O  X  A(£Oi)X  lh[FOJt) 

s  ^Cx  CA  xABiAEx  ßFx  CD. 

Ans  (I.)  und  (U.)  ergieht  sich 

ACxBOxCOiDOxEüxTO^hCxCAycAB 

f.  32.  Lehrsatz.  Legt  mAn  durch  vier  von  eiaem  Ponkte 
O  (IW.  V  IL  Fig.  3.)  ausgebende  StraUen  beUebig  sml  g^üftiN 
Uiim  iU>  «nd  ao  bildeo  4ie  EntferaongeD  d«r  DurclweliBidin 
pnokte  il  und  C  von  den  Durchschnitt«  pp  nktebiB  oHd  Middii 
Entfernungen  der  Dnrchecbnittspunkte  a  und  e  tou  den  Dorcb^ 
flchnittepnnkten  t  und  il  glddie  Doppel verbältniese,  d.  b.  ei 
verhält  sieb 

*  * 

AB  AD     ab  grf 


Beweis* 

.  ABiab^R{AOB):H{aOb) 

€B:eb^  R(COB) :  A(c06) 
folglich  verhält  sich  auch 


«.2.); 


Mun  ist  aber 


AB^ab  _  R(AOB)  .  Ä(a06) 
CB  'cb'^  H{,COB)  '  ßicOb)  * 


R(AOB)    AO  RlaOö)  aO 

HiCOBj-^CO*    "  RieOöj^eO' 


AB  ,ab  _AO  .  aO 

CB  '  cb-^  CO  cÖ* 


folglich  ist  auch 

(1.) 

KIwMO  «^«bt  (rieb 

und  demnach  iat,  iodaai  man  aqelmeb  «be  fi>ittler«D  Gltoder  T«r- 
wechselt» 

AB  AB  
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Zttsftti.  Ist  iiC  (TaVII.  Vig.3.)  fft  4«!  Rmiliteii 

B  md  Z>  harmonisch  ^tbeiit,  d.  h.  rerhnlt  sich  AB:CBz=AD:CD, 
6o  wird  auch  die  Liuie  ac  iu  den  Punkten  ö  uod  barmoofaek 
getbailt. 

§,  34.  Zu9ats.  Die  im  $.32.  onter  (I.)  vorkonMnd«  Pi«- 
portioo  enthält  folgenden  Satz; 

Legt  man  dürch  drei  von  eioeoi  Punkte  ausgehende  Strahlen 
OA,  OB,  OC  beliebig  awei  gerade  Linien  AC  und  oc» 
80  bilden  die  Entfernungen  der  Punkte  A  und  C  vom 
den  Punkten  B  nnd  O,  und  die  Entfernungen  der  Punkte 
o  md  e  von  den  Punkten  b  und  O  gleiche  DoppelTer- 
hlltniase,  d.  b.  es  rerh&lt  sich 

AB  AO      ah  aO 
Cß  'CO  -  cö  'cO' 

Einen  ents^precbendeu  S«ta  liefert  die  im  32,  unter  (IL)  ent* 
halteoe  Proportion. 

§.  35.    Lehrsatz.    Essel  bei  einem  Dreiecke  AßC{Taf.lK. 

13.)  der  Radius  des  umschriebenen  Kreisics  mit  r,  der  des 
innerpfl  Berührungski ei.«^e.s  mit  und  der  Abstand  der  Mittei- 
punkte  beider  Kreisle  mit  d,  ferner  seien  die  Radien  der  äussern 
Berübruugskreise  mit  ^, ,  g.^,  q^,  und  die  Abstände  ihrer. Mittel- 
punkte  vom  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Kreisen  entsprechend 
■it  d^»  d%f  da  heneiehiiet;  dann  Int 

IL  i^«=f*  +  2rpi; 
n*  e.  w. 

Beweis*)   Verbindet  man  die  Punkte  E  md  Ei,  wo  die 

den  Üreieckswinkel  BAC  und  dessen  Nebenwinkel  J^j^C  balbt- 


*)  Dieter  Bewei«  «tiiniiit  mit  dem  von  mir  für  eben  denselben  Lehr* 
aats  Im  S7ten  Theile  des  Archiv«  S*  35.  n.  flg.  gelieferten  in  seiner 
Croodinge  gan«  jilirreint  eine  nftbete  Vergleirhnag  vwd  eher  teigan> 
iass  derselbe  gerade  dorch  Anwendung  untere«  Sattes  ($.!—> $.4.)  we- 
eealiieh  vereinfbcht  ist.  —  Indem  Ich  in  Betreff  des  sur  Anfflndnag  dar 
HUtelpanlite  der  Berahrnng«|rreiee  henolsten  Sataes  auf  S«  84.  des  ge- 
aanaieo  Theiles  verweise«  bitte  Ich  zugleich  tnr  Ergfinanag  der  anf 
S*  33  daselbst  eeihaltemn  litararischeii  Nachweise  bemeriken  an  wollen, 
dass  anch  in  C.  Adams  merkwürdigsten  Eigenschaften  des 
^«radilnig««  Braiecks  8.  TT.  eheafatls  ein  Beweis  Ar  den  la  Präge 
j^inainw  lidiMrta  geliefM«  Ist» 
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reoden  TtaasrersaieD  den  am^cbrieWaen  Kreis  iwicfciefcmiiMl, 
mit  und  macht  EÜz=.EO^  ^  £E.  femer  E^O^  — EiiJ'^=.E'^h\ 
so  »ind  ü,  Ol,  Oj  und  O«  die  !Mittelpnnkte  der  vier  BeröHTunss- 
krei^.  Fället  man  noo  ijMi_AB  und  iegt  durch  O  and  d«a 
Mittelpankt  de«  nnischriebeiien  fCrebc«»  die  /"G,  «nd  fuhrt  bei  den 
Mgen  Mittilpaikteo  6^,  Oy  eise  eBtipwcfceaiu  HitiMMh 
«traetfoB  ms;  Ut 

d.  b. 

folglich  isX 

^=::£OxAOssGOxFO=(r^d)x(r^di^9»—d^l 
'also  mck 

a  bist 

folglicll 

arfi = EihXAOi  =  Gl X F, Ol  =(di  -|-r)X(iii  —  r) ^  «^s -r>; 
also  auch 

Ul.   E«  ist 

Oj/y,:  £i Z?  =  RiO^H^A) ;  U^E^BA)  (§.  4.) , 

d.  h. 
folglich  . 

2re.= £i  OaX /10»==  €?«0,X  F»0,= (c/ft +r)X  (c^a—r)  =<i,«- r»i 
also  auch 

IV.    Der  Beweis  ergiebt  sich  ganz  wie  bei  III. 

§.36,  Lehraats.   Sind  bei  einem  Dreiecke  ^£fC  (l  at.  lA. 
Fig.  14.)  O,  Ol,        Og  die  Mittelpunkte  des  innern  und  der  aus- 
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mä  dessen  Anwendung  M  «kr  TrimwenaienUhre, 

«ern  Berfibrongskreme,  so  isf,  wenn  man  die  Radien  dieser  Kreise 
mit  p2'  ihy        Radius  des  dem  Dreieck«  umscbnebeueo 

I  Sraise»  aber  mit  r  beieiehiieh 

I.   4^ar  =OAxOB  xOCi 

II.  4^V:==0^ilxOi^xa|C;  a.  w. 

Beweis.  Man  bestimme  auf  dieselbe  Weise,  wie  dies«  Im 
}.  35,  geschebeo  ist,  für  die  vier  Beruhrungskreise  die  Lage  ibrer 
littel|Niokte.  Fftllet  man  dann  OFX        ODX^C«  ferner  Oi Fi 

I.  ÜF.H(OFA)=aBiH(GßA), 


d.  b. 


int 


QilOAszGBir.  (A.) 


01> :  R{ODB)  =  OC:  R(OCB). 


Da  mu  GB^GO^GC  ist,  so  ist  nneh  GB^B(OCB)»  oi^d 
^itmnwrlt  gebt  die  letate  Proportion  Ober  In 

^liOB^OCiGB.  (B.) 

Dorch  Zusammeosetzung  der  beiden  Proportioneo  (A.)  und  (B.) 
erkäit  man 

^x\OAxOB^O€ir, 

ad  deiBDach  ist 

IL   In  entsprecbender  Weise  ergiebt  sieh 
0|Ft  iRiOx^\A):=iGBiR(GBA),    d.  b.   ^ikO^A  s  GBir» 
'0^DiiRiOiDiB)=OiC:R(O^CB),  d.  b.  q^.'^O^B^O^CGB. 
Seist  man  abemals  beide  Proportionen  zasammeo,  so  bat  man 

and  demnacb 

l^ilh^O^AxO^UxihCi 

Für  die  Mittelpunkte  der  beiden  iii)rii;<'ii  Berübruogskrei^e  ff- 
giebt  sieb  der  Satz  io  eotsprecbeuder  Weise. 

37.   Lebrsats.   Sind  bei  einem  Dreiecke  ili^C  (Taf.  IX. 

Flg.  14.)  O,  Ol,  0%,  Os  die  Mittelpunkte  des  innem  und  der& 
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^^^^^^^^^  ^^^^^^ 


^  '  f.*  vir 

2fieD  Tfaetle  des  Ardüfil 


Fället    man   nun  aat^  den  Mitte! paokl^::^   lirr  Beruh rnT}.::^!^ reis] 
aof  die  Settea  de-^  OreTPck:»  AßC  die  Seiikrecfcif4i(         Oi^y. " 
Uma  O^Df  ^k^if  ^i^A«  a. «.  vr.,  »o  Ut 


and  da  g^mitf«  {.dOu  0^xOi^XOCss4(iV»  «o  Ut  auch 
worauf  aicb  nacb  geburiger  Redaction  heratwateUt: 


IT.  OiFi:A(OiF,J)s 


GBtU{GBÄ)t  d.1i.^:iOiil=iOiOfl 
MiCyRifltCB).  d.  b.  «i:10|£»iaK«yi^ 
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MMf  dessen  4mMmämi0  M  der  TrmmtntUmkhrB .  ^\ 

folglich  iat  auch*  Ifldem  man  sugUucb  OiAx,O^Bx.Ox^^^^v'^ 
setzt  (^,00.), 

ud  dennaeb 

Ul.  6^«:i^i»sFsii)=5Crii?:i^C?ajBii),  d.h.  Ck:;OA^=^iOsO^:r; 
O^.Hiü^D^)-  üCiR(fiCß).  d.  Jb.  i^iiO^^lO^O  :r; 
•  O^E^:RiO^E^Q=IiA:R(itJQ,    d.h.  Ps:40jC=i6^0i:r; 
ttd  go  weiter»  eot«precbcnd  wie  bei  L  oder  II. 

§.  3SL  Lehreati«  S^ind  bei  eineoi  Dreieclce  AJßC  (Taf.IX. 
Fig.  14.)  O,  Ol  9  Os,  die  MitteipuDlcte  des  Innern  und  der 
üMenl  BerflhnmKNkretae,  eo  Idl,  weA«  nun  die  Redieq  dieser 
Kreise  mit  ^,  ^a,  den  Radin«  den  nmsciirlebeiieB  Kreieee 

al>er  mit  r  bezeichnet, 

1. 

(L)       OA>COBXOC  ^OAX  OBx  OC.ÜOiX  00^  X  00^ ; 

n.   s.  w. 
II. 

=  '^OOiXkOO^XlOOi.OAxOBx  OC, 

%)  r«:  iOj  ö  X      OjX  40i  0, 

= » 0,  DX 1 0,  OaXlO,    :  O^iÄXOi 

Q«   e*  w* 
'  llf. 

(1.)  (2«)*  ; OA  X OB  XOC  z^OO^X 00%  XOO^  i (Sr)*; 
ft)     (2^)* !  OiAxO^  Bx  Ol  C  =  O^OXOi  O^X  0^  0, :  (2r)»; 

n*  w. 

Beweis.   Bestimmt  man  in  derselben  Weise,  wie  im  }. 
far  die  ^erithrungäJt reise  die  Lage  ihrer  Mttlel{ninktej  so  ergiebt 
•kh»  dase»  da  GAGi  ein  rechter  Winkel  Ist»  CriCr  Darcbmesser 
dee  «meefatiehenen  Krdses  nnd  senkrecht  auf  iCH?  folnmyiia; 
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SSi  Mump:  Etil  nMutt  L$äntm  der  Smaeitie 

ood  die:iefDDacb  i»t  aach  Giß  =.GÜ.  Auf  £tii<Btcfae  Weise  stellt 
»ich  heraus,  da^s  H^C=.U^A  und  igA=iiB  ist.  Fället  mao  naa 
aits  den  Mittelpunkten  der  BerÜiningskreise  auf  die  Seiten  des 
Drelecis  ABC  die  SeokreektM  OB.  0£,  OF^  lonav  O^A» 

l  (L)  OD: 0C=  RiflDB)iUiOAB)^ lOB iGB-OBzOOg, 
ÜEt  BA^  R(0£Qi  R(0AO  ^  l9CiBCz=z  OCi  90^, 
OFtOBsiäUOFÄitäHOBÄ^sslOAiiA  s^OAsBO^i 

folglich  Ut  auch^  lodem  OU=  OEzzi  OFz=:q  iU,  * 
0AX  OBx  OCsz  OAX  OBxOC=:06i  X  00^X00^ 

(2.)   OiDi:atC=R(OiDiB):RiOiCB)=lOiBzGB  =11^17:0^0» 
OiBä'i^tAssBiÜgBäQitKOiAQ^iagCiMgCss  H^Cs^^ 
OiF^:OgB=BlOiFt,A):R(OiBA)=^iaiA:lgA  =1^^:  OiOgi 

folglich  fat  aneh 

Oi?:  I  ^.^(  ^B(OBA)iB(GBAi^Qizr, 

OCi  I        =:B(OCBliU(BCB)  =  OG:r; 

folglich  iat  auch 

OAxüBxOC:  OGx  OUx  Ol=XfGx  GUxOlir», 

«dar 

r*ilOOiXiaO^Xi009=:iOaiXiOOmXiOOtiOAxOBxOC 
(2.)    O^A :  I  =  Ä(Oi^C)  •  «(V^'>  =^  ^»^^  = 

OiC:  I  ^l^'  \z=:B(O^CB)iB(BtCB)zsOiG:T; 
iBiglicb  iat  auch 
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oder 

«  i  Ol  Ox  1  Ol  0.x « Oj  O, :  Ojil  X  OißX  Og  C 

III.  (1.)    Aus  den  onter  I.  (1.)  aafgefiihrteo  ProportloiiM  er» 

giebt  »ich,  vveaii  man  dio  ersten  und  liritteii  VerbältnUse  nimint, 

g^iOAx  Oßx  06  =  ,x  OAxOBX  OC:  GBxUCxlÄ, 

o4er,  indem  maa  dat»  erste  und  dritte  Glied*  mit  S  nmltipKctrt  und 
(2^)s  statt        setzt,  und  ferner  beachtet»  da««  GB:=\OOx»  UC 

(2f)«:  OAX  OBxOC=^  OAxOBxOC.'^OO^xiOO^iOO^. 

Vergleieht  man  diM«  Proportion  mit  der  unter  IL  (1.)  gewönne- 
Den»  M  erhiU  man  nach  einer  leichten  Uaäodenmg 

(2^)* :  OAX  OBx  OC^  00k  X  OO^X  00%  :(^)*. 

« 

(2.)  Hier  efgiebt  eich  der  Bewele  gans  nach  Analegie  ven 
in.  (1.). 

{•  90.  Schlaeehemerleng.  Die  vem  $.6«  Us  {.38.  aof- 
geetelHeft  SStie'irerdeD  hiereieheii»  umdiemamiigraltlge  Anwend« 
harkeit  dee  In  {.  1.  eathaitenen  Satsee  darmthnn;  und  nur  dieeee 
j  heeweekt  die  ▼erliegende  Arbeit  Dieeerhalb  eind  anch  8Stze 
;  der  verschiedensten  Art  zusammengestellt)  ohne  ihren  innern  Zu- 
sammenhang zu  beachten  und  ohne  darauf  zu  5,eh€ii,  ob  dieselben 
mehr  oder  minder  bekannte  Wahrli<^itcij  euthaUeo;  nur  die  Art  der 
fieireiae  durfte  in  Betracht  kommen. 


L 
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mm  I6mmg  4§r  4k4ieiam§m^§m  Vitium 


■     •  t 


•  ♦•••••i.'h!  !"  t'  I»-  *  *■ 


I  ■ 


Gfade  vemuttebt  defiselbepi.  ^fi^cy^ 

Hflara  Dr.  ^.  Sommer  .  . 


L   Die  Cübiselie  Glfl^h^^fr 
SetsI  laaD  in  der  (vieichung 

«»I«  :i    ^  entsteht 

+  «1  ^1  *  +  hiXi  -f  €i  ssO 
S«tit  sm  null  ^        ^  Gielcimiig  in  ^ 

« 

hier  ist  Ht^^t^t  6i=6|X^»  C9=Cii^ 

^  .  Hh  i       •  ^«  J  1 

Seist  man  endlich     =  — r ,  also  «,s=       |. ,  «o 

und  «war  ist  ouo 

^  1 -i-fl,f 6a  +  c«  '  l-fo^-^62  +  c. 
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miätmi^m  ^iMMfe  m^gmmds^^img  ^g^j^^ÄA^^  fiK^ut^mm^ 
www  W^w&tm  «■vvHSHWM  OTVMB^PV  vrVüW'IrM 

Die  leUtere  Gleiefaa^fi  In  mg  wM  nmi  eine  reiM  eaMacW 
tikidivDg  wfltdao»  waiiB      and     verachwiDdet»  d.  h.  wenn 

wt,  d.h.  wenn  ^ss3  und  3c^s=sa^  Drücken  wir  nnn  «ji,  d^ 
C|  in  «»  ^,  e  noe»  ee  wird  ettceeeelve 

6Ai*=3  und  3<^il<=i:it|, 

woher 

die  (etstere  GMcfcong  entbSlI  kein  i  melir  nud  gibt 

oder  reducirl 

Wir  haben  dalier  den  Weiih  «  eo  sn  heetfaunen,  dann 

9c— o6 

i«t,  Qod  den  Werth  i  so  «u  wählen»  dase 

Wählt  man  daher  a  nnd  l  in  dieser  Art,  dann  wird  die  Glei- 
chung in  or,  geben,  wenn  wir  nur  dm  trliien  Werflii  den  die-€«Ml!' 
wur«^  liefert,  betmcbtens 


I— i*  ^2  — 


oder»  mit  Benllchaichtigoag  der  Gieinhnngen  d^n3*  dc^ae^t 

V*  3-°a  _     //^-^C^g  +  o) 

Qod  da 
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ommer:   Eine  Lösung  der  Gleichungen  rotn  dritten  und 


ifif,  so  findet  sich  x  durch  die  Gleichung 


A(3r  —  c)-|-l  _  __//  3--X(3tt4-fl) 


un 


A   ±  2(a»  -  36)  y  3(27c«  -  18«6c  +L»c  -  a«6H 


WO  a  und  A  die  ermittelten  Werthe,  nämlich  resp. 

2(a»— 36) 
haben. 

LDa  die  beiden  anderen  Wertbe  von       durch  Multiplicatioi 

 s   entstehen,  so  ergeben  sich  dies! 


des  erhaltenen  mit 
gleichfalls  hieraus. 


st.  Ol 


Die  Gleichung  (A)  zeigt  unmittelbar,  dass  es  einerlei  ist, 
man  den  positiven  Werth   von  k  einfuhrt  oder  den  negativen 
Denn  eine  Umänderung  von  i  in  — X  gibt  in  (A): 


3+ A(3a  +  a) 


-X{x-a)^-\  _  3  + 

— — «)— l         \  3— 


X(3a+a)' 


die  identi«sch  mit  (A)  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  wenn  mao  jedi 
der  beiden  Seiten  von  (A)  in  I  dividirt. 


II.   Die  biqaadratisch e  Gieichang. 

*    Behandelt  man  in  ganz  ähnlicher  Art  die  Gleichung 

ar*  +  (LT»  +  ftx* -I- ex  =0, 

< 

indem  man  snccessive  x  =  Xi+cf,    Xi  =  ~    und  x«  =  ^ 

i  x,  —  1 

setzt,  so  wird  entsprechend: 

Ol  =4a  +  a,    6i  =6a*  +  3aa  f  6,    Cj  =  4«»  +  3aa«  +  26a  +  c . 

1^1  =  üf*  -|-  aa'  -f-  6«*  +  ca  -|-  rf ; 


and 


_4--2as-H2€^~4#i,,  I--a>-h6,->c,4^d, 
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« 


9ti 


4 -I-Sa^— ie^— 4iIb=0, 


oder  weiio  il^sl  uod  «t^^  i*^         9'^^»  ^»  ci»  4<a 

ausgedrückt:   i/jA*=1  uud  a^^Cii*;  daher  bat  mao  i=+^^ 

md  i^^s«!^« 

Die  letztere  Gleichung,  \n  a,  b,  c»  d  ausgedrückt,  fuhrt  cur 
I  GJeicbui^ 

I 
I 

die  sieb  auf  die  cubUicbe  Gieicbuug 


reducirt.  Aus  dieser  Gleichung  ist  iiuo  a  zu  bestilBfiien,  i  fiadet 
man  dann  aus 


Die  Gleiebang  in  ai  wird  aber  jetat  die  Gestalt  annehmen : 


9dm,  da 


■*-l  +  a.  +  6a  +  c,+  rfa'  ^ 


fennittelst  der  Gieiehnogen  Is^d^  nnd  i%sKe^: 


•0  ist  die  Gleichnng  in  : 


we  nna  nun  iBr     nnr  dm  Werth 

TWU  XXVII. 
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eiosnseUen  braucht»  um  aus  dem  bekannten  Wertbe  (lür  den 
▼OB  X  absuleiteo. 

Wir  antorlaMen  die  weiter«  Aae(Übraiig. 


Bs  sei  Bodi  bemerkt«  daM  aeeb  hier  liei  der  ersten  Ltemig 
der  Gern  imdnelbilie  deb  nicht  Iii  eben  rededbiRe  verwaad  A 


• 


Uebnogsaii^abeii  für  Scfafiler. 


Problenata« 
AselMe       Cbriitiano  Fr.  LUdaian,  Led.  Slreej^eeteael» 
.  1.  lavenlre  integrale  eeqoetloni«  difereotlalis 

II.   loteginre  aequafienem  differentieleni 

y +(a— a:)y  =0?— ^. 

IIL  Per  duo  pancta  data  traoseunt  rectae,  qaae  angulam 
SS  A  efikiont;  inveoire  locom»  ibi  ^'neniodi  rectee  ee  matnoeeeoat« 

IV.  Circulue  e«t  datns  et  per  punctum  extremum  diametri 
ei^iisdain  dactae  sunt  rectaei  ia  hie  iB?eaieada  anal  ^waüodi 
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IM 


^ndi»  it  ^Mi4iiliini  pttiltt  Intor  poMlMi  qouillMi  ptriplM' 
lia»  fitM  Mt  M^fuil«  «eetmogulo,  csjiw  rnnmi  latift  dt  diuietor» 
iHeratr  yeio  distanCia  pancti  quaeaiti  •  dlamatro  ad  data»  dia* 

nietram  perpendicularL 

V«  iDveDire  ^  ex  aeqnationa 

(cfr.  Tarn.  VlIL  praec.  pag»335.  probl.  5.)* 

VI.  Dato  puncto  intra  angulum  rectum,  reperire  mtoiinam 
redam,  qiiae  per  hoc  punctum  ducta  laterUiua  aoguli  recti  ter- 

VU.   Infeoire  valorem  qaantitatia 
«  est  ;r=sO. 


Von  Harni  F riadrieb  Maas,  PmlaMor  m  d«r  Kantaawcbmia  aa 
Fca4ia«feM  im  Kaatoa  Tburgaa. 

1)  Weao  man  im  Cadpaiikte  B  der  Geraden  AB  (Taf.  DL 
eine  Senkrechte  errichtet,  auf  dcraellieD  tom  Puoltte  B 

aas  ein  Stück  BC—\AB  abträgt,  um  C  mit  emem  Radius  gleich 
CB  einen  Kreis  beschreibt«  hierauf  A  mit  C  geradlinig  verbin- 
det und  den  Absrbnitt  AD  von  A  ans  auf  AB  abträgt:  so  ist 
bekanntlich  AB  im  Punicte  E  so  getheiit,  dass  AE  als  mittlere 
geometrische  Proportionale  der  Längen  BE  un^  AB  erscheint. 
In  dieser  Figur  ist  aber  auch,  wenn  man  noch  die  Sehne  DB 
aeht,  der  Winkel  CDB  die  mittlere  arithmetiache  Proportio- 
Mle  swiachen  den  Winkeln  CBA  nnd  CAB. 

2)  Es  soll,  gestutzt  auf  den  z^iletzt  erwähnten  Satz,  die  Auf- 
gabe gelöst  werden :    „  Man  kennt  das  grössere  Stück  einer  nach 

innsem  nnd  mittlem  Verhältnisse  getheilten  Gerade,  ea 
•dU  das  dann  f(ehCr^e  kleii^etn  Stfick  gefunden  wnrdnn.'* 

3)  Ein  Vieleck  mit  ungerader  Seitenzahl  ist  regelmSssig, 
wenn  K^mmtliche  Seiten  Tangenten  eines  Kreises  und  wenn 
•takatiicbe  Gentriwinkel  von  uberetnatimnieader  GrSaae  «ind. 
Mir  €nntfl»inkei  aind  Merbel  tiMirllek  die  Winkel  dai^nign« 


# 


GiMen  vewtaodkn,  welche  vom  Mitteftpunkte  des  ^benhie' 
iMiea  Kreises  nach  4m  eliixeliieii  Ecken  ffeheo.) 

4)  Jedes  gleichseitige  Vieleck  mit  ungerader  Seiten- 
zahl, welchem  eio  Kreis  ei o beschrieben  werden  kaoo,  ist  regel- 
jnäseig. 


Hiöcellen. 

« 

Ueber  eine  geometrische  Aufgabe« 

Ves  Bern  Fried  rieb  Mann,  IVofeMor  an  der  KentoatidiDle  ta 

Frauen feld  im  Knnt«m  Thurgaii. 

Aufgabe,  Man  keont  von  einem  Dreieck  di«  Linge 
einer  Seite  (=sa),  die  Summe  der  beiden  anderen  Sel- 
ten (=«)  nnd  die  Hohe  anf  die  bekannte  Seite  (^i^); 
wie  kann  dasselbe  construirt  werden? 

LusuDg.  Trage  auf  irgend  eirter  Geraden  ein  Stück  JK^t 
(Tat  IX.  Figj  16.)  auf,  suche  die  Mitte  O  von  JAT  und  schneide 
von  O  ans  anf  JK  die  Stucke  OA  ^  OB  =  ia  ab.  Errichte  so- 
dann in  O  anf .  JK  eine  Senkrechte  und  durchschneide  dieselbe 
Im  Punkte  JSf  von  A  ans  mit  einem  Radius  =  JO«  Hieranf  be* 
schreibe  man  nm  O  mit  den  Halbmessern  OM  nnd  OJ  Kreise 
und  stelle  die  Geraden  DiEi  und  D^E2  her,  welche  In  der  Ent- 
lerQung  h  zu  JK  parallel  sind.  Die  Punkte  6'i ,  C^,  G^,  G^,  io 
welchen  diese  Parallelen  den  kleineren*  jener  Kreise  schneiden, 
verbinde  man  n)il  setze  die  Verbindungslinien  fort,  bis  der 
s^ro8«e  Kreis  in  den  Punkten  F, ,  F^,  F^,  F^  jreschnitten  wird, 
und  fälle  von  den  zuletzt  erwähnten  Punkten  Senkrechte  auf  Jk. 
Die  Punkte  C^,  C2,  C^,  in  welchen  diese  Seokrechten  die 
Parallelen  DiEi »  Z>2^2  treffen ,  darf  man  dann  nur  mit  A  nnd  B 
verbinden,  nm  Dreiecke  ACiB,  AC%B,  AC^B,  AC^ß  von  ver- 
langter Beschaienheit  su  erhalten. 

Beweis.  Dass  jedem  der  p^efundenen  Dreiecke  die  verlangte 
Seite  und  die  vorgeschriebene  Höhe  zukommt,  geht  unmittelbar 


i 
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üet  €onbtnirtion  hervor.  Es  ist  dabov  wn^timk  am  kameißmUf 
dasa  in  Folge  det  GmtowliM  dl«  Swmw  te  aadcm  Uftw 
44Q'^BCg    B.)  =«  gowardan  mL 

Jedmifidl«  kt  vamrilga  der  Confllmctioo: 
oder  auch 

(Cjitf  O)«;  (1) 

ferner; 


«and  • 

Sobstttalren  wir  die  Werthe  aas  (2),  (3)  und  (4)  in  (1),  und  ber, 
zeichnen  wir  FiM  durch  N,  so  iat:  A*:if's=(^— i«^:^  «der 
iü^^i^ta^^t^',^,  alM  anch: 

iV^  ist  offenbar  =JM*MK,  Vernidge  der  Coostruction  ist  aber 
JM^JA-^-ö  (weno  wir  olmlicli  den  Abachoitt  iiilf  mit  ^  beieicli* 
Den)  Qod  JA  =       * «) ,   also  JM  =  4(v  —  a)  -f  ^«     Ebenao : 

J^«=^«)*-(6--i«)a.  (6) 

Sabatitoiren  wir  den  Werth  Ton  aoa  (S)  in  (5)»  ao  gewio- 
r      oen  wir:  ' 

(i**-  (6  -  ia)2  -  A«) .    =  a«.  (4*«  -  (6-  4c)«).  (7) 

Be«efefatten  wir  die  Seitenlllngen  ACg  nnd  beaiebangaweiae 
dnreb  x  nnd  jr,  ao  iat  beirannten  planiraetriacben  »SAtsen  zufolge: 

h^^a/^^^  und  5— ^*-t-g^-y\ 

indem  man  diene  Wertbe  in  (7)  einsetzt  nnd  dann  gebUrig  red«- 
cirt»  gelangt  man  zur  Gleichung:  ^  ^ 

IjOnt  man  dieae  Gleichung  nach     auf,  ao  ergibt  sich: 

,«  =  a:«-f2arjy  +  3^«  =  (ar+^)2,  folglich :    *  =  a:+^. 

Die  Simime  der  beiden  Dreleckaaelten  und  ßCi  hal  alao 
io  Feige  unserer  Conetaction  die  voigeechriel^e  GrOaae  $  in 
der  That  erhalten. 
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l»«lsMekafrtf|(  wm,  und  dock  ist  4cr  Ccda»toigang,  weldMr 
Aese  Lodong  an  die  Hand  ^ab,  blieb«!  eifiliMb  «ad  einleBCbfeadi 

Nachdem  näiulicb  die  zwei  Eckpenkte  A  und  B  des  Dreiedv  der 
Bedin^ng  ABzzza  gemäss  hergestellt  sind,  handelt  es  sich  nur 
noch  um  Gewinnung  des  dritten  Eckpunktes  C  Dieaer  Ist  an 
zwei  Bedingungen  gebunden: 

1)  voD  AB  m  h  enMonit  an  aein»  and 

2)  in  Beiiebong  naf  die  Pnnkte  A  nnd  B  eine  Entferaaag»- 
aoainie  =t  «o  bnbea. 

In  Folge  der  ersten  Bedingung  niuss  C  einer  der  zwei  Gerades 
angehören,  welche  man  in  der  EntfeTnong  h  zu  AB  ziehen  kann; 
io  Folge  der  Bedingang  2)  muss  C  ein  Punkt  vom  Umfang  der- 
jenigan  Ellipse  sein»  welche  A  nnd  B  zu  Brennpunkten  nnd  i 

znr  gieeaen,  mithin  V" jP  snr  halben  kleinen  Äse  bat  Die 
.      C  Bestellten  Fefdeningen  erMt  eamit  jeder  Punkt,  wakber 
lieser  Elllpae  und  einer  5^^^  Pavalleien  zugleich  angebBrt  S< 
fragt  sich  daher  nur:  wie  kann  C  den  aafgestellten  Bedingniigei 

geniäöö  gefunden  vvertien  ohne  förmliches  Construiren  einer 
Ellipse?  Die  Eigenschaft  „C  soll  ein  Punkt  der  bezeichneten 
Ellipse  sein/',  lasst  «ich  in  Terachiedenen  Formen  geben»  s.  B* 
auch  in  folgender: 

Wenn  man  um  O  (Mitte  von  AB)  mit  einem  Bnib- 
messer  =sli  einen  Kreis  besebrelbt*  so  int  C  so  genrlaa 
ein  Punkt  der je^nigen  Ellipse»  -«belebe  il  und  1^  an  Brenn- 
punkten  und  «  sur  grossen  Aze  bat»  eis  die  durch  C 
gebende  nnd  auf  AB  senkrecht  stehende  Gerade  sich 
zur  halben,  durch  C  gehenden  und        AB  senkrecht 

stehenden  Krei.ssehtie  verhält,  wie  \      — ia^  zu  4^. 

Diese  Form  der  Bedingung  2)  ist  es.  welche»  zusammenge- 
ludten  mit  der  Bedingunf^  1)»  an  obiger  Losungswmse  fllbrte* 

Aus  der  Figur  Ist  leicht  zu  erkennen,  dass  vier  oder  zwei 

(gleichscbenkelige)  oder  kein  Dreieck  von  verlangter  Art  erschei- 
nen werden ,  je  nachdem  h  iüeiner  oder  gleich  oder  gruä^^er  al» 

Via*-ia*  ist 

V 


Von  dem   Ucrautg^ber. . 

mmm  «an  «  ab  eonataat  betrachtet,  iHgHiaiB 
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und  folglich  allgemein  ^ 
bt,  «o  ist 

Weil«  w«Dv  nsB  y  ab  eonstaiit  betraditHf  allgm«!« 


uQd  folglich  alt  gern  ein 

Utj  60  lat 

—I  — l 

Vcrgtaicbt  nM  dies  mit  dem  Qbi|^»,  eo  kommt  die  GleicluMg : 

Ich  glaub«  nicht,  dasii  man  mich  missverstehen  wird,  vrtWkü 
ich  6age,  das»  die.^  UoaiDD  ist,  and  das«»  Cour  not  des  Grand 
d^Bselbeo  im  Allgemeineo  aod  Weaentlichen  fpans  rii^ti^  da- 

Iis  gefnnden  hat,  „daas  die  Funcfioii  .  ao."  ä^ä  s^seheD  den 

Gränzen  der  Veränderlichen,  nämlich  wenn  a  und  y  gleichzeitig 
Null  werden,  unendlich  wird«'  (ni,  s.  Archiv.  ThI.  XXII.  8.  414.). 
Ich  gehe  nur  vielleicht  noch  weiter,  als  jener  treffliche  Mathe* 
matilcer,  iadam  ich  gleich  von  vorn  htreie  die  Integration  snriacbee 
<leii  obigee  GrSnzen  für  BOseUeeifi  erkläre.  AuiljKclimi  i>it 
1»    «IumI  4tm  Integral 
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etwa»  näkm,  Mail  «agt»  allgemeio      fiär  eis  coBataatct » 


und  dies  ist  in  der  Tbat  lauge  auch  ganz  richtig,  so  lange  i 
niciit  ver»chwiiidet.  Wenn  mao  aber  =  0  setst»  so  ist  fl^ 
dtheiidcft  Integnil  eigeolUcli  das  folgeaile: 


—1 

aWo  oacii  der  obigen  Formel: 

Himas  sieht  van  alier  aebon,  dasa  aa  gm  wwnUaaig  ist,  x=0 
SO  setseo,  weil  -  swiscbeo  den  GrSosen  — 1  and  oaeDdlidi 

9 

wird,  idflo  die  in  der  Ii5iiereii  Aoalysis  Cberali  mirerliraelilicli 

(e»i  zu  hulreode  ßedingunsr  der  Stetigkeit  tiicbt  mebr  eciüUt  i&l 
VVeoD  man  Dan  aber  die  /ueite  iotegraüoo 

aosfidirt,  so  iSsst  man  ja  ebeo  x  swiechen  den  GrXnsen  — 1  aai 
4-t  ancb  vefschwiDden,  und  tbut  also  etiras»  «ras  sich  gleiek 
▼  on  vorn  berein  als  aozulSssig  erwiesen  hat;  und  kommt  daoo 

znletzt  LnsinD  heraus,  so  liat  man  sich  dar  oh  gar  nicht  zu  ver- 
wun(iern.  Was  ich  hier  ^esaet  habe,  will  im  Wesentlichen  auch 
Coaroot  sagen,  und  ich  wenigstens  glaube,  dass  er  vollkoa- 

men  Uecht  hat.  Man  entwickele  doch  ^J^^^  ^~*c|^  auch 
einmal  anf  gewöhnliche  Weise»  so  kommt 

Alflo  nichts  als  Widerspruche!  und  wer  also  das  Gesetz  der  Stt- 
ti^kf'it  jemals  verletzt,  begeht,  im  Allgeiueinen  wenigstens, 
immer  Lnsinn ,  hat  ueni^stens  immer  Zweifel  in  die  erhaltenen 
Resultate  zu  setzen  und  dieselben  einer  besonderen  UntersochaBg 
an  unterwerfen.   iSapienti  sati  G. 
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X3UKVIII. 

i 

•  *        *  ♦  t  •   «  • 

BntwickloDg  der  Tonfigtiebslen  EigMiduifteii  einiger  müt 
den  gontemetrischeii  zmiächst  verwandten  Functionen. 

Tod 

•  •  »«  • 

Herrn  Professor  JE  »er  .      .  .    .  n 


.  Es  ist  längst  als  Thatsache  anerkannt,  dass  diejenigen  Rech- 
ntingsoperationen  y  welche  sich  sof  dem  gewübnlichen,  vom  ein* 
fieberen  son  mehr  zusammengesetzten  fortschreitenden,  £ot- 

,    wicklmgsgatige  <ler  ArlthaMfik  ergeben,  filr  das  Bederfnistf  der 

;  Msthemefi^  In  Ihrer  gegemrflregen  Aosdebnmig  nfebt  ihr  genOgeild 
helmehtet  werden  kOmien.  Dsdurcb  hst  (^h  rvn  Zelt  so  Zeit 
die  HefhwendlgibM  hersosgestellt »'  noch  sodete^  Pmefionsfernieil 
äb  sellislftDdig  in  die  Wfaisensehnfl 'snfirnnebmen ,  deren  Unent* 
hMichkeit  oder  Wenigstens  MizKchIceif  hi  wirklich  TOr^ekomme- 

^  neu  Fällen  durch  die  Erfahrung  gelehrt  wurde.  Hiebei  ist  es 
leicht  begreiflich,  das«  man  nicht  immer  gleich  anfangs  im  Stande 
war,  den  ganzen  Umfang  der  Anwendbarkeit  solcher  neuer  Func- 
tionen zu  überschauen,  da  dieselben  bei  der  speciellen  Veranlas- 
sung ihrer  Eitifübning   nicht  soj^leich    in  ihrer  einfachsten  und 

i  atigemeinsten  Gestalt  autltraten,  und  man  zuweiien  auch  erst  später 
die  Art  ihres  Zusammenhanges  mit  anderen  bereits '  Tcfrher  be- 
iMeiiteB *  Püceoeetf  eifisäh;-um  ihnen  demgemäss  ihren  gebahren^ 
des  systematieelM  PIsts  In  der  Wisseaecbaft  anVäMrM  stfMtiodfl 
der  Mutig  ein  gsns  anderer  Is^'lsls  er  steh  M  der  fclstoiisckea 

I    ZatwieUeng  ergeben  hat 


Digitized  by  Google 


866  l^nat:  EHMekiunff  der  wr%üiiHchUen  Efffetisc halten  eMfer 


VorzQglich  tauglich  zur  gemeinschaftlichen   Ableitung  nea^ 
nothwendiger  oder  doch  sehr  nützlicher  Formen  zeigt  sich 
sogenannte  Exponentialreihe  für     ,  weil   sich  aus  ihr  mehrere 
der  wichtigsten  Functionen  leicht  und  ungezwungen  bilden  lan^M 
auf  solche  Art  unter  einander  in  Verbindung  bringen  lassen,  deren 
erstes  Erscheinen  in  der  Wissenschaft  auf  ganz  verschiedeoea 
Wegen  in  der  Wirklichkeit  erfolgte.    Hieher  gehört  z.  B.  di» 
Function 

aus  welcher  dieBerooulirsc^en  2ah!en  mit  ihren  mannigfaltigen 
Anwendungen  bei  den  goniometrischen  Functionen  und  der  San  — 
itilrung  verschiedener  Reihen  entspringen;  hieher  kann  femer  de«* 
Soldoer'^he  lutegrailogarithnoiis  gerechnet  werden;  eben  go 
die  schon  von  Lambert  empfohlenen,  dann  von  Gudermann 
neuerdings  vorgeschlagenen  hyperbolischen  Functionen,  die  freilicb 
die  altgemeine  Anerkennung  als  selbständige  Functionen  bisher  | 
noch  nicht  zu  erringen  vermochten,  ungeachtet  ihre  P^utzlichkeit 
in  vielen  Fällen  nicht  geläugnet  werden  kann;  endlich  müsseo 
hieher  vorzugsweise  die  goniometrischen  Functionen  gezählt  we^ 
den ,  deren  Benennung  schon  hinlänglich  zeigt,  zu  welchem  spe- 
ciellen  ßedarfe  sie  zuerst  aufgefunden  und  angewendet  wurden, 
deren  wirkliche  Unentbehrlichkeit  in  allen  Zweigen  der  Mathematik 
es  jedoch  ganz  unerlässlich  mächt,  sje  nicht  bloss  als  geometrische, 
sondern  als  allgemeine  analytische  Functionsformen  zu  betrachteo 
lind  dieser  Anschauungsweise  gemäss  zu  behandeln. 

.  '.  Es  ist  kein  Gfund  vorhanden  zu  der  Vermuthqpg,  mit  dt9 
thf^n  aufgezählten  nach  und  nach  zu^i  Vorschein  geborpmenep 
Functionen  ipüss^  die  Anjoabl ,  der  aus  der  Exponentialreihe  ent^ 
springend^p  neoea  Formel)  als  vollkommen  abgeschloc^«en  ang^ 
sehen  werdet^i«  vjelinebr  wird  man  schwerlich  in  dtr  Erwartung 
sich  getäuscht  findep,  das«  an  dieselben  noch  manche.  aqderiB  afite- 
^che  Torm.«  j  hesoaders  eum  Behufe.  der  Integralrechnung,  sich 
a^psqblies^en  dflrfte,  welche  aus  der  nähmli^ien  Quelle  abgeleitet 
werden  kapp  und  j^ugleich  eine  hinlängliche  Menge  eigenthum. 
lieber  ihr  a^ngehurigen  Eigenschaften  besitzt,  um  eine  abgesonderte 
Behandlung  als  selbständige  Function  nothwendig  zu  machen. 
Bereits  vor  längerer  Zeit  hat  Louis  Oliv  ier  im  2.  Bande  voo  I 
CreUe'a  Journal  f,  n  u.  a.  Mathematik  gezeigt,  dass  die 
Summen  aller  Q^p#  ^j^^  f^i\^^^eis\]^^eif^,.  ^\f^  ^  de»  all- 
(^^einep  GHede  ■  .  .  ,  .  *  „^iw.ijtijiÄiHv. 
njrio-'  ..  Iii  •  '»  i  i       •  ^     l>^f>»  •  • 

1.2.3..«.(ni-{-fM 
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fiir  f  =  0,  1,  2,  3,  u.  s.  f.  eiitsi>ringeri,  luugen  die  (Nieder  durch- 
gängig mit  gleichen  oder  mit  abwechselnden  Zeichen  sx^-fiommen 
werden,  bei  allen  ganzen  und  additiven  Werfhcn  von  n  und  in  durch 
Eiponentialgrössen  aui>gedrdekt  werden  können,  und  diese  Aus- 
drücke, als  selbständige  Functionen  betrachtet,  ähnliche  Kigen- 
achafteo  besitzen,  wie  die  Sinus  und  Cosinus,  die  freilich  eb*  ?) 
falls  JEO  denselben  gehSren.  Ol i vier  hat  dabei  vorzüglich  dea 
Fall  vor  Augen  gehabt,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  und  al^  Ileispiel 
insbesondere  sis3  angenommen.  Neuerlich  bat  Hellyi  ig  im 
3U  Bande  vonGrnnerrs  ArehiT  für  Mathemafil  linil  Pby* 
sik  diesen  Gegenstand  einer  allgemein  gehaltenen  Betraciftuqg 
nnterxegen,  sieh  aber  als.  besondete  Beispiele  ebenfalls  anf  die 
beiden  Falle  und  biMcbrftikt    Alletb  nicht  diese 

allgemeinen  Ableitungen,  sondern  nur  eine  genaue  Untersnchnng 
der  einzelnen  Fälle  vermag  zu  zeigen,  ob  die  dabei  sieh  erge. 
benden  Functionen  irgend  einen  wirklichen  Nutzen  gewähren 
im  Stande  sind  und  ob  sie  zugleich  eine  so  scfiarf  au^-geprägte 
Eigenthunilichkeit  besitzen,  um  ihre  Einlilhrung  als  selbständige 
Functionen  dadurch  zu  reclitlerti^cn.     Bei   der  Vornahuie  einer 
solchen  CTntersuchung  dränjjt  si(  h  der  Fall  n  —  A  zuerst  auf,  weil 
offenbar  die  aus  dieser  Annahme  entstehenden  Functionen,  be- 
sonders wenn  die  Glieder  der  Reihen  mit  abwechselnden  Zel* 
eben  genommen  werden,  die  nächste  Verwandtschaft  mit  den 
geniemetrischen  haben  müssen,  da  sie  aus  diesen  letzteren  gerade 
so  entspringend  gedacht  werden  Icünneb,  wie  eben  diese  aus  der 
Gxponenfiairciihe  hervorgehen.  Ich  habe  mir  desshalb  Im  iSäcb-, 
stehenden  Üte  Aufgabe  aur  L«is.ung  vorgelegt,  'i'e  eben  aii ge- 
deutete betoniere   Art    der  'Functionen  genauelr  au 
nntersuchen^  ihre  ▼orxflglichkten   Eigenschaften  su 
entwiefteiri  und  die  ungetnetn  grosse  Männigfaltigkelt 
ünd  Eigenthflmlichkeit  derselben  nachzuweisen.  Hiebe! 
i>oll  auf  die  at  Ige  meinen  von  Ol  i  vier  und  Bellwig  angewende- 
ten Herleituneen  weiter  keine  Rücksicht  f^enonmn  n  werden,  son-* 
dern  nur  die  ülterall  klar  hervortretende  Analogie  mit  den  gonio-. 
nietristhen  Functionen  gleichsam  als  Leitfaden  dienen.    Vielleicht  , 
sfe^Hngt  es  mir  auf  sorche  Art  die  Aufmerksamkeit  anderer  Mathe- 
mattkverständlgcn  auf  diesen  Gegenstand  zu  lenkän,  die  dann  ohne 
Zweifel  im  Stande  sein  werden,  durch  tieferes  Ein geheiii  in  manche 
hier  mr  kurs  berihrte  oder  gans  mit  Stillschweigen  flbergangene 
CntefsucbiiBg  noch  andere  mehr  verhorgene  Eigensehaften  dieser 
Funelfonen  au  entdecken,  und  dadurch  su^eleh  den  Umfimg  Ihrer 
AMtavabMAwH'^lbMfi'iildir^imbM 
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§.  2.    •  . 

'ßetraclibiii  wir  die  Sununen  der  vier  nacbstehendeb  elLee  Ende 
fortlaufendei^*  Reiben,  deren  Glieder  zu  einfiicben  Bildangegeselsen 

folgen,  um  dieselben  durcb  Beifügung  der  sogenannten  allgemei* 
nen  Glieder  noch  mehr  hervorheben  zu  uiüssen,  als  selbständige 
Functionen  von  deren  Eigenschaften  und  Zusammenhang  mit 
anderen  bereits  bekannten  Functiorjen  erst  nachgewiesen  werden 
solleo,  und  bezeichnen  dieseibeu  durch  wx,  xx,  '4>x,  £x  deige- 
etait«  da«e 

1  -      +  ^—      -f.  —  

•  ■ 

e 

iM^-a—ei +  iüi— 141+ i»—-» 

sein  ef»,ii.   Die  Funetionszeichen  (p,  |  werden  hier  niemals 

in  ei^er  anderen,  als  der  eben  festgesetzten  Bedeutung  gebraucht 
werden»  deeehalb  reichen  sie  volHcommen  hin  zur  Unterecbeidiing 
dieser  iTiinctionen  sowohl  unter  .einander»  eis  aneb  von  allen  an- 
deren«  ohne  dass  es  sq  diesem  Zweeice  der  Einflihning  besonderer 
Namen  fllr  dieselben  bedarf.  Nur  in  dem  Falle«  wenn  man  die  vier 
obigen  Fnnctionen  zusammengenommen  zu  bezeichnen  wQiiseht, 
dürfte  es  der  Kürze  und  Deutlichkeit  des  Ausdruckes  wegen  an- 
gemessen erscbeiiien j  sie  mit  einer  eigenen  geiiieinscbartlicbeo 
Benennung  zu  belegen.  Ich  schlage  hiezu  fiir  dieselben  den  Na- 
men  „hypercycüsche  Functionen**  vor,  dessen  ich  mich 
künftighin  stets  bedienen  werde.  Ich  muss  jedoch  ansdrü'clclicli 
bemerltea»  dass  durch  diese  Benennung  durchaus  keine  Verbin- 
dung jener  Functionen  mit  dem  Kreise,  sondern  nur  ihre  Verw 
wandtschaft  mit  den  goniometriscben  oder  eyclischen  Fiinetinmaii 
angedeutet  iferden  soll« 


;  "  .  •    .  I  irr-' 

CinigA- Eigenseharten  der  hypercyelischen  Functionen  ergeben 
Vich  aus  der  Beschaffenheit  der  Glieder  in  den  Reihen  des  §.  2. 
durch  so  höchst  einfache  Betrachtungen,  dass  es  gans  äliefflüMlg 


•i 
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wm  äm  ffOMimeirttcMen  umäeku  venponäien  Functiohim,  30^ 

teinwM^  ai«  «rst  anwtisdlidb  ablelUn  ud  |iegf^4«ii  sn  wollen. 

Diese  Eigenschaften  sollen  daher  hier  nar  knri  angefilhrl  werden, 
äie  bestehen  in  folgenden : 

1.  F«r  «=o  fo^  V0=1*  «=0»  1f1l*»0*  IO=0- 
1  Ferner  findet  man 

ead 

< 

wo  t  das  hokaonte  Zeichen  für  V^— 1  iat 

^  Die  Reihen  des  §.  2.  sind  tür  jeden  he  Ii  eh  igen  wie  im- 
mer grossen  Werth  vo»  a;  con verbeut  und  <jkaber  die 
bypercycliscben  Functionen  beständig  stetig«  so  dass 
eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  bei  iboen  niemals  Statt 
findet.  Diess  gilt  nicht  bloss  für  reelle,  soa4er^xaach  iiir 
beliebige  imaginäre  oder  complexe  Wetthe  voq,  f> 

4.  Die  Convergenz  jener  Reihen  wird  nicht  aufgehoben,  wenn 
man  sämmtliche  (xlieder  anstatt  der  abwechselnden 
durchgängig  mit  einerlei  Vorzeichen  bebattet  sich  vor« 
stellt.  Es  gelten  daher  hier  alte  Gesetze,  welche  för 
Rethen  f  oli  s<lleher  Besebaflenheit  erwieseo  sfaiil. 

Ö.  Wird  X  so  angenommen ,  dass  in  einer  der  Keihen  des 
§.  2.  irgend  ein  Glied  arösser  ist,  als  das  nächstfolgende 
^  der  näbmlicben  R^ihe,  so  muss  auch  sowohl  \n  41^^^'' 
als  in  jeder  der  drei  übrigen  Reihen  jedes  andere  Glied» 
Id  welebem  der  Ezponefit  von  w  grosser  ist .  als^jii  dem 
snerst  betrachteten,  gleichfalls  grosser  scdn»  als  das  su- 
fliehst  flaravf  Iblgsode 'Glied -derselben  Reibe,  i  *   • '  '  > 

9.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  für  jeden  Werth  von  x, 
fÜir  welchen  das  erste  Glied  in  einer  der  Rethen  des  §.  2. 
grosser  Ist  als  das  aon&chst  darans  folgende»  auch  das 
dritte  grosser  als  das  vierte  und  so  ferner  jedes 
.  additive  Glied  der  Reibe  grosser  als  das  n&cbste  enb. 
traetlye,  und  folglich'  die  Summe  der  ganaeni^  kleib^ 
oder  die  hypercycliscbe  Function  notbwendig  additiv  sein 
müsse.  Desshalb  hat  jede  hypercycliscbe  Function  für 
hinlHnglicb  kleine  x  stets  einen  additiven  Werth  und  bleibt 
auch  ununterbrochen  additiv  vrenigstens  so  lange,  bis  das 
erste  Glied  der  entsprechenden  Reibe  dem  zweiten  gleich 
wird,  folglich  wenigstens 
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•  •  -  p->  ...II  j3fi5r3  ^mW' 

7.   Die  Reüieo  des  i.  9L  caavcigircB  flk  gleise  Werthe  vooi 
'  itäbr'rUck  lifo 'Alb  ■akBtf^«f':ftil«U;i%a^leU 

rt:  T^.  -••M(''«i''iW^  Ml  Wk  1ipite)Vä^<^eA''  ein  und 
• ..  ..K.:  siltf'l«  4afli1b|<ft.iYi/Jc  mehr  ^  lüitmnit-'^^e  Reihen 

hypcr- 

•      I r  r 9fP  pMi^ ^^^"^^^^  übertrifft^   für  beträchtlich  grossere 

•.•ij.«*t.wdeo,       aocb  ia.||f|ldM;Fäne4  4«|i|i^echnoDg 
ipit  ilgprhntrr  Bc^aemlickhrit.aflifuhreo  m  kSooen. 


j.  4. 

Di6  Werthe  der  bypercycHschen  FaDctiooeo  lassen  sich  ohne 
ScfawierigLeit  durch  die  Sioas  aod  Cosinas  imaginärer  Bo- 
gen ansdrucken.    Bezeichnen  wir  zn  diesem  Zwecke  durch  w 


einen  der  4  imaginären  Werthe,  weiche  V  — J  haben  kann,  und 
zwar,  um  hiebei  eine  gans  bestimmte  Annahme  zum  Grunde  zu  le- 
gen, setzen  wir 

1 — i 

Bei  dieser  Bedeutung  des  Zeichens  ir,  welche  in  der  Folge 
Wtttndig  beibehalten  wernen  suU,  ist 


.V2 
V2 


=  tri 
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mU  den  fimkmuirischen  nmi4ck»t  terwanUlea  Fu$^UH90if  Z7\ 

vro  m  und  n  beliebige  gaa^^e  Zahlen  «eio  küoDen.  FerD«r  üiid^t 
man  uocb 

1  I  +  i 


Sabstitairt  man  boo  ia  daa  bakanoten  Reibeneatwiakkingeii  für 
caa^r  und  %\nx  sowohl  acw  aU  auch  oM  anatati  jr^  ao  wird  maa 
mit  gabSrigar  BerOcksichtiguiig'dar  abal  aagaaalitaii  WartlM  dar 
Potaaiaa  Ton  w  arbaltaa: 

coa*ipi=l ^-5—  j  +      +  g  _  ....  +  ^)| 


Dafdi  AddHian  «ad  SaNftracliaa  diaaer  beiden  Relbeiipaara  tfbec^ 
Migt  aMb  i^h  'do|^M'  vaa  dar  BidliSgkatf  Mlgiiidar  EuadHIcba: 


2» 


2wi  ^    2io  2 


..*  .» 


•  ■■    f.  5.   '   •  ' 

Den  ebei^  goAmdaMU  Wertfaen  kann  eip«  v^indurtü  .m  Ab- 
ttcran  Ableitoii9BB..9Bgfipiif|ia  biiiae|ib«ra>.Fam  ^igilbii 
Oaan  aa  tat 

X       Sei  -  .  '   X  xi 

folglich  ^ 
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CMM  »eM:p2*€a8:^4^WII^.8ill^.  .  ... 

cwi«p<s  CO«  ^ .  cas  ^ -NÜn  ^2  •  • 

l  »»  • 

rinawrf  =S  «Id       .  COS       +  cos^ .  sin^ 

Diwe  Wertlie  in     4»  «ubstitoirt  g«ben  nach  gehöriger  Abkürmif: 

4 

:^«*«»  y2  •  ''*'*'V2  "~  V2  ''^^  V2 '      V2  • 


Wegen  eines  späterhin  daToo  za  machendeo  Gebrauches  soll 
Uer  noch  bemerkt  werden  >  daee  dnieb  Addition  «od  Snbtnctioi 
der  beiden  Aoediticke  flllr  oaA  %x  folgende  Werfbe  nw  Vsr 
acheb  keminerii 


Ii 


X  XI  ,  .  m        n.  X  ,  X% 


Zuweilen  erweist  es  sich  als  nützlich,  die  h^'percycliscbeii 
Fonctionen  durch  Ezpouentialausdrücke  darzustellen.  Üieat 
erreiebt  man  sogleich,  wenn  oor  in  den  Formeln  des  §.  4.  anaM 
der  foniometrischen  i^netlooen  die  gleichgelteuden  Esfwnenlliir 
efaneübrl  wetden^  -  D<dn#ch  todü»  mäa: 
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5;  7. 


Noch  lassen  sich  die  hypercycliwhen  auch  durch  die  hyper« 
bo  Ii  sehen  Functionen  ausdrücken.  Denn  es  ist  bekanntlich« 
wenn  die  letzteren  Ton  den  gleicboanlgen  gon'iometrischen  Fun- 
ctionen durch  den  Gebrauch  der  groesen  Anfangsbachiitaben 
iialer«cl|Mdeo  werden« 

co8x  =  Co8;rt     und     nin^ss— ^lac^* 

folglieb  ^     .  .1 

<*  ■ 

CMMsConml»  oosMisConm,  nlnMs— *<8lnMi% 

r 

Seilt  man  diene  Werfhe  In  §.4.,  no  erhilt  man  auf  der  Stelle: 
^ss  i(Cetm^Con«ipO» 

_        iSlnxwi  .  Sinorto     w»,«.  *     *  kJ-  ^  —  .  • 

 ^2ir""*'Tir  2^(Siii«ii^»lnjM]f, 

«|«rss    ^(CenM-rCenmOt    ,         t     ^  : 

Slnsnoi    (Sinsw  w 


.      •  . '  i*"':.  "       j*.  .  .... 

Die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  ani^eführten  Formeln 
igen,  dass  die  hypercyclischen  Functionen  weder  durch  gonio- 
metrische  noch  durch  hyperbolisolie  oder  ExponenttalgrSssen  in 
reeller  Form  sich  darstellen  faneeD,  sondern  dnieb  jede  dieser 
Arten  Ten  Fnnetlonen  nur  in  imaglnftrer  Qeatatt  nnagndräckt 
werden  lfllnnen,  ie^letflii  ani^  Aekmmtildl^'  dieet  dlO'ii»iiiiin 
ftr  Jtden  ' •beKebilea  •  reellen  Werffa  mm  m  neUet.  neellie^i 
UHtoeee.  IHeni  beieelriigt  en  dam  SdUiM)  4Meiiie  byi^ielrcydl- 
eehen  Fanetiewto  «IfUieb  eigeatbUüllefee»'  fem  aHen^  awdeen 
vorgenannten  Arten  von  Fnnctionen  wesenjtUch  rersebiedeiie»  nur 
mit  Ihnen  in  einem  beatimmteo  leicht  erkeoBbarenZusanunenhange 
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titehende  Zahlformen  sind.  Es  darf  jedoch  nicht  mibeiBCrkt  blel- 
hen»  dass  durch  eine  ^  erhlndung  der  goniometri^cheo  mit 
den  hyperholfschen  Functionen  oder  den  EzponentiaJgrüssea 
die  hypercyclischen  aaeb  in  reeller  Form  dargestellt  werden 
köDnen.  Denn  tührt  man  in  den  Werth en  des  §.  5.  anstatt  der 
Sinus  und  Cosinus  der  ima^iiiären  Bogen  die  Expooentialaiudräckt 
oder  «uck  die  lifpeib«iwcbeii  Suuathmm  mm,  •#  erWl  mmmi 

■ 

-iL       _  £_  JL  ' 


,        ev*— ^  V«     ,  *  OS  « 


vi  - : — ¥  vi"^  Vi ' " — s 


Allein  diese  aus  swel  yefoeWedOiirt%eii  MnetloMi 
nengeMbteii  Termlfht  dSiften  jedeafUIs  #cbf«i«ffg^  ni  iefciniehi 
i^iiy  ab  die  elo&dieo  h3fpere3rcli«cheii  FanetioMD,  m  dav 
ecbwerlicb  im  allgem^CD  TersoelieB  wird»  dleee  leUteica  aaf  Mb 
•äderen  zuHlelizufübren.  Nur  in  besonderen  Fällen  kann  auch  die 
eben  gefundene  immetliiu  liemerkeu«»neithe  Form  ^ieichtalU»  f cmi 
i^UjUen  #eta.        ....  ^ 


§.4 


wwMOTf  lAuNi»  aia  jMilf«'ato'  fvi^*  dM$ 
0M4*ü«iw  41«  f  a  «8  WertiM  det  ItiHMnlWiriteata  0^, 

ö*^,  e^^^t  endUdi  e««  §.  7.  Gee^m,  €esiMt,  8»n:rt45, 
S'inxwi  dwrch  die  hypercyclii^chen  Functiovi^  thimtnittin  dtlaü 
öodet  nämlicb  auf  dieeeoi  Wegas  (.  t 
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«ip  ttod  folglich  —sjnra  anstatt     «o  könoeo  ittedurch  dia  Wertbe* 

TOB  cosf ,  «inar,  co«jrt,  sin^rt»  e*,  e-',  Cosx,  8lmx 

Cof-ri,  Shi^i  mittelst  der  liypercydischen  Functionen  imaginärer 

Veränderlich  eil  dargestellt  v\erden,  wenn  man  etwa  ein^  ^iolgbe 
ümiorrmin^      irgend  ^ipem  Zwecke  bri^uchiiar  tlndf  n^.^olj^.^ 

•  «    ■ :  •  I      •!  -i  ' »  *  »» 

Die  eben  angeffebenen  Werthe  der  Ezponentialgrussen  e"*, 
p-xv^  gxmi^  ^zwi  führen  mittelst  einer] ganz  einfachen  Bemerkung; 
zu  eberi  so  leichten  ab  wichtigen  Folgerungen.^  Diese  Potenzen 
sind  tiSh milch  so  beschaffen,  dass  aus  einer  jeden  vonjhnen  die 
Hrei  ftbrigen  hergeleitet  werden  kSnhen«  Desshalb  müssen  zwischen 
ihnen,  .ond  folglich,  ffenn  man'  an  ihre  Stelle  die  obigen  WerCbe 
wUt,  aiii;||  zwjacfien  den  hypercyclischen  Fiinctiopen  nötfiirendig 
drei  Gleichungen  Torhanden  aein,  dvrcb  deren  Auflüsung, 
weno  'sle  'anüeraVin  einer  alTgem^m  anflSsbaren  Forni  sieb  er- 
gehen, ana  efner  Jeden  aoWhen  Fnncfion  die  drei  anderen  sich  fin- 
den  lassen  worden.. 

Man  erhält  die<ie  ^loichmgon  am  leichtesten  anf  foli^ende 
Weiie*'  ^oeiat  multipUeIrt  man  die  beiden  •  Werthe. -wk  e'*^.  und 
e-ff««  4an9  Awab  Jen»  re»  ued  e-r^  aueammae»-  JMnudb 
konnien»  w^ffgm 

e*" .  e~'^  =  e-*"  -  •^«*'  =  =  1  und  .  =  ^»i-«-  — ^o— j  ^ 
folgende  zwei  Gleichungen  zum  Vorscheine: 


9 

ans  weichen  man  durch  Addition  und  Subtractfaii  aegleleh  awei 
der  geanehten  Giidchnngen  erhilt»  nfthailich: 


376  Knari  EiüwtckluHi  äei  vorzüglichsten  Etuemckafien  eitä^v 
Die  dri^tte  noch  abgängige  Gleichung  ergibt  sich  aus  der  be- 

lAt.   Setzt  man  hierin  anstatt  e'"''  und        ihre  Werthe,  so  bat 
luan  auf  der  Stelle  die  Gleichung: 

Die  beiden  ersten  so  eben  gefundenen  Gieicbnngen  zwigcheo 
den  hypercyclischen  Functionen  haben  sich,  wie  man  sieht,  nicht 
bloMi  in  reeller  Gestalt  ergeben,  sondern  sie  sind  auch  alge- 
braisch und  rational,  hingegen  die  dritte  jener  Gleichungen 
ist  transcendent  und  sogleich  imaginär.    Diese  letzte  ist  nicht 
«Uljemein  aiifijDsbar«   .Desshalb  k^pn  mit .  Ihrer  Hilfe  aiu^  die 
'sehoii  yerhin  angedeutete  Attf|pihe,  sähmlich  aasi  dem  giQgehfipMa 
Werthe  einer  hypercyclischen  Function  die  drei  fibrigen  in  l»e- 
rechsen^  nicht  gelest  frerdeo.   Die  beiden  efslep  in     10.  aufge- 
stellten Gleichungen  kennen  daher  nur  dazu  dienen,  zwei  von 
jenen  Functionen  zu  bestimmen,  wenn  die  zwei  anderen  als  be* 
kannt  angenommen  werden.    Auch  die  Auflösiins^  dieser  Aufgabe 
ist  nicht  ohne  Schwierii^keit,  weil  sie  in  der  l\egel  auf  Gleichuo- 
gen  de«  vierten  Grades   führt,  deren  Wurzeln  im  alli^e)iielnen 
wieder  nur  durch  imaginäre  Zablformen  dargestellt  werden  können. 
Nur  In  den  swei  FäUent  wenn  entweder  tpx  und       oder  ^aj  nof^ 
Ix  als  gegeben  angenommen  werden»  llsst  sich  die  Auflösung  der 
beiden  obigen  durch  blosse  Gleichongen  des  sWeitenGrades  be- 
Wstlcsttlllipsn.'  Diese  Mden  PiHe'  ilnd '  es  dsher  allehi,  auf  mirhe 
leb'  mltt  hier  beschränken  will»  Befrachtet  mim  snerst  jjSß  and 
als  gegeben,  so  wird  man  ans  jenen  Glelcbangsn  linden:  - 

=        [V  ((1-  2x0?.  fer)*+ 1 1  -      .  ix] , 

*     •  .      •     •  f**    'i  j 

^    Y  V  [V  ((1  -      .         (»I?*- tr^)^  - 1  +  2za; .  &r] ; 

sobald  hingegen  tpx  und  als  bekannt  angenommen  werden, 
erhält  man  daraus: 


V2 
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Diese  Werflie  Imm  iMi  secft.  ie  «odeie  Femeo  Megea, 
weldbe  «rar  Mlif  Tertriekell  siiidt  als  ^  ▼orstelMBdeo»  die  aber 
denoocb  la  nanclieii  Fftllen  von  Nolzeii  sein  kOnaen.  SiMbe  Ter** 

Snderte  Formeo  findet  man  dadurch,  indera  man  entweder  . 

'  ^  +  aad  ^3ss 

oder  aach 

}p;4-$a;  =  .i|f      und  l*"«* 

•etst;  dann  aas  dea  Gleicbnngea  des  {« lOi  die  Werte  faa  $  «ad 
t  beslinimf  aad  aas  diesen  entweder  ^  aad  fpx  oder  ^  aad  tßt 
ableltci  Die  ResaiUte  dieser  Reehaaag»  die  sa  elnfiwfc  Ist,  «ai 
eioe  amstSadliclie  Aaseiaanderaetsaag  sa  erferdem,  sind  im  er* 
sten  Falle: 

furss   ^  [V  ((1— %F«£«)'-Hx«*— i^)-!*»^*-!**] 

-IV  [V  ((1  -2xa:.  Sj;)*  +  ü««-  fcr«)«)  -x-^'  +       ;  . 
wkI  im  «weiten  Falle: 

+  W  l¥  ((1  — -i-  4y«*, —  1-1-  ^-wip«aj , ' 

§.12. 

Mit  Hilfe  der  eben  aufgestellten  Formeln  kann  die  dritte 
y*  10.  gefundene  Gleichung  dergestalt  abgeändert  werden,  dass 
8'e  nicht  die  sämmtMchen  hypercydischen  Functionen  enthalte, 
sondern  nnr  zwei  derselben  und  zwar  entweder  cpx  und  tI'x  oder 
und         Es  bedarf  dazu  eigeotlich  nichts  weiter,  als  in  jener* 
Gleichung  «iistatt  der  zwei  wegauscbaffenden  Functioq«n  ||pfa 
^ertbe  aas  §.  IL  zu  substituiren.   Allein  die  auf  selelie  Art  an- 
mittelbar'  steil  ergebenden  Gleichungen  dind  übeian«  «oamplidfli 
''nd,b»dirC«i,Mbf  badeataadar  VaritflisaagSB^am  aaf  ^ea  alaMK> 
^'4iMiia*.g^iiNisM>te  alarfak'«  Zas..  lalcIdaM  VaMMdM^ei 
TTiibiiiiiiflin,  jiiiia  wii  ii  .  i -  n  i  u  ui,i 
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s^,i*t  voniri^ge  fi*  11«:  - 


1 1 


■  #   ■  « 


folglich 


md  daher 

Auf  gjciich«  Wei«e  (indet  mati  aut-h 

fP»r--»i-6ar=^^  V(V(^^  --y^  V(  V(^H 

Durch  Erhebung  zor  zweiten  Poteoi  ergibt  alcb  bieniiSy  me 
man*  lelel^^  «ich  fibenm^ea  wM,  - '  • 

Mltbin  Ist 


»i  dieaeiB  Verfahm  bleibe»  dia  Torseicben  auf  der  rechtet 
Seite  nnentsfrbiedeD.  Dlesu  batm  anch  nach  der  Natar  im 
Gegeaataadea  nicht  andere  aeln»  weil  ea  dabei  affDttbar  anf  ^ 
Zt^f^  anko^t,  Uli  weicheii.  dtf»  «uCi^er  r(pcb(fn./f^ite.|iaa» 
al^heDdev).)IKorzdin  genomaiifA  .H'^dea«  •  Kim tiUMi  hier  .§icb|i  a» 
i>eadpinit  ^  laaaen»  ate|lea  vir  uos  voj,  dass  bei.  der  EiytwIdHni 
von  V(A^ßt)  da»  Vorzeichen  de«  ersten  Gliedes  mit.jaM 
rpD  wv^^-r-w'^  übereinstimn^e.   Dafat^ji .fiplgt:  

Vanef  geht  der  auf  der  linfe'en '  fieÜa  heftndUcMe'  Aitlilfidk 
«•%v4^«&r  darab  .4ie  UoeiM  Terlndsrtiagi  des  ZeiebeM  lei^-^li 
lafi  »»Ifcaf^'fcBwaa  dalwr  ^  Bifcidtiafc>i¥  w^Kiiwi  twb 
apT  der  reebtea  Seit»  Teigen iiiMiaa  wmkm^m^  aMTM-  ' 
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Werden  endlich  die^  nunmehr  auch  dem  Zeichen  nach  Fullig 
festgestellten  Werthe  in  der  dritten  (Uleidraiig  dm  ^9*  enbeti- 
tairt,  M  Bimmt  dieselbe' folgende  Form  an: 

Garn  anf  dieselbe  Weise  findet  man  auch:  *  ^  •  .'^ 

ood  daher  durch  Substitation  dieser  Werthe  awisebea  den  Fun? 
etionen  jpe.  ned  ix  die  GleMhnnf  i 

irtj^ — tr^a:  +  y  (1  —  2xx .  |:r  +  «;u.r2 — 


Ol 


(.  13. 


Obgleich  sich,  wie  «ir  eben  gesehen  haben,  zwischen  deit 
Functionen  <px  uiitl  ^x,  wie  auch  zuischen  x^r  und  J.t,  nur  tran- 
scendente  und  zugleich  imaj^innre  iTleichuni;».  n  aufstellen  la8s<»n, 
unterliei^t  es  doch  keiner  Scbwit  rigkeit,  zu  i:<chen  den  nähnilK  lien 
Functionen  Dif  ftM  entialgleichu  ngen  auslindis:  zu  macheiit 
die  nicht  nor  reeij,  sondern  deren  üifferentialquotienten  sogar 
algebraisch  sind.  Denn  differentiirt  man  die  in  $.2.  ange|;e« 
beaen  Reihen,  se  wird  man  sieh  se|;lek>b  Qberseng^n,  das« 


^  rfif/i?  fflar-  • 

-2^=^.     <^=3F*  *.» 

set.  Dörth  MnltipKeaflen  der  ersten  md  dritten,  diini  dolih  der 


iwmten  nnd  vierten  dieser  Gleichungen  erhfilt  man  hieraus: 
dwx        t,    dfjfx       ,  dxx  dix 


und  wenn  luan  io  der  ersten  von  diesen  neuen  Gleichungen  an-*! 
statt  %x  und  in  der  andern  aber  anstatt  90;  und  tpx  die  Werthe. 
aas  $.11.  subsliluirt,  hemnien  die  beiden  Differentia^leichufigeir 
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VlV(a  -%r.{ir>«  +  dar»— {*«>«)— 1  +  -iiß.i/t^ifc 
*=-^V(a-»»»-tr)«+(x««-£i^+l-«»r.t*)JSrx. 



Diese  beiden  Dffferentialgleicbungen  sind,  wie  eine  leichte 
Untersuchung  /.eiut,  nicht  unmittelbar  inte^rabel..  Auch 
dürfte  es  8chvM>r  sein,  bei  ihnen  die  Ahsondening  der  VerÄndw- 
liehen  zu  bewirken  oder  einen  integrirenden  Factor  anafindig  ti 
raachen.  Da  nhpr  ischen  den  h\  percydischeii  Functionen  92, 
y^x  und  XX,  ^  sowohl  diese  Differentialgleichungen  als  auch  gleich- 
aiitig  die  in  {.  12.  gefiindenen  Gleichungen  als  hestekead  eimt' 
MB  sind,  so  müssen  diese  leUteren  allerdiag«  als  Integrale  der 
anderen  betraciitet  iverden,  aar  sind  sie,  well  sie  keim  mke* 
9fSmmUm  CwaUnim  eD^allea«  Dicht  die  allgemeinen»  etHiden 
nnr  beaendere  fategfahit  «Htfin  Aa  CiwMe»  Jatgnatah  be- 
ataat  aiad,  daaa  ftr  «=0  angleich  f«s:l,  pf^O^  ^sst 
und  £«=0  wird*  Wir  alnd  daher  aaa  dem  Terhergehendea  W 
leehtigtan  aefalleaaen»  aehald  awiaehen  afrelTerlnderlkhea  f  vi 
a  alae  dar  beiden  INiereatialgleichungen 

oder  auch 

ala  beatehend  gegeben  aeii  aalit«»  mUeseD  bieao  beziebungaweiM 
die  Gleicbaogen 

oder 

ab  beieadera  lategrale  gehSren^  nater  der  VeraaaaetBimg»  diu 
In  der  ernten  gleklizeitig  $=t  nnd  asO«  In  der  andaM  lli|t* 

gen  «:?=0.nfid  xs=Q  aeL 

Auf  den  etaten  Anblick  acheint  durch  Aeae  Kenntnia«  eigeotfidi 
nichta  gewonnen  su  nein«  da  die  aafgeateHtea  beiden  bawi- 
davan  InfagndgleichQngen  wegen  ihrer  tianaeendealen  nnd  Imt^ 
nlmJtatm  «Im  dkaela  AdHn«n««khl  mdaatan  nnd  dihm  triü 
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der  umI  VeiMerKtlm  warn  dm  gegebeMn' Wertl^  iwidtf» 
daicfc  Am  SMebmi^M  «miHttllHtr  Wmkiet  werien  Iummi«  !»• 
^em  wir  aber  nanmehr  Hissen«  dass  das  Verhalten  der  swei  Ver- 

aiiiierlichen  y  uiul  z  in  dem  ersten  Gleichuiii^spaarü  dasNcibe  sei* 
wie  der  beiden  hypercycliäcbeu  1  uiictionen  q>x  und  i^^,  in  dem  . 
anderen  hin«e^eii  wie  'jffc  uf»d  so  kann  dieser  Umstand  dazu 
benutzt  ^^  er  (IerJ.  nin  weiHüstpn*^  auf  i  n  d  i  re  rf  »»m  Wf»«/«»  (Üe  Aul- 
iusun»:  der  obigen  Gleichungen  zu  erhalten.  Denn  nimmt  man  Aw. 
gegebene  Veränderliche  ff  oder  2  als  Werth  der  eotspreebonden 
hypercydiachen  Faoetion  an,  Däbiulich  in  der  ersten  Differential* 
Sleiebong  tf  fär  (px  und  2  für  in  der  zweiten  Gleichung 
aber  y  fiSr  }^  ond  2  ßlr  for;  so  Hisat  eich  darana»  wie  dieaa  apä- 
t«rhio  analilbrllch  gezeigt  werden  wird,  zuerat  der  zugehörige 
Werth  FOD  ^  vnd  hieraus  ferner  auch  die  andere  hypereyeKncbe 
Fmcfion  als  Werth  der  zweiten  Terinderllefaeo  bestimmen,  wo- 
durch eben  die  Aoffösung  der  Gleicbung  bewerkstelliget  encbefnt^ 

i.  15. 

Die  beiden  in  §.  13.  gefundenen  Difierentialgleicbungeu  können 
dneh  Multipltcation  mit  aehicklicben  Kastoren  auf  andere  zuweilen 
minder  zusammengesetzte  Formen  gebracht  werden*  80 
s*B»  erblll  man  daians,  indem  man  die  erste  mit 

V[V((1 — qpar*  f  ^a:*)* + 4yj;* .  i^a^)  —  '2^ .  . 

die  zweite  bingegen  mit 

V[V((I  -Äjpr .  fe»)*  +  (X**-  fe«?*)*)  - 1  -f  Sjsar .  fcr] 

mnltiplicirt,  die  beiden  oenen  weit  einfacheren  Uiffc:  eutialglei- 
cbumen 

* 

und 

Es  ist  jedoch  sichtbar^  dass  durch  diese  Umwandlungen  die 
früher  vorhanden  gewesene  gleichfiinntge  Anordnung  der  Verän- 
derlichen in  beiden  Thailen  der  Gleichungen  verloren  gegangen 
ist,  ohne  dasa  in  Bezng.  auf  leichtere- A^aßbrang  der  Integration 
irgend  etwas  IVesentlkhes  gewonnen  wurde.  'Zugleich  darf  nicht 
MeAdn/.ftetde»«  "dass'idntob  ' selche  MuItipUcatlofie»  miwellen' 
partienlSre  Auflösungen  In  die  Differentialglelcbungen  gebiadbi 

1  hcU  XXYU.  26 
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5^  äuar:  SiUwicUung  dir  tünigUcksiem  Eigen^kaften  einifftr 

weideo  kdnfien,  eiche  d<!»n»#IKefi  io  ihrer  früheren  Frirm  nicht 
zakommen.  Das  \orsteheride  Hei>piel  zei<rt  diess  sanz  deutlich, 
Incfem  den  beiden  hier  zuletzt  gelttiidenen  Uiferentiaigieichwigett 
dm  partimüren  Auflugmigen 

taiiehiwyiiebe  Geofige  leistM,  «Ihm  dum  dimnlktn  dm  Gkt 
dftm^m  4m  {.  13b  crtipwciie». 


Mm  Ml  dl0  i»  f.  13.  ufgoefeDten  Wertfco  der  DiftmliiL 
fiitimtoa  aller  hypercjduckea  F^aefioMn  wiederholt  difraioi 
eMÜ  MB 

d^l^       d(px       ^      fi^x-^     _^     ri^j^a;   dtifx^ 

äia—  dar»""    fla:""         d** ^ 

Hieraus  Ist  ersichtlich,  dass  jede  der  vier  bj^percycKsebe* 
Fanctlooen  die  Eigenacliaft  hesitit,  dass  ihr  vierter  Differential' 
^pietieDt  wieder  der  ursprünglichen  Function,  jedoch  mit  ent- 
gcgeBgMtitem  Vorzeichen,  gleich  oder  mit  andern  Worten, 
ynm  iluMi  ist  «Im  AxMtm^  der  Unemn  DÜerantidlgM* 
cfcmif      Tietten  Gndee 

Demnach  besteht  das  aligemeioe  lAtegral  dieser  Dillefeatiii' 

10; 

wemi  iarch  C^,  C^,  vier  willkürliche  Conatanteo  heieicb- 
■et  werde*. 
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mii  den  goniomelriscAen  %UHäcM  tentanüim  funclianen,  383 


0 


f.  17. 

Den  vorhergeiiend  angeführten  höheren  Differentialquotienten 
derhypercyclischen  Functionen  lie<>t  die  Voraussetzung  zum  Grunde, 
dass  dabei  x  als  absolut  veränderlich  und  g>a:,  xx,  i\)a:,  als 
davon  abhängig  betrachtet  worden  ist.  Es  konnte  jedoch  in 
manchen  Fällen  erwünscht  sein,  jene  Gleichungen  4erge«talt  ab- 
uSndern,  daas  darin  eine  der  hypercyclischen  Functionen  ala 
vsptfingUch  verlinderüch  and  x  ala  Function  deraelben  angeaehen 
wwde*  Dieae  UmilnderonK  kann  ohne  Schwierigkeit  entweder  mit 
Hilfe  der  allgemeinen  au  dieaem  Zwecke  in  der  Differentialrech- 
Bttog  anfgeateilten  Regeln  oder  auch  dadurch  bewerkatelligel  wer- 
Ito,  indem  man  einen  jeden  der  im  Anfange  des  §.  13«  gefundenen 
Differentialquotienten  noch  ferner  drei  iMal  unter  der  Voraussetzung 
differentiirt,  dass  die  zuerst  differer»tiii  te  hyperrydische  Function 
absolut  veräuderlich  sei,  und  dann  in  der  letzten  so  erhaltenen 
GleichuTii!^  die  aus  den  früheren  Gleichungen  hergenommenen 
Werthe  der  anderen  hypercyclischen  Functionen  an  ihrer  iSteiie 
mbstituirt.  Auf  jede  dieser  beiden  Arten  kommt  fiSr  die  Function 
f»  folgende  Diierentialgleichung  zum  Vorachein: 

{d^x .  dar* — lOd^x ,  d?x .  dx  \  l6(icPx)  .  dq>x — q^x ,  dx'  ä  <X 

Ffir  die  drei  anderen  hypercyclischen  Functionen  ergeben  aich 
eben  solche  Differentialgleichungen,  die  ans  der  angeführten  durch  • 

blosse  \  ertauscliung  des  i' uncliuu^zeicheitii  (p  mit  eiuem  der  übri> 
gen  2»  ^  oder  £  entstehen. 

$.  la 

Da  wir  in  }.  13.  gesehen  haben,  daas  die  Differentialquotien- 
teo  der  hypercycliachen  Functionen  seibat  wieder  aolche  Functionen 
M,  ao  mOsaen  durch  Umkehrung  jener  Formeln  auch  die  Inte> 
frale  derselben  ebenfalls  dergleichen  Functionen  sein,  und  es  ist 

zugleich  einleuchtend,  dass  sich  auf  diese  Grundintegraie  andere 

mehr  zusammengesetzte  auf  sehr  mannigialtige  Weise  werden  zu- 

rücicführen  lassen.    Die  Anzahl  solcher  Integrale  ist  zu  gross  oder 

eigentlic!)   unlieschränkt ,  als  dass  versucht  oder  erwartet  werden 

kuunte,  eine  vollständige  Aufzählung  derselben  hier  vorzunehmen, 

•te  würde  auch  erst  später  möglich  sein»  nachdem  wir  in  der  Un- 

temuehung  der  Etgenscballea  der  hypercyclischen  Functionen 

iretter  fortgeschritten  sein  werden.  Desshalb  will  ich  gegenwärtig 

rar  einige  der  einfachsten  hieher  gehörigen  Int^rale  ab  BeiapMe 

tttfilhran  und  auch  in  der  Folge  liOcIistena  durch  knno  Andau- 

• 
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3^>4  Kuar:   Entwicklung  der  torziigfic tiefen  Eigenschaften  ehilgtr 

tungen  auf  eiue  Erireiterung  dieser  Formeln  hiuweisen.  Ya  ist 
näbmlicb:  .  • 

ftpxdx  =     ^C,  fixdx  =      +  C,  / t^xdx  =  |ar  +  C, 

> 

X 

J%xdx  =  —qpo:  +  C,  ftpx^dx  =  -j  +       •     +  C, 
f(px.%xdx^\%x^-{^C,  fq)x,i\fxdx^l^^lx-\^C,  f(fx.^xdx  =—i(px'^}C, 

f xx^dx  =4xx.flfx  —  i(px ,^x-\-  C,  fxx. ipxäx=  l^l^x*  +  C, 

X  st 

J%x,^xdx=z-j  —  li^Ix-^C,[  f^lfx'^dx— — -j-^-ltl^x.^x  +  l<px.xx^Ci 

f\()X.Sxda;=lSx*  +  C,  /ia'elx  =  \xx.tl>x — Icpx.ix  +  C, 

■'f'^—dx=lix\t> 

Hiebet  muss  nocb  bemerkt  werden,  dass  die  Ricbtiokeit  meh- 
rerer der  angefübrten  Integrale  ztrar  erst  aus  dem  sogleich  Nach- 
folgenden mit  Leicbtigkeit  und  unmittelbar  sieb  erkennen  lassen 
wird,  aber  aucb  mit  Hilfe  der  io  §.  4.  oder  §.  6.  enthaltenen  Werthe 
ohne  besondere  Schwierigkeit  nachgewiesen  werden  kann. 

§.  19. 

Bei  den  bisher  erwiesenen  Eigenschaften  der  hypercycliscbefl 
Functionen  ist  die  Veränderliche  x  durchgängig  als  mit  deo 
nähro lieben  Werthe  behaftet  angenommen  worden.  Wir  roSsse» 
uunmehr  zur  Vergleichung  jener  Functionen  für  verschiedene 
jedoch  unter  einander  in  einem  bestimmten  Zusammenhange  ste 
bende,  Werthe  der  Veränderlichen  schreiten.  Die  hauptsächlich- 
sten zu  diesem  Behufe  dienlichen  Formeln  man  ganz  leicht, 
indem  man  in  den  Ausdrücken  des  §.  4.  oder  §.  6.  y  anstatt  x 
setzt  und  dann  die  hiedurch  zum  Vorscheine  kommenden  Wertht 
mit  den  früheren  einzeln  multiplicirt.  Auf  diese  Weise  wird  niii 
sich  TOD  der  Richtigkeit  folgender  Gleichungen  überzeugen: 

+y)  +       -y)  =  2(g^ar.  9jy    i\}x ,  \^y), 

Xi^  +  .V)  +  i    — y)  =  2(xa7 . -  f  X .  t/;.v) , 


Googl 


mit  den  goniouuirischen  muäcfM  verwandien  Functionen,  385 

x(« + y)— a:(«  jr) «      .  — , 

Indem  man  dit^  vier  ersten  mit  den  vier  letzten  vorstehenden 
Gleich  (iTi!Ten  paarn  eiae  addirt  uud  subtrabirty  eri^beo  sich  daraua 
folgende  Wertbe : 

l(»  y)  tt«  -  ^ .   + X«  •  fy — •   + .  yy . 

INeM  Aasdrficke»  wenngleich  A%  etwas  mehr  sosainmeoge* 
•ehrt  ainfl»  benUaen  dennoch  eine  augeofilllige  Analogie  mit  den 
Formeln,  durch  welche  die  Sinne  nnd  Cosinus  der  Summe  und. 
des  Unterschiedes  zweier  Bogen  dargestellt  zu  werden  pflegen. 
Wirklich  sind  auch  die  ersteren  eben  so  liiej,  wie  die  letzteren 
in  der  Goniometrie  e!ne  ungemein  reichhaltige  Quelle  der  mannig. 
faltigsten  Foii^eniiiueK .  *;o  dass  heinahe  die  ganze  Theorie  der 
hypercyelischen  1  unctionen  aus  ihnen  hergeleitet  werden  kann. 
Die  wichtigsten  dieser  Folgerungen  aoUen  nun  etwas  näher  he> 
truchtet  werdeiu  nm  daraus  die  eigenthCimlich^  Beschaienbeil 
jener  Functionen  ToUatiindiger  heurtheilen  zu  können«  als  dieas  aoa 
dae  ftiber  «nrleaeMn  fi^eniiehaften  maglicfa  iat  . 

S.  21. 

mit  dem  einfachsten  zu  beginnen,  setzen  uir  in  den  vier 
eralea  Fonnehi  des    19«  ys4r«  indem  zugleich  bemerkt  werden 
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3S6  Knar:  Enttülcklung  der  vorzüglichsten  Eigenschaften  einiger 

muss,  dass  es  ganz  überflüssig  wäre^  die  nähmliche  Sabstitotion 
auch  in  den  vier  anderen  Formeln  vorzunehmen,  weil  daraus  eot» 
weder  die  gleichen  Resultate  wie  früher  sich  ergeben,  oder  inso- 
fern sie  von  diesen  verschieden  ausfallen,  diess  auf  die  Gleichungen 
des  {.10.  führen  würde,  die  wir  bereits  kennen.  Durch  die  an- 
gegebene Substitution  erhalten  wir  mit  Berücksichtigung  der  eben 
bezeichneten  Gleichungen:  ..m^^ 

'fix  =  2(spx . %x —  ^x.^x) , 

^\f2x  =  'iq>x .  ipx  =  2(%ar*  —  tx^ , 

=2((px.ix -{-xx.^x),  M 

Durch  diese  Ausdrücke  sind  wir  offenbar  in  den  Stand  gesetzt, 
aus  den  bekannten  hypercyclischen  Functionen  für  irgend  einet 
Werth  der  Veränderlichen  x  die  Functionen  für  den  zweifachen 
Werth  2x  zu  finden. 

}.  22. 

Die  eben  gelüste  Aufgabe  kann  auch  umgekehrt  gestellt  u«^ 
demnach  verlangt  werden,  aus  den  gegebenen  hypercyclisclio 
Functionen  för  den  zweifachen  Werth  2x  dieselben  für  denoiv 
fachen  Werth  x  zu  berechnen.  Diess  hat  keine  Schwierigtio 
sobald  die  beiden  Functionen  (p2x  und  i|;2a:  als  bekannt  angenot* 
nien  werden,  denn  man  erhält  durch  die  Auflösung  der  v(»vbtf 
gehenden  Gleichungen : 

tpx=z  4V[V((1  +  (p2x)^  +  t^2ar«)  +  1  -|-  <pir]. 

3^  =  iV[V  ((1  —         +  t/;2a?*)  +  i/;2a:] 

=  iV[  V((l  +  9>2ar)*+ ^2a:*)  - 1  ~  q)2x] , 

|a?  =  4  V[  V((l — 9"^)*  +         — 1/;2^] . 

Es  ist  klar,  dass  diese  Formeln  gebraucht  werden  kunneit 

um  aus  den  gegebenen  Werthen  von  g>x  und  ^jx  jene  von  ijp-^i 

^  finden,  indem  man  darin  x  anstatt  2j:  uni 

X 

folglich  ^  anstatt  x  suhstituirt. 


Ferner  verdient  es  kaum  erwähnt  zu  werden .  das«  die  hWi 
erhaltenen  Ausdrücke  eine  ganz  ähnlicl 
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wUt  den  stmittmetrUciun  %unächu  terwmuUen  fuHCUo^n*  3^ 

wie  die  gleichgeltetiden  des  §.  11.,  da  wir  hievoo  in  der  Folge 
keioen  Gebrauch  maclien  wollen.  Aus  demselben  GruT)de  sollen 
auch  die  weiter  mügUcheii  Fälle,  \veun  nähmtich  nicht  9)2^  und 
sondern  irgmid  ein  anderes  Paar  ane  den  hypercyclischen 
Functionen  tob  als  bekannt  angenoinneD  wird,  gau  nltStiU- 
sehweigen  Abergaogen  werdeu» 

j.  23. 

8etst  man  in  den  Formeln  des  §.  19.  dnrcbgiag%  ^  anstatt  - 
jf  nnd  snbstitalrt  dann  anstatt  der  einselaen  bypercydisdien  KinH 
dionett  tod  yi  ihre  Wertbe  ans  $.3.»  so  kommen  folgende»  Ar 
imaginire  Wertbe  der  Veranderlicben  geltende  Gleiehnngen  aam 
Vorscheine : 

+  y*>  +  ^       y»)  =       '93f  • 

^K« + yO— — yO  = •  ^y — ^-»^  •  a^)  * 

f    +  y*)  —      -^y»)  =  —         .    — -^o? .  %y). 

Diese  acht  tileicbnngen  enthalten  eben  so«  wie  diese  bei 
den  acht  Gleldiangen  des  §.  19.  der  Fall  ist,  die  simmtl leben 
16  Prodnete  je  sweier  hypercycltscher  Fnneüonen  Ton  x  nnd 
von  y,  Desshalb  kSnnen  umgekehrt  die  Wertbe  der  16  Prodnete 
ans  den  bezeichneten.  16  Gleichaogen  gefunden  werden.  Man 
wird  auf  diese  Art  mit  Weglassang  derjenigen  Producte»  welche 
aas  den  wirklich  angeführten  durch  eine  blosse  Verwechselung 
der  Buchstaben  jc  und  ^  hervorgehen,  erhalten: 

49)0? .  (py = 9>(»+y)  +  y) + 9(«+yO + y<)^ 
i^.fOf  s=  x(a?— y)~ix(«-l'y»)  +  yt"), 

d^.ey  =s  l(«-y)+«(x+yt)-«(«r— yO, 

^»«•xy =^*+y)'^*(*'"y)"~*^^+y**) + ^^v«— y»> 
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4^ar.     =  —  3c  (a:  +  //)  +  x    — 2/) — h    -f-^^O  +  'z(^  . 

Mittelst  dieser  Ausdrücke  lasst  sich  jedes  Produet  z dreier 
beliebigen  hypercyclischen  FuDctiooen,  und  durch  wiederholte 
AnwendaDg  derselben  Formeln  auch  ein  Produet  von  drei  oder 
ooeh  mehreren  solchen  Functionen  in  eine  blosse  Summe  oder 
Unterschied  von  eben  der<:lelchen  Functionen  verwandeln,  wai 
hier  die  nähmlichen  Dienste  zu  leisten  vermag,  wie  die  ähulicbeo 
Verwandlungen  der  Producte  mehrerer  Sinus  oder  Cosinus  in 
blosse  Summen  oder  Unterschiede  derselben. 

Um  z.B.  den  Ausdruck  q>mx .il^nx.dx  zu  integriren,  verwandle 
man  das  Produet  tpmx.'tpii.r  mittelst  der  dritten  obigen  Formel, 
Indem  man  darin  mx  anstatt  x  und  tix  anstatt  y  setzt.  Dadurch 
erhält  man: 

und  hieraus  vermöge  {.  18.: 

f tpmx .  t\}nx .  dx 

g(in-t-w)a:     ^{vi—n)x     l(fn\ni)x  ^^{m^ni)x 

4(m +»)"*■  4(m— Ii)      4(//i-fjii)      4{i«— wO  +  ^' 

Dieses  Integral  erscheint  allerdinus  theilweise  unter  imagi- 
nSfer  Form.  Dasselbe  kann  jedoch  sogleich  in  eine  durchgängig 
reelle  Gestalt  gebracht  werden,  wenn  man  die  Functionen  ^{m\ni)x 
und  l(m — m)x  vermHire  §.  20.  zerlegt,  anstatt  der  Functionen  der 
einfach  imaginären  Veränderlichen  iixi  ihre  Werthe  aus  §.  3.  setzt 
und  dann  die  Glieder  gehörig  abkürzt.  Auf  diese  Art  wird  man 
finden:  *  ^ 

^       ^  4(//j-f-7i)*  4(m~w) 


I« 


m{%mx ,  ilffix — ^mx .  tpnx)  f  n{(pmx . Inx — .  'jjna:) 


§.  24. 


C. 


Uut^  den  Producteu,  deren  Werthe  in  §.  23.  gefunden  wur- 
den, verdienen  diejenigen  besonders  hervoi 


\ 
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fa  mMktu  die  Üeldi««  ffWwm  alv^rlei  li^|p«db«li«cha  Fmi- 

diiMi  «ind.  Nimmt  man  in  diesen  vier  Producten  ^so?  aü»  90 
gebeii  dieaelbeu  iu  zweite  Poteiixuii  über  und  luau  eribfilt: 

i^b:  Kv2«-M -i-aiKi -1^  0«). 

well  ^^f)«=s  9(14-1)«  mid  t^;(l— t^;(l +  0*  U^,  w\b 
man  rieb  aus  der  Besebaffimbeit  der  Reiben  d^s  $.  oder  auch 
mden  fm  Aofaiige  dee  43.  «ntbaltetien  Gleichungen  feicht  öber- 
leogt,  wenti  man  in  der  dritten  und  ffioften  derselben  vssa 
•ebt  ■ 

MeMIplioift  me  die  ebee  «etbedeeee  Werlbe  vee  x^^* 
ftß,  ^  eacb  der  Ofdnun|[  wieder  dsteb  ^;r,  xa,  i/;;r»  ^  nnd 
remeedett  die  ftef  der  reebtae  Seite  dee  Glelthheitszeichens  steh 
«rgebeedee  «Predaete  vermöge  §.23.  neaerdingä  in  Summen  oder 
Unterschiede)  so  werden  dadurch  die  dritten  Potenzen  der  hy. 
percydiächeu  Fuuctioiieu  in  blosse  Summen  oder  Unterschiede 
solcher  Functionen  um^jeformt,  nod  es  ist  zugleich  klar,  das*  dercb 
wiederholte  Anwendung  diese«  Verfahrens  auch  die  vierten  and 
noch  höheren  ratenden  in  Summen  und  Uoterschtede  verWandek 

weiden  iuisnei^  nm  ia  manelieQi  Föllen  ven  Metaei  eehi  aMgi*  - 

So  z.  9,  findet  man  auf  die  eben  bezeichnete  Weise: 

1 

und  felgUcb  iel 

e 
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Die  Vvrwandlang  dieses  letilen  Wertbes  in  eine  durchaiB.^ 
reelle  Form  kann  aof  dieselbe  Art  bewerkstelliget  erden,  welck.^ 
▼orhiD  an  dem  Beispiele  des     23L  gezeigt  vrorden  ist. 


§.  25. 

Betrachtet  man  das  im  Vorfaergehenden  zur  Darstellung  der 
PotenzeD  der  bypercycliscben  FauctioneD  gebrauchte  Verfahren; 
so  wird  man  sieb  uberzeagen,  dass  jede  solche  Potenz,  sobal(/ 
der  Exponent  eine  ganze  additive  ZabI  ist,  als  Summe  oder 
Unterscbied  einer  bestimmten  (endlichen)  Anzahl  von  Gliedern  sieb 
ansdrOcken  lässt,  deren  jedes  nebst  einem  constanten  CoefTicieDteo 
noch  eine  hypercycliscbe  Fonction  eines  Vielfachen  von  x  als 
Factor  enthält,  wo  aber  onter  den  Vielfachen  nicht  bloss  solche 
mit  reellen  and  zwar  ganzen  additiven,  sondern  auch  mit  com- 
plexen  Factoren  Torkommen.    Es  muss  nun  gewisse  Gesetze, 
and  auch  Formeln  als  Ausdrack  derselben  geben,  mittelst  welcher 
jene  Darstellung  in  allen  einzelnen  Fällen  in  Ausführung  gebracht 
werden  kann,   leb  habe  solche  Formeln  durch  Induction,  als  den- 
jenigen Wege,  welcher  sich  zaerst  darbietet,  um  dieselben  nicht 
nar  zu  finden,  sondern  auch,  nachdem  sie  gefunden  wurden,  aof 
bekannte  Art  strenge  za  erweisen,  za  erhalten  gesucht  und  auch 
wirklich  aosfindig  gemacht.    Allein  die  hiedurch  zum  Vorschein 
gekommenen  Ausdrucke  haben  sich  so  sehr  zusammengesetzt  ge- 
zeigt, dass  ich  es  nicht  wage,  sie  vollständig  hier  mitzutheileo, 
noch  weniger  aber  den  zur  Erkenntniss  ihrer  allgemeinen  Giltig- 
keit  erforderlichen  Beweis  zu  fuhren.    Aift  wenigsten  complicirt 
hat  sieh  noch  die  Formel  für  die  Potenzen  der  Function  q>x  er- 
geben.   Da  wir  nun  dieser  Formeln  za  den  ferneren  Ableitongeo 
nicht  eben  nothwendig  bedfirfen  werden,  will  ich  mich  begnugeo, 
nnr  die  zuletzt  genannte  allein,  mit  Uebergehung  der  übrigen,  so 
weit  hier  anzugeben,  am  die  dabei  obwaltenden  Gesetze  deutlich 
erkennen  zu  lassen,  hingegen  zur  Beseitigung  jeder  irgend  ver- 
roeidüchen  Weitläufigkeit  die  Ansetzung  der  dazu  gehörigen  all* 
gemeinen  Glieder  nicht  vornehmen,  wie  diess  auch  aus  dem  iiäbni- 
liehen  Grunde  bei  meiner  gegenwärtigen  Arbeit   in    der  He^el 
bisher  geschehen  ist  und  auch  in  der  Folge  der  Fall  sein  wird. 
Die  Formel  selbst  ist  folgende: 


Digitized  by  Google 


mt$  ^gm  §4miom$irUckem  mmäcäu  ütrmamUim  FmmeHomm,  ^\ 

+  (3) 

+  (|)[9>(»';- 1  +ox+9(»— 1-0«] 
+  (2).W«-2+2»>+»(«-a-ai)«i 

i  . 
« 

+  (3) .  [»(«--8+3fl.4»(«»-3-»0*] 
+  (■)•(])  [9>(«-3+»)*+lK»-3-«>«] 

+  (")  [»<"-*+*!)*+9<»-*-^l 

+ (5)  •  W»-« +«0*  +  »K»  -  » 

+     •  (1)  •     -5 + 3j;«+?»(«  -5  -3i>j 

+  6)  ■  G)  •  [9'('»  -  5  +  0*  +  9K««  -  8  -J>>] 

+ (4)  ■  (2)  •  -«+*)*-H»(»»-«-af)«} 

U.    8.  f. 

Zur  richtigen  Anwendung  dieser  Formel  rnnss  bemerict  wercfof^ 
daiBS  die  in  den  zwei  erstenZeilen  befindlu  hen  reell  en  Vielfachen 
von  X  nur  so  weit  fortgesetzt  \\enieii  dürien,  al.4  die  Factoren 
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Vielfacfieii  von  .r  aber  darf  der  Factor  von  i  niemals  grüüüer 
«ein,  als  der  dabei  stehende  reelle  Tbeii  des  Coeiücienten  toti 
wMdialb  alle  Glieder,  woria  diess  der  Fell  «elo  wurde,  ganz  bin* 
weggeleieeD  werden  iiifissen.  Für  alle  geraden  Werthe  von  % 
ist  nocb  inelieeondere  beiiiifiigen,  deee  von  demjenigen  GHede 
der  swei  ersten  ZeUee,  wefchee  ven  x  onebh&ngig  ao^lt,  nor 
der  ifierte  Tbeii»  Ten  ifeejeulgeii  niHer  den  fibiigeii  Glieden 
*  blDgegee,  bei  weleheD  der  Factor  votf  I  dem  dabei  beftidficboi 
reeüeii  Tbeile  dee  Coeflieietttcii  von  m  ebeo  gleich  1*1*  nar  db 
Billte  deMen  geoommen  werden  darf,  waa  in  GeadUMdIcit  der 
Fermel  als  Coefficient  desselben  Gliedes  sich  ergeben  würde. 

mmen  BeaMrfcBBgen  gearita  ediäll  ann  a.  B.  fiir  «=6; 

4 f> -f  9K3— ^] 

Man  wird  noiil  ohnehin  nicht  übersehen  köiineu,  da^s  dieser 
Werth  etwas  kürzer  sich  darstellen  lasse,  weil  9?(3-f3i)a:=qp(3— 3iV, 
tp{^ "li)x  =  —  2i)jr,  (p{\-{-i)x=^  (p{\  —  ist;  nur  zuiu  be- 
hufe  der  leichteren  Ver^leichung  mit  der  allgemeinen  Formtl 
worde  er  im  unabgekärzten  Zostande  hieber  gesetsl. 

Späterhin  soll  noch  eiu  anderes  Verfahreu  angedeutet  wer- 
den, mittelst  dessen  gleichfalls  die  Potenzen  der  hypercycli- 
scheu  Functionen  durch  Functionen  vielfacher  Werthe  der  Ver- 
knderlicbeA  ausgedrückt  werdea  M>uaei|* 

Durch  Hilfe  der  Gleicbvngen  dee  ^  19.  sind  wir  In  den  Staad 

gesetzt,  die  hypercyclischen  Functionen  für  alle  in  einer  arithme- 
tischen Progression  fortschreitLMiden  Werthe  der  Verfinderlichcn 
aus  einander  nach  und  nach  herzuleiten.    Durch  Substitution  voo 
— Ijy  anstatt  ;r ^erhält  man  uäbmlicb  daraus: 
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t 

md  anclit 

t(.(*+ny)=    2x,y.  x(x+(n-l)3/)-9^jr.t(ir+(i»— l)sf)+«(«+(«»-2)jf). 

Wird  hierin  nach  und  nach  ^=:^.  3,  4  u.  s.  f.  angenommen, 
80  ert^ehf^n  sich  die  hypercyclisch(  n  Functionen  der  in  arithmeti- 
scher ProgresgioD  fortschreitondea  Werth«  + 
u.    f.,  und  zwar  eine  j«4«  woA-  iliMI  Ml«  sw^l  verftchie4«nen  For* 
n«lo,  «oIhUiI  dl»  Fwctitots  von  d?»  f  «ftd        bakamil  «Mt  • 

Oian  die  vier  ersten  und  die  vier  letzten  vorste- 
henden fileichuntjen  paarweise  zusammen  und  halltirt  sie  dann, 
60  findet  man  neue  zu  gleichem  Zwecke  taugliche  Formeln,  In 
welchen  die  hypercycHscben  Functionen  für  s-{-ny  nur  von  jenen 
för  ar-f  (n— oicbt  aber  siigleich  für  Ar-|-(n— abbKngen» 
Forneln^  die  auch  uamUteibar  was  §.  «rliaiteii  wenden,  indom 
mao  dort  afi-in—ljg  anstatt  w  aabstitairt  fia  iat  n&hmliciii 

Der  einfachste  Fall  zur  Anwendung  dur  rnrhnrgahwidmi  Ana« 
tlrücke  tritt  dann  ein,  wenn  in  denselben  y  s  :r  angenawMii'iwM 
IMotek  ^ibeii  die  viet  aratea  in  Ibiganda  ftbanl  . 


Digitized  by  Google 


3d4  Knar:  Enimicklung der  torulgOchsien  Eigenschaften  einiger 
^{n + l)x  =  2fpx .       -f       .  ^ÄT — if(n  —  l)x , 

Die  fibrigeo  ans  §.  26.  dorch  die  näbn liehe  Substitotion  sich 
ergebenden  Werthe  will  icb,  als  für  die  Folge  leicht  entbebrlich, 
ganz  öbergehen. 

• 

Man  siebt  frobl  anf  der  Stelle,  dass  mit  Hilfe  der  eben  gefbn- 
denen  Formeln  die  hypercycliscben  Functionen  aller  Vielfaehei 
▼on  X  berechnet  werden  können ,  sobald  nur  jene  Ton  jt  be- 
kannt sind. 

Ee  ereignet  sich  zuweilen,  dass  man  die  hypercycliscken 
Functionen  keineswegs  für  sämmtliehe  Vielfache  von  x,  ton* 
dem  entweder  nur  für  gerade,  oder  auch  ausschliesslich  tür  nn- 
gerade  Vielfache  zu  erhalten  wfinscht.  Für  solche  Fälle  kooD« 
aus  }.  26.  andere  biezu  bequeme  Ausdrucke  hergeleitet  werdeo. 
Setzt  man  nähmlich  darin  zuerst  y=i^2x,  so  erhält  man  für  die 
ungeraden  Vielfachen  folgende  Formeln: 

<p(2n  +  \)x  =  2^20? .  9>(2ii — l)x—2^2x .  iffi^n  —  l)x — g>Ofn — 3)jr, 
X(2«+l)j:=2^2ar.  x(2ii  — ])ar— 2i/;2ar.|(2«- l)ar— x(2it— 3)jr, 
^(2«  + 1 )  =  2<p2x .  ^(2ii  —  +  2i|;2ar .  tp('2n — —  -^(2» — 3)x , 
{(2n  +  l)x  =  2<p2x .  |(2ii — l)ar  +  2if2x .  %  (2/1 — — 1(2«  -  ,1)« ; 

fSr  gerade  Vielfache  aber  findet  man,  indem  man  2x  anstatt  j 
snbstitnirt  und  zugleich  y=z2x  setzt, 

ip{2n + 2)x = 2<p2x .  ip2nx — 2%l>2x ,  if2nx  —  (p  (2n — 2)x , 

X(2n +2)0?  =  2q>2x .  x^nj:— 2t|;2a: .  1 2ii:r  —  x  (2n — 2)a: ,  . 

^2n + 2)ar  =  292j:  .  ^2nx  +  2^2j?  .  g>27i.z  —  ^  (2» — 2)  j: , 

{(2n  +2)jr  =  2<p2x,^2nx  +  2ip2jr.  x2«:r— 1^  (2n  —  2)ar. 

Mit  den  hier  gefundenen  Gleichungen  lassen  sich  mancherlei 
Veränderungen  vornehmen  und  mehrere  verschiedenartige  Folge- 
rungen daraus  ziehen,  mit  deren  umständlicher  Auseinandersetzung 
ich  mich  nicht  aufhalten  will,  da  sie  uns  zu  ferneren  Ableitungeo 
nicht  noth wendig  sind.  Nur  die  Bemerkung  glaube  ich  ausdruck- 
lich beiffigen  zu  müssen,  dass  sich  daraus  auf  dem  Wege  der 
Indnction  allgemeine  Formeln  aufstellen  lassen,  mittelst  wel 
eher  die  hypercycliscben  Functionen  der  vielfachen  Werthe  ni 
durch  die  Functionen  des  einfachen  W 
rden,  und  zwar  kennen  in  diesen  Forj 


Digitized  by  Google 


PttteDBen  «fieser  leUteren  Foncßoiieo  ndt  gansen  additiven  uz- 
poneeten  ▼orkommen«  wie  diese  ans  der  BeechaffenheH  der  Ter- 
•(•iieDdeD  Gleicbangen  sogleich  eideacbtet.  Es  gen6gt  jedoch» 
Uer  irar  die  Mdglichkeit  soleher  allgemeiiier  Formeio  tod  der 

ang:ezeigten   Beschaffenheit  erkannt  zu  babeo,  die  wirkliche 

Herleitung  derisclbeu  öoü  auf  eine  andere  Weise  bewerkstelligt 
werden,  welche  besser  geeignet  ist,  eine  Uebersicht  liber  die  Ge- 
sarn  tut  heil  aller  verschiedenen  hiebei  mügiichen  Ausdrücke  zu 
gewähren. 


§.  2a 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  die  in  §.  9.  angegebenen 
Werthe  der  Potenzen  e*"'",  e-^ ,  e'^^,  durch  die  einzelnen 

Bachstabee  C,  D,  a&bnlich: 

Durch  Erhebnag  warn  Exponenten  n  erh&IC  man  biemos 

Ans  {.&  ergibt  sieb  aber,  wenn  dort  nx  anstatt  x  gesetct  wird: 

♦ 

folglich  ist,  wenn  hierin  anstatt  der  Potenien  to»  e  die  ang^- 

heuen  Werthe  eingetuhrt  werden» 

■  • 
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* 

I 

Sub«titairt  man  nun  in  diesen  Formeln  anstatt  B,  C,  D 
ihre  gieicb  anfangs  aufgestellten  aus  §.  9.  entnoninieneo  Werth«, 
«Q  ecbält  man  allgemeioe  Ausdröcke  für  die  hypercycliscben  Fun- 
ctionen von  nx  durch  die  Functionen  der  ein  fach  en  Wertfae  j;, 
deren  Analogie  mit  denjenigen,  durch  welche  die  Sinus  und  Cosi- 
nns  der  vielfachen  aus  den  Sinus  und  Cosinus  der  einfachen  Bo- 
gen gefunden  werden,  nicht  verkannt  werden  kann. 

.  29. 

•  •  .    •  I' 

In  den  vorhin  angegebenen  VVerthen  von  A,  D  siad, 

wie  man  siebt,  die  sämmtlichen  hypercycliscben  Functionen 
von  X  enthalten,  daher  mflssen  diese  letzteren  auch  in  den  daraus 
hervorgebenden  AusdrOcken  fOr  qtnx,  'ji;n9 y  A\fnx ^  ^nx  s%mmiX\f3^ 
vorkommen,  wenn  nicht  etwa  zufällig  eine  von  ihnen  durch  ge- 
genseitige Aufhebung  der  damit  behafteten  Glieder  daraas  ve^ 
schwinden  sollte.  Wir  wissen  aber  aus  {.  11.,  dass  die  beiden 
Functionen  xx  und  ^x  durch  die  beiden  andern  (px  und  ^j:,  wie 
auch  umgekehrt  <;^,  t^j;  durch  £jr  dargestellt  werden  können. 
Snhstituirt  man  nun  in  den  Ausdrücken  f^'r  Ay  B  ^  C,  D  entweder 
anstatt  xx  und  oder  anstatt  ^px  und  t^x  ihre  Werthe  aus  {.  IL, 
so  werden  darin  im  ersten  Falle  nur  die  Functionen  «po?,  ^jr, 
im  anderen  Falle  hingegen  nur  x^*  noch  vorkommen,  so  dau 
dann  auch  die  hypercycliscben.  Functionen  von  nx  ausschli^sslidi 
nar  entweder  durch  fpx  und  oder  durch  ""^  ausgedruckt 
gefunden  werden.  Die  durch  die  eben  angezeigten  Substitutionen 
anfänglich  sehr  verwickelt  sich  ergebenden  Ausdrücke  f&r  A,  B, 
C,  D  werden  durch  die  bereits  in  §.  12.  vorgenommenen  Ver* 
kfirinngen  ungemein  vereinfacht.  Wir  bähen  nämlicb  dort  gefbn- 
den,  dass 

iwx» — «Ja?  =  «V(l — VJ'* + ^op* — ^2tcpx .  ^x) , 

wx'se — totix  =  — tV(l  —  g>x*  +  r^fx* + 2i<px .  t^ar) , 

<px  +  vlfx  =  V(l — ^xx ,  ix  +  ixx^ — i^*) , 

q>x  -  i^x  =  Vil—^xx.^—ixx^  -|-  i^x^) 

sei.   Setzt  man  nun  entweder  die  beiden  ersten  oder  die  bei- 
den letzten  von  diesen  Wertben  in  den  / 
C,  Dt  so  gehen  dieselben  entweder  in  ^ 


Google 


mit  den  goniwuelrisc/ien  %m4cAsl  vermatuUen  fimeiümgn»  Mf 


oder  im  zweiten  Falle  iu:-  .      -  . 

C=iW3^— icfo:  +  V(l-— 2xar.£j? +t3ta;* — t|j;*), 

über.  Je  nachdem  dann  entweder  die  vier  ersten  oder  die  vier 
ietiten  von  diesen  Wertiien  in  den  Anedrficken  des  $.  28.  für 

fnx,  inx ,  ipnx  y  lux  angeweodet  werden,  findet  man  diese  Fuii- 
cüoQcu  clUueder  durch  <px  und  i\>x  oder  durch  ^x  und  ^  dar- 
gestellt 


.     §.30.     ,   .        '        w  1  ,   -  »\ 

Dem  Voiht  rji^t'heiiden  gemäss  besitzen  wir  drei  verscliiedene 
Arten  von  Ausdrücken,  mittelst  welcher  die  hypcrryclischen  Fun- 
ftiofren  von  iix  durch  die  Functionen  von  x  dariie^Jtelit  werden 
kuoneii,  nahnilicii  entweder  durch  die  sämnitlichen  Functionen 
f^.lXj  '^x  y  h^x  oder  ausschliesslich  durch  90?,  t^;r  oder 
tadlicb  durch  xx^  |:r.  Die  weitere  Entwicklung  dieser  Ausdrücke 
hon  auf  überaus  niannigfal  tigeWeise  bewerkstelliget  werden, 
je ntebdem  man  die  Potenzen  A^,  B*,  O,  nach  steigenden 
oder  fallenden  Potenzen  der  einzelnen  Functionen  ipx,  ^or» 

ovdoenr  iviil«  so  dass  eine  vollständige' Auaföiintng -aller 
Micbeo  Entvricklungen  notbwendi^  einen  sehr  befrächtlicHen  Um« 
fang  einnehmen  miisste.  Diess  liegt  jedoch  gänzlich  ausser  dem 
Zwecke  meiner  gegenwärtigen  Arbeit.  Ich  bcgruige  mich  daher» 
fiir  jede  hypercyclische  Function  nur  eine  einzige  solche  Ent- 
vickluns;  wirklich  vor/iinehiiien,  \\  ol (  iip  gleichsam  als  Probe  d:nnen 

um  zu  zeigen,  welcher  üehandiufig  lier  Gegenstand  fähig  sei, 
Qad  sogleich  «tfie  «Vorstellung  von  fle#  ßo«cbaffeiüteitider  auf 
diese  Art  an  erlangenden  Resultate  zu  gebeft^      .  '<  .  •  .  •    -  • 

Setzen  wir  zur  Verkürzung  der  Ausdrücke 

5f=:9d;— *l^ar      und      n^ipx h^x , 

Iktü  XXYU,  IT 


1 


am  M 

vnd  folglidi,  wran  diese  WerilM  ia  dem  vier  erste»  ia 
KefeMieMii  AiuiMcfcee  vee  C,  D  ephetHrfit  fvefdea. 


Noo  uberzeugt  man  sich  auf  demselliefi  Wege,  weldbea  La* 
greage  M  4cr  EoiwicUnig  der  Siew  aed  Cueiw  Tid&ck« 
Bogeo  betreten  hat,  ohne  dessbalb  Iiier  eine  mmBfiiüScbe  Aw 
eineiidereetzuDg  nethweedig  sn  mcIwb«  daee 

+  — TO  «+^' 

fi»  =    + V(y*  -  i))"  =  (2»)«  -  ^  0J )".-» + ^^^^7^  t2,)-« 

.  1.2.3  ^"^^ 

C  =    +  V (x-  - 1)}'  =  (2*)«  -^(2*)-^  +^^1^(2»)"-* 

«f«— 4)(n  — 5)  _  ,  . 

«(»  4^  4Xyi  4- 5) 
*      1.2,3  ■r  wr^  +  '- 

i#t  Werden  diese  Werthe  in  den  Aosdnlcfeen  Ton  tpnx  md  i 
des  §.  28.  wibeiteifl»  nid  sngteicii  diejenigen  Glieder»  wekk  | 
glekbe  Potenzen  wmm  f  md  Yeo  s  eotbaiteB,  geliSilg 


.  I 
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ii(n+4)(«  f  5)  ,  ^  ^  , 

m 


Teriier  ist  \ 

3r=  (^p*— ^yf^(  l^iy«"^^ 

daher 
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Niromt  man  in  diesen  beiden  letzten  Gleichnngen  nach  und  nach 
n  —  2,  n — 4,  n — 6,  u.  s.  f.,  dann  auch  — w,  — w— 2,  — w— 4, 
—  71*— 6,  u.  s.  f.  anstatt  n  und  setzt  die  hiedurch  zum  Vorscheine 
kommenden  Werthe  in  den  vorhergebenden  Ausdrücken  von  (jpn.^ 
und  f\fnXf  so  erhält  man  endlich: 


Vi(n— 4)(n— 5)  ^,  /»— 6^ 

U.  8.  f. 

I  '        +("4  -("e^)9>x-"-».i/;^:H  1 

n(n+4)(n  +  Ö)  /n+7\         ^  ^ 


1.2.3 


•    - ; 


Google 


mit  den  goniomeifhcUen  zunächst  verwandten  luncthnen»  401 


*  •   *  ■  ft  *^ 


V  5^  JqP'^"*    •V'a?*^!    7    l^x^^'.y»'^  + ....  J 


n.  ft,  r. 
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Jeder  der  beiden  gefandenen  Ausdrücke  besteht  ans  xwei 
deutiieh  von  einander  geschiedenen  Doppelreihen,  die  aber, 
wie  man«iefa  leicht  überzeugt,  so  besehafen  sind,  däss  sie  wech- 
selseitig in  einander  übergehen,  wenn  in  denselben  das 
Vorzeichen  von  n  geändert  wird.    Die  erste  Doppelreihe  enthäJt 
in  bdden  Ausdrücken,  sobald  n  additiv  ist,  anfangs  eine  oder 
mehrere  Potenzen  von  (px  mit  additiven  Exponenten,  erst  in 
weiteren  Verlaufe  kommen  darin  Potenzen  von  tpx  mit  subtra- 
ctiven  Exponenten  vor,  hingegen  in  der  zweit en„  Doppelreihe 
befinden  sich  in  dem  vorausgesetzten  Falle  keine  anderen  Potenzeo 
von  fpx  als  nur  solche  mit  subtractiven  Exponenten.   Ganz  das 
Umgekehrte  tritt  ein,  sobald  n  subtractiv  angenommen  wird. 
In  diesem  Falle  enthält  nur  die  a weite  Doppelreihe  anfänglich 
Potenzen  von  <px  mit  additiven  Exponenten,  in  den  späteren 
Gliedern  aber,  so  wie  in  der  ganzen  ersten  Doppelreihe  kommen 
keine  anderen  Potenzen  von  <px  zum  Vorscheine,  als  nur  solche 
mit  subtractiven  Exponenten.   Nun  wissen  wir  aus  §.  27.,  das« 
in  den  Ausdrücken  für  qmx  und  t\fnx  ausschliesslich  nur  Poteozeo 
von  fpx  mit  additiven  Exponenten  vorkommen  können.  Wb 
sind  daher  berechtigt  zu  schliessen,  dass  in  den  vorsteheoden 
zwei  Formeln  diejenigen  Glieder,  welche  Potenzen  von  tpx  mit 
subtractiven  Exponenten  enthalten,  gegenseitig  unter  einander 
sich  vollständig  aufheben  müssen.    Durch  eine  genaue  Un- 
tersuchung und  Vergleichong  der  einzelnen  mit  solchen  Poten- 
zen versehenen  Glieder  in  den  beiden  zusammengehörigen  Dop- 
'  pelreihen  wird  man  diess  auch  vollkommen  bestätiget  finden. 
Dieser  Umstand  erleichtert  den  Gebrauch  der  beiden  obigen  For- 
meln sehr  beträchtlich,  weil  man  dabei  diejenigen  Glieder,  worin 
Potenzen  von  <px  mit  subtractiven  Exponenten  vorkommen 
sollen,  gar  nicht  zu  entwickeln  nOthig  hat,  da  sie  ohnehin 
später  wieder  wegfallen  würden.    Man  braucht  daher  stets  cor 
eine  der  beiden  Doppelreihen,  entweder  die  erste  oder  dii 
zweite  anzuwenden,  je  nachdem  n  additiv  oder  subtractir 
ist,  und  auch  bei  derselben  nicht  weiter  vorzugehen,  bis  darin 
Glieder  mit  subtractiven  Exponenten  von  (px  erscheinen  sollea 


«  Um  auch  für  die  Functionen  %ftjr  ^und  Inx  ähnliche  Ausdrucke 
zu  erhalten»  besteht  das  leichteste  Mittel  darin,  die  vorhergehend 
für  fpnx  und  y\>nx  gefundenen  zu  differ entiiren.  Beschränkt 
man  sich  hiebei  zur  Verkürzung  der  Formeln  auf  den  Fall,  treon 
ti  additiv  ist,  was  auch  zum  wirklichen  Gebrauche  vollkommeo 
zureicht,  weil  ohnehin  i[ü—nx)r=z  —  j^jr  ir--*  ^ — ^ —  *" — *•* 
so  wird  man  auf  diese  Art  nach  Weglas 
Wehen  Factors  n  erhalten: 


•  > 
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Mfher  hwarkt  wurcle,  oar  lEte  ganse  additive  WiKlIier  ?r9l» 
•  gdteo;,  darf  in  der  EntwkUong  ilirer  Glieder  nicbtr  weiter  var» 
fttdkrittea  irerden,  bis  Potenxen  von  tpx  nit  eubtractiven  Espo« 
senten  vorkonmien  sollen,  weil  alle  noch  folgenden  Glieder  van 

gelbst  wegfallen  müssen,  indem  »\e  sich  mit  den  beieits  wegge- 
lassenen aus  deti  zweiten  Doppeireicbeo  des  eptspringeuden 
Güedero  gegenseitig  auf bebeou  *    •  < 

$.32» 

In  §.  30.  und  §»  31.  ist  an  einigen  Beispielen  gezeigt  worden» 
m1  welcbo  Weise  die  Entwieklung  der  Functionen  (pnXf  xnx, 
fjnw  unmittelbar  aua  den  Formeln  des  §.  2S.  oder  $.29'. 
bewerkstelliget  werden  kenne,  ohne  dabei  der  Reiben  zu  bedfirfen, 
idttelst  jselcber  die  Sinus  und  Cosinus  vielfacher  durch  die- 
idben  Functionen  der  einfachen  Bogen  ausgedrQckt  werden» 
Will  man  aber  diese  letzteren  Reihen  als  bekannt  yorausaef^fHlp 
ttod  sich  darauf  stützen,  so  wird  dadurch  die  Arbeit  nicht  unbe« 
trachtlirh  erleichtert.  Aus  §.  4.  ergibt  öicb  u^hmiich^  wenn  dort 
nx  äostatt  x  gesetzt  wird, 

>  ffnx    ^(co8  nsewk^  cos  nxw) « 


%nx = ^  (sin  nxvoi  -f  i*  sin  nxw), 
^^nx = (cos  nxwi —  cos  nxw) , 

inJ^c=-^(tsinJMPlei+aia»mlP)•  > 

Hier  kennen  nun  die  imaginüren  Bogen. umI  nndv  nxw  als 

Vieliache  von  a^wi  und  a-w  betrachtet  und  dem^emäss  vermit- 
telst der  gedachten  sroniometrischen  Reihen  dlf  Sinus  und  Cosinus 
jener  Vielfachen  durch  die  Sinus  oder  ('o.siMus  der  einfachen  üo- 
gen  a:wi  und  a:w  auf  die  hekaniiten  verscfiieth  n«n  Arten  ausge- 
druckt werden.  Setzt  man  dann  noch  anstatt  cos^rtrt,  sin.3rm', 
C08XW,  sin  jrto  ihre  in  §•  9.  angegebenen  Werthe,  so  erhält  man 
offenbar  Ausdrücke  ffir  ipnx,  pi:^,  ^nx,  Inx,  welche  mit  denjenl* 
gen  fibereinstimmen  mfissen»  die  durch  das  vorhergehend  an|^e- 
wendete  Verfahren  unmittelbar  ,800  den  Gleichungen  des  ^.  iS6.  ^ 
abgeleitet  werden  kennen. 

« 

•   ^n'  elnzehkea  Beispiel  wird  genfigen,  die  so  eben  erklärte 


r 
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Methode  vollkommen  deatlich  za  machen.  Ich  ^äble  hieza  aus 
den  Terscbieden  gonioroeirischen  Reihen  diejenige,  mittelst  welcher 
der  Cosinus  eines  TielfacheD  darch  den  Cosinus  des  ein- 
fachen Bogens  nach  steigenden  Potenzen  geordnet  gefunden 
wird.   Dieser  Reibe  gemä/«  ist  für  angerade  Wertbe  von  n: 


co8itn9i  =  ( — 1)  *  I  jcosMt  ^  (cosxtri)' 


i,(n«^l)(yfg— 9) 

5! 


(cos  JTfCl)*— ...J,  1 


cosfixip  =(— 1)  »  I  jcosjTw  ^^"21 —  [cosxw)^ 


!!(«*— l)(ng  — 9) 
51 


(cos ortr)*— ...  J; 


und  f&r  gerade  Wertbe  von  n: 

-r     «•              it*(ii*— 4) 
njrtoi = (— 1  —  y(cos  j:ipi)*+ — ^-jl  ^(cos  xwi)^ 

n*(n» -4)  (/!«- 16)  ^  "l 
 (cosa:trO*+...  I' 


cos 


6! 


-r      n*  n*(ii* — 4) 

cosMxto  =  (— 1  —     (cosxtc)*  +  -^-^^ —  (cos  w)* 

4)(„2_  16) 


61 


(cosj:«e)«-f  ...j 


Durch  die  Sobstitation  dieser  Wertbe  in  den  obigen  Ao» 
drficicen  f&r  qmx  und  i/zna:  erhält  man,  wenn  zugleich  cos:rtci=Q 
und  co8;rter=:z  gesetzt  wird,  fÖr  ungerade  «: 


) 


«(^«-l)(l^«-9) 
+  51  (.V* + 2*)  - 


1 


«(n*— 1)'"» 

•  +  6i 
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mi4  den  yoniomelriachen  %unä€hsi  pencMuUen  VvtucUitma,  4U7 
and  lür  gerade  n: 

Muü  i»i  aber  vermüge  $•  tf» : 
uüd  daher 

'  ,y  +  »•  —  2(9**— löya^.^^-         t**— l'J^X 

a*  s.  r. 

1»=— 2i(59jr*.^.T— 109?:r*.i|;.i;»  f  ^ffijT^, 

O«    8.  f. 

Werden  diese  Werthe  in  den  Verhergehenden  Ausdrücken 
»ub&titulrt,  äo  ergeben  sieb  daraus  eadiicb  für  ungerade  r<  die 
Formein:  '  . 
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n-l. 


/    i/VPw        n(7i*— l),    ,    „  ^ 

» 

hiogegen  für  gerade  »  findet  man: 


ynar=(— 1)  *  I  ij- 2g7J7.v.r  ^^^p  (4^0:*.  v:r— 4qpa:.  y/Ä*) 


Id  dem  Verfahren  des  §.32.  kann  inAofeme  eine  AbSndenmg 
Torgenommen  werden,  dass  man  dabei  anstatt  der  GlelcbangeD 
des  §•  4t  jene  des  §.  5»  xnm  Grunde  legt.  Dadurch  erhalt  man 
In  der  Regel  mit  grosser  Leichtigkeit  neue  von  den  Torbergeben« 
den  verschiedene  Entwicklungen  der  hypercyclisclien  Fun- 
ctionen von  7/.r,  mittelst  vvelclier  diese  letzteren  aber  nicht  bloss 
durch  die  hypercyclij$cben  Functionen  von  or,  sondern  zugieicfa 

durch  die  Sinns  und  Cösians  der  Bogen  -^^^  und  ^  ausgedrückt 

werden.         .i-      .  .  . .  . 

Denn- durch  Aiiftö/s.ung  4«r  Gleichungen  des  {.  5,  ergibt  sich: 
und  auch 
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Penieir "folgt  mmi  denselben  Gleichungen,  wenn  man  dmin 
anstatt  x  eetit» 

nsc  fios% 

* 


r 


£Btwkkelt  man  biiq  m  diesen  letzten  Ausdrucken  die  Sinoe 

!  .  •- 

vnU  Cosinus  des  Imaginären  Bogens         vermittelst  der  gonio- 

natrisclien  Reiben  entweder  nacb  eteigenden  oder  fallenden  Po- 

»jtt 

tenzeo  des  äious  oder  Cosinus  von       nud  sulistituirt  anstatt  der. 

letsteren  Ihre  Torhin  angegebenen  Werthe»  so  erbMlt  man  für  die 
Functionen  vnx,  fw.Fonneln»  welelie  meietentbfils 

einfacher  s^n  werdeiH  aU  TerniOge  §.  30*  oder  {»32.»  In  welchen 
aber,  wie  eeben  bemerkt' wurde ,  auch  die  Sinus  und  Cosinus  von 

^      .y2  ^^'^^K^^'i^WB,  di^ daher gleiebfalle  ab  l^e^not  voraus«^ 

^  gefetzt  werden  musseh.  '    ■  ^ 

Als  Beispiel  zur  Anwendung  dieses  Verfahrens  nehme  ich 
rdie  goniometris'chen  Reihen»  di^rch  trelche  die  Sinne  und  Cosinus 
^es  Tfelfachein  Bogens  durch  den  Sinue  des  einfachi^ti 
.  nach  fallenden  Potenzen  dai|^teUt  werden.'   Dieden  Reihen 
^gemfan  Intflir  alle  additiven  ungeraden  Werthe  von  m 

( -lM(2sm^-»-("  J-) 

•ln^«(-.l)"-i^ .  U(2.;in  ^|)»-^(28in 

7fry-(2ein;|^^)«*-*  Isa-.ä    (2sio~g)*-«  +  ^J, 


Digitized  by  Google 


410  Xmmr:  Siiiwicäkm^Mtir  wmipMiMtim  S^mKluifim  §iMgtr 

«  • 

folglich«  weon  bierin  anstatt  ^^y^  und  sin^^  von  den  vorUi 

angegebeneii  Werlbeo  die  beiden  ersten  geeetst  nnd  ngiiidi 
die  geneinscbaflKcben  Factoren  1^-*^  und  ^  hecausgebobea  werdm 

Hieraoii  ergeiien  sieb  Dm  filr  additive  vnd  nngerade  Werll» 
Ton  n  folgende  Fomelnt 


I 


,     I         tut     .  %i>x  ^«  .  n  ^  2i^j:  ^  . 


n(n-4)(n-6) 
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"     ▼-'II  o:„  ^ 


t:2~(^~^"^  +  1.2.3  (T^)  ^  "1 ' 

Bei  der  Anwendung  dieser  Aasdrücke  darf  nicht  ausser  Acht 
gelassen  i^erden,  daas  vermöge  der  Beschaffenheit  der  hiebet 
gebrauchten  goniometrischen  Reiben  keiner  derselben  weiter  fort- 
geführt werden  darf,  sobald  in  ihm  Potensen  mit  saiitractiveB 
Ezponeof  en  zum  Vorschein  Icornmen  seUeD. 

Wollte  man  Ix]  der  vorsfebrndt^n  Entu  icklunc»  anstatt  der 
beiden  ersten  die  beiden  letzten  gieich  anfangs  aufgestellten 

Werthe  Ton  cos  ^  und  sin       substituiren,  so  wurde  man  offen» 

bar  die  liypercyclischen  Functionen  Toa  nx  durch  gans  Shnliche- 
Reihen  nittclet  der  hehlen  FiMietiooen  iß  «ad  |«  assgedrfickt 
finden. 

■ 

{.34. 

Aus  den  letzten  in  $.  28.  enthaltenen  Gleicbnogen  lassen  slelV' 
omgdwbrt  die  Werthe  von  Ä^,  B%  C\      finden.  Es  ist  nibmUeht 

# 

Ä*^pnm — iupnx-i-toxPiC—wiina:, 
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Am  den  nliimlieben  GUfMangcii  4m  f.  S8i.  9iMt  muk  aber 
•ocl^  Iremi  laiie  n  =  1  aBgmomman  wird, 

ijuPÄ-j  (ii  +  fi— 
woraus  ferner  darclr'  Erbebong  tut  Patenx  ft  folgt : 


•  i, 

^  m 

1" 


Entwickelt  man  nun  hier  die  auf  der  rechten  ^»eite  der  Gleicln 
heitsaeicbeo  stehenden  Potenzen  vermuge  des  polynomiscben  Lebr- 
8at2es  uhyI  substituirt  anafatt  der  einzelnen  Potenzen  von 
B'fC»  t>  wieder  ibre  an»  den  gleicb  anfangs  auf^^estellten  Aas* 
dfjOcken  liergeDanimenan  Wertbe^  so  ergeben  sieb  offenbar  Formeln, 
mittelst  welcher  die  Potenzen         jupf'»  dorch  die 

hypercycliacben*  Pnncfiotten  vielfacher  Warthe  der  yertndar* 
lieben  x  ansgedrOcbt  erscheinen,  worin  aller  auch  znglelish' Prö- 
da cte  ¥0D  eben  solchen  Fnnctioneo  vorkommen.  Um  noch  dleie 
letzteren  wegzuschaffen,  kann  man  sich  der  Gleichungen  des  {.  23. 
bedieriüu,  mit  deren  iiilfe  man  auf  Auj>drücke  kommen  wird,  di* 
mit  den  in  §.25.  gefundenen  übereinstimfucr)  müssen.  Ich  halte 
jedonh  den  eben  nachgewiesenen  Wejj  zur  Heileituug  der  bezeicb» 
liefen  Ausdrücke  keinesweirs  für  einlacher,  als  jenen  des  ^.  25., 
schon  desshalb,  weil  man  auch  hier  ohne  Anwendung  einer  W 
ductioD  schwerlich .  zur  Kenntniss  der  dabei  obwaltenden  Gesetze 
gelangen  durfte,  kb  will  daher  nicht  länger  bei  dieeem  Gegee- 
•teiide  verweilen«  ^    - ' 
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i.  35. 


Bevor  ieb  d«i  Am  behaadelteii  Tli«ll  miper  Aufgabe  ver* 
knet  am  ta  andmn  Cntomchiiiigea  fliimngelieii»  wmm  leb  necb 
eis«  sehr  einfaebe  Folgerung  herleiten.  Settt  man  nibniieb  in 
den  am  Anfange  des  $.34.  aufgestellten  Ansdrdeben  anstatt 
B,  C,  D  ihre  Werthe  aus  §.28,  SO  erbSlt  man  avf  der  Stelle  fol- 
gfode  GleicbuDgeo: 

Die  Analogie  dieser  Ausdrücke  mit  dem  Mpirre'schen  Lebr- 
Mtie  tritt  so  deutlich  hervor»  dass  sie  kaum  erwähnt  so  werden 
haiicbt;  sie  Ist  ävgleich  die  Ursacbe»  wesshalb  ich  nicht  mit 
SUIIsebweigen  dardber  hinweggeben  wollte,  dbgi^cb  lob  davon 
w«der  irgend  eine  Anwendung  machen,  noch  «i^b  In  elfte  nftbere 
Auseinandersetzung  der  verschiedenen  Formen»  deren  sie  fübig 
mi,  mich  cialassen  oder  ihre  mimittelbare  ZarOckfiftmog  aof  dm 
Moivre'schen  Lehrsatz  zeigen  werde. 

Noch  Terdlent  ausdrfieklleb  bemerkt  an  werden»  dass  Oberall» 
«•  im  Vorbergebenden  von  den  bypereyeliscben  Functionen  viel* 
ftcher  Werthe  nx  die  Rede  war»  die  Voraussetaang  stillscbwel- 

gerid  zum  Grunde  lag,  n  sei  eine  ganse  Zahl.  Die  Ausdehnung 
^er  Untersuchuoir  auf  andere  als  ganze  Werthe  von  ft  wflrde 
jedenfalls  eine  bedeutende  Weitläufigkeit  erfordern  und  dörfte 
Tielleicbt  nicht  ohne  Schwierigkeit  sein,  wie  das  Beispiel  der 
&bnlichen  Ausdehnung  bei  den  soniometrischen  Functionen  zeigt. 
Desshalb  kann  ich  hierauf  nicht  näher  eingehen,  sondern  begnflge 
mich  mit  der  oben  gemachten  Andeutung,  indem  ich  auch  ferner- 
hin hgstündig  an  der  bisher i^^en  Voraussetsong»  dass  n  eine 
ganse  Zahl  beseicbne»  festhalten  werde. 


§.36. 

Zar  genanen  Beartbeilang  der  Beschaffenheit  der  bypercyctl» 
s«lm  FnnMlitaien  Ist  «n  to»  grosser  WiebUgkeit»  alle  diejenigen 
W«the'der  Vef&nderlicben  9  sn  kennen»  fttr  welcbe  |sde  eipM^e 
der  genannten  Functionen  gleich  0  wird.  Die  Anfllndnnf  dieeer 

4 

Digitized 


keine  Schwlftfi^^t,  , . 

Wm«  merst  die  1  unction  9  anbelangt,  bandelt  es  sich  danm 
HÄlleD  uad  lifiügiimre^  «Werthe  vv^n  ariro  bestirnnw^i .  welche 
^^"Owiclioiip  fpfTt^tf^-,  -  of?f»r  «#tiii  man  aniittt  tpx  den  W«rfi 


^2  •  ^^^^ 

CMnchnnsen  zerle&eii;  '  *'       *      *  ^^tw^'\ 


1      »    -    •  ! 


Nun  kt  bekauDt,  liiia«  eio  Casuius  nur  daaa  gleicJb  0  wH 
i«lt  ig<%Hifci  iWWb»  ^as  iiniBar4i>^i^e  ganze  Za 


bingegen  um  der  a weiten  Gieichaog  zu  entsprechen» 

^=±(211—1)2   «od  daher  afts±^  2^^'» 


sein.    Bieraus  ergibt  <lvh.  <fass  (pa;=0  sein  werde«  e<r|intd  iäi  j 
einer  der  Wertbe  aus  des  beiden 


oder 


6»V8 
2 


'  *  •••• 


2 


angenommeD  irird,  und  ausser  diesen  beiden  Reiben  gibt  es  kei- 
nen andern  weder  reellen  noch  imaginiren  Werth  von  j?,  fik 
welcfaeii  9d:=0  sein  könnte. 


Der  kleinste  juater  den  eben  getuudeaeo  reeUea 

t  •  3SV^2 

**^«lliGh  —o''  spielt  bei  den  bypercyclischen  Functionen,  wi« 
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man  aus  dem  fveiteren  Verlaufe  der  Untersuchung  entnehmen  « ird, 
nngeßLbr  dieselbe  RoUe,  wie  b^i  df  n  goDiometriscbeD  Fuiictiouen 

der  Kreisqoadrant  oder  5,  welcher  ebenfalls  der  kleinste  Werth 

geiiadit  werden»  erscheint  es  xvreciniiinig»  ein  möglichst  ein- 

dachten  Analogie  da»  Zeichen  wähle »  «o  das»  In  Hinknnfl 
beständig  •  i*  .  .         .  • 

=  ^  =2,22144  14691)  7^183  Xmi 

■  '    •  (11^ 


sein  soll.  Dieser  Bezeichnung  gemäss  bat  man  daher  für  jede 
beliebige  ganse  ^hi  |       ^.    ^    \..         \*,  ^^^^ 

=  0   und  auch   9±(2n  — l)«i.i=0. 

Anf  ganz  glifdvtWf^e  lasn^.sLA  filJe  WWt^^von  finden, 
Ar  welehe^^ssO  wird,  benn  setzt  man  in  dfeser  Gleiehmig  an- 
•iatt  fifo:  den  Werth  ans  $.  6.»  so  zeigt  sich »  dass 

and  daher  entweder 

* 


sein  mässe^  ber  mien  von  dUsen  Gteiciiungen  Vird  n^^ 
geleistet,  wenn  ^  , .„„     .., .  ,17  „ 

« 

angenommen  wird,  für  die  ander«  G|mc|iji^  hingegen  mnss 

__  • 

-^zs-Kft^  und  daher  .T  =  in7cv2.i  =  -t2»«i .» 

seb.  Demnaeh  Ist  £är  jede  beliebige  Zahl  n,  mit  Einschluss  von  0, 

«■• 

«„«1  ^0  und  auch  vii^nni*^^^* 

wÜuieBfl  lir  kei^n^n^  sMer«^)  ceeMen  «d^r  ima^lAien  Werth 
yen  « »  der  nicht  in  einer  der  beiden  Formen  i:  2n»,  ==  ±  nnV^ 
oder  ±lmniA^'3tn%V^A  enthalten  ist,  ^"^=0  sein  kann.  .,#1 
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Wemi  fttr  jc  entweder  ng  oder  a«dh  «in  VlelfocIiM  f od  % 
•ogenoniiiien  wlrdt  iMoen  sich  die  byporcydiochon  Fnnclk 
pm  letebtlo  roellorPorm  doroh  ExpooentialgröMeii  oder  dintli 

byi^ibelieelM  FwictMoeB  denteUen.  l>OBa  för  «ssji^  s--^  iit 
coe;j;?5=:coo^=  coe^i  =  0, 

jTi  ««    ^    «     w  5  . 

C0i;^=:C0fi2-=CoS2=4(l?«-|-e  «), 

«Bd  folglieli  Termdge  6. 

1         Ä      1     —     — * 


In  Bezug*  auf  die  Vi  elf  ach  od  Ton      mtfeeeo  wir  die  beiden 

Fälle  unters<iheiden ,  wenn  entweder  ein  gerade«  oder  ein  ua* 
gerade«  VielCacbe«  anstatt  x  aiigenoinmen  wird. 

Für  a^2n%i^nnV^  ist 

«•»;^  =«oeii«=(-l)«. 


mitbin 


d  by  Google 


«        (2ii— 1)»  _ 

,  ,  (2n  — 1)«  .  .... 
•fc      =:«in  ^  g-^  =  (-  !)•+* , 

m4  ktorai»  folgt; 


1)11+1       i^-ip':  i*n-l)7t 


Ich  «ikuibo  mir  dl«  Folgwaag«  w«l|lpe  «leb  hte  sebenkci 
4tg«lMtt  hat»  die  ab«  dieii  Mgleidi  MMihbtr  beimbriiigMidMi 
WmnatUm  Mch  so  mittel  bar  erwieaen  werden  kOnote«  beaeedew 
bervorsdbeben»  dies  lllr  jede  ganse  ZabI  n  atete 

]^%s— ^%  nnd  2(2»— l)a;|=£(2ii— 

kat»  iodem  ich  dabei  bemerke,  dass  diese  beiden  Gleicbuogen  ia 
eine  ei  na  Ige  anaammen  geaagen  werden  künnen»  wenn  nrnn 

aetat. 

Die  Toratehenden  Ausdrücke  mad  zur  wirklichen  n&b^ruiigs- 
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weiA^o  f^][ecbiiqi|§  dei  ^jrperryciisckeii  FimctiMKm  ^miz  bequem, 
#dbaid  man  Mcb  id^bei  der  io;;antiisi>-  ^       >4er  der  Tön  Gader- 
inann  berecboeten  Ta.eln  der  byperbi>iLr«4  beo  Fmeti«oc«  bedienen 
kann;  w^ö»  Mtf  aber  eise  f^Si^seri*  t^äulgicit  ««riafegt,  aU 
diei^e  Tafelo  zo  eewätiren  venB«'H^PDy  wird  MB  mim  hien  weoif; 
braacbhar  finden.    In  einen  Mi^hco   Falle  wM  mMU.  sieb  Cur 
;r=nr,  mit  Vorf^etf  tl^r  Reihen  de»         bedienen,  bei  deren  Ab- 
frendun;^  jeder  (»eliebiire  Grad  der  Genaaisrkeit  crreicbt  %v erden 
kaoD    Aocb  filr  x=2:r|  Ist  dieses  letztere  Vertahnn  necb  keines- 
wegs mit  allzo  gro«(^r  Unbe«]aeinlicbrat  Terbsn deb',  'tfocb  wird 
man  leichter  zum  Ziele  srelan^en ,   %Tenn  man  die  Formeln  de» 
\.  21.  anwendet.    Auf  diesen  Wegen  habe  itb  In  20  Deeimai- 
stellen  genaa  gefunden: 

»      ^  =2,30129  89023  07»4  87^16, 

jn^  =^Ti  =  1,77425  71174  6^436  7(V4.>2, 

9)25^1  =  —  3-2755  21520  62773, 

=-8,16619  19136  7*2924  17WI 

Für  höhere  Vielfache  von  tt,  wird  der  Gebrauch  der  Reihen 
des  {.2.,  wie  schon  in  benterkt  wurde,  fortnährend  unbeque- 
mer, wesshalb  tür  diese  Fälle  auf  andere  Weise  Tor!re«or"t 
werden  muns. 

6.  3a 

Die  vier  erstert  in  J*^*  äofgesteilten  Gleichungen  nehmen 
eine  weit  einfachere  Gestalt  an,  wenn  darin  anstatt  y  entweder 
TTi  oder  ein  Vielfaches  von  ity  gesetzt  wird.  Beschränken  wir 
uns  hier,  um  nicht  ueitläufiger  zu  werden,  als  geradezu  nothweo- 
dis  ist,  auf  die  beiden  ersten  Fälle,  in  welchen  entweder  y^f^x 

'•Af^ 'jf±±2^*i  'angenommen  wird.    Filr  y  —  iti  ist  ▼ermoge  §.  36. 

'IJJ^'iiir'^^rV^O,  däber  «eben  die  bezeichneten  Gleichungen  in  fol- 
gende fib(^r: 


»: 


.1  ■  .  ' 

l{x  +  TiTTi)  =    2t/;7r4 .  xCr  +  (w  —  l)7ri)  —  |(ar  +  (71  —  1)n{). 

Aus  diesen  Gleichungen  können  die  hypercyciischen  Functio- 
nen  liür  die  in   einer   arithmetischen  Progression  fortlaufenden 
der  Veränderlichen  '  ' 

P 


Igle 


nach  UDcl  nacli  ganz  leicht  gefunden  werden.  Indem  mau  darin 
it=2,  3j  4....  annirnuit,  sobald  die  Functionen  für  x  und  or-f  % 
bereits  bekannt  bind. 


§.  39. 

Werden  die  Gleichungen  deti  §.38.  nach  der  Ordnung  durch 

« 

+  (it— 1)31^,         jUx  +  (»-r 
gelbellt,  »o  erbfilt  man: 


- » 


1 

9>(ar+(fi- 

f  (ar  +  (n- 

1 

> 

■ 

9(a:+(n- 

-1)7^)' 

^«+(11- 

li 

%{x  +  (n- 

-1)«,)- 

Hierani  «rgibt  eich  ferner»  indem  man  n—  1  amtatt  'n  Mtet 
md  die  auf  eolebe  Art  sam  Voracbeine  kommenden  WeHbe  in 
den  fifilieren  «obBtitoirt, 


■^(a;-f«»t,)     _  ■ 


-f  (/i ' 

— 3;35|) 

■ 

1 

1 

-2)»,) 
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^Kaunt  man  oun  ai^rioais  in  deo  zuerst  angegebenen  Aq8> 
dracken  n^^Mstalt  «  an»  ««Iii  die  auf  solql|»i^{^^««  erbalteneo 

.WOTthe  in  ii«  I^BteB  FMirt^  wmk  OM     ill  W  iüii^iiTttb- 

Art; 


fi^-f-liSK|) 


a(»-l-»''i) 


•**    *  1. 


•Koimtliell  ititticb  ^ —  ftind«  mit  alleiniger  Ai 

mafig«  l#Ut6o,  iPBichar  In  4m 
Ordimag  entweder 


1 


im: 


oder 


1 


1 


1 


-i-  ^) ' 


l{x-\  71^)  * 


Kar  +  n^) 


•ein  wird,  Jenachdem  «  eine  garnde  oder  nognrade  Zahl  lit 
Die  Geaammtzahl  aller  TMIbrdclie  betrigt  n— 1,  wobei  naiAr- 
lieb  daa  erat«  Glied         aicbt  mitgereehnet  iat 


Die  Form  der  Kettenbrilche  filr  die  beielchuetea  Qnotlealit 
eiecbelDt  swar  nicht  beaondera  beqoem,  nm  die  Werthe  deraelb« 
nnd  dann  ferner  ihre  2fthler  ana  den  Zennern  wirltlicb  so  beiedl 

nen;  sie  dürfte  jedoch  nicht  nar  an  sich  selbst  bemerkenswerfl 

sein,  sondern  sie  gestattet  uberdiess  eine  Foleerune:,  liie  aufeinen 
andt^rn  Wesre  sieh  nur  schwer  narh^veiiieii  la-ssen  inüehte.  Be- 
Mühtet  man  nähmlich  dabei  n  als  iortw&hrend  aunehmead» 
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mii  de»  gfnUoautrttchen  %undchii  per%fianäi4n  FuncUomn,  4^] 

i<>t  klar,  dass  jeder  einzelne  von  jenen  Qaoliwtteo  Mcii  ioHBet- 
Mthr  den  endlosen  Kettenbrucbe 

+  ~.  

8»^  +  5— j  

nibm  «Qsse»  de«len  Werth  bekanntlleii 

V»i+V(vV+i)=V»i  +Z»i  V2=4,8ia47  73809  66361  66647 

ist.  Diese  gefundene  Zahl  ist  daher  die  gemeinschaftliche 
I  Granze,  welcher  sich  jene  Quotieoteo  bei  fortwährendem  Wachs- 
I    tbame  ?od  n  ohne  Ende  nähern. 

40. 

Setzt  man  In  den  Tier  «raten  Gleichungen  des  jrssAi^ii 
eo  erhält  man  wegen  fpysv2sr|C=0  folgende  Wertbe: 

V'Ca:  +  2iijri) = .  v(ar  +  (2n  -  2)»|)  -  vr(a?  +  (2n— 4)3i^), 

Inden  man  hierin  fUr  11  nach  und  nach  die  Zahlen  %  3^  4»e.«. 
aaahnmt,  flbeneagt  man  sich  aoa  diesen  Gleiehnngen»'  daaa  Ae 
gielehnamigen  hypmyellaeben  Funetlenen  fttr  die  In  arithraatfibir 

Progression  fortsehreitenden  Werthe  der  Veränderlichen 

SBt  «r-|-2«;i,  d:-^4»|,  ;p-|-63i^,  dp*f8>ii^.... 

lauter  recurrirende  lielhen  bilden,  deren  gemeinschaftliche 
Relationsscala 

* 

29}2jr|,    -  i 

kt,  weaach ^an«  den  beiden  ersten  Gliedern  einer  Jeden  solchen 
Reihe  alle  folgenden  sehr  leicht  gefunden  werden  kikinen. 

Ferner  ist  auch  ohne  genauere  Ausführung  einleuchtend,  dass 
dT]rch  das  gleiche  Verfahren,  wie  es  in  §.  39.  angewendet  wurde« 
aas  4na  vecilehenden  Gletehvngea  die  Quotienten 
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^  ■ 


In  der  Form  von  ke^te^nbrücbeii«  bei  uekheo  itUe  TbeUbrii^^bd 
lalt  «Uejoiger  AnmiftluBa  des  leMen  ghfeh  » 

^^^^^ 


ioMlw  flieh  nlhen.  LeMm  «güit,  «Ich 


dessen  Werth,  \y'ui  mau  leicht  ßndet,  «p^jtj  jt  V(0; '-'^i)^"' 
trägt.  ilielMM  riicköiüiiüich  des  \  oiidüichens ,  luit  welchem  tliö 
irorkommeude  VVunsel  genommen  werden  soU,  zu  benierken^  dass 
die  b^ifMp  Glieder  gl e Übe  oder  T^Ye^bt^M^e^l&äillii^^ 
mtiseeii.  Je  necbdem  die  Reibe» 'sv  weleber  oie' 
wM/ MberM  b«ti«cbM  fitam  eUlgande  dlMlfiin 
was  in  Jedem  elnselnen  Felle  eeben  aus  der  Beeehaffeafaelt  der 
ersteh  Glieder  beartbellt  werden  kann.  Demnaeh  tat»  da  wir 
den  Werth  von  cp'Ini  m  ^.  tj7.  mit  dem  Zeichen  —  UebaTtet  gefoD- 
deo  haben,  die  Gränze  einer  steigenden  Reibe; 

fp2ni  -V^g^aTri)«- 1)^—33.14099  MÖW  79909» 

fcUlgggett  fHlt  eioe  ReiHe  mit  abnehflBfaiiddn  GU^derib: 

92ff|4- V((92s|)»-l)=-0»04a2l  30182  63772. 


.  4L 

Die  Fermeltt  dea  §.38»  eder  aaeh  des  §^40.  kdnnen 

nächst  dazu  i^'ebrancht  werden,  um  die  hypercyeKaefcen  Foeede- 
nen  aUer  höheren  Vielfachen  von  ;r,  mit  grösserer  Bequemlich- 
keit ZQ  berechnen  als  nach  ^.  o7.  In  Hezu*»  auf  d\e  Vuucuow  f 
handelt  es  sieb  dabei  nur  ura  gerade  ^  i<  llaclie  und  lür  die 
Fanetiott  'f^  nnr  um  ungerade  Vielfache  von  dawireusf. 
wtaieM» '  dato  filr  jede  ganze  Zahl  n  \mmet  ip(2n^l)i^^0  mA 
^«|sOiat  Deaaludb^aM  klar  die  IjtteielmBi^  dea 


*  t 
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sireckmiät^if  MbWuiideii.^  #6tsl  MmaAtunttcb  in  derarsteo 
von  ibii«ii,^;s;0  «Ad  in  der  4riUQn  «o  findet  maii 

uod  •  • 

wofans  nidli  und  nach  die  Werthe  der  Fuii<  tioii  «p  i'ür  alle  ge- 
raden und  der  Function  '/^  liii  .lile  ungeraden  Vieltachen  von 
»1  luitteist  der  heretU  bekanoteu  Werthe  von  ^'i^j  iiud  v^r^  sich 
MiidMl«ii>k«iftiih<  •         '      >       /.      •  ' 

\Vaä  die  2  unctionen  x  und  ^  anheiangt,  wissen  itif  aon 

•,«#..  .  •  ^«  .  -  .1» 

uass 

ist.  Dieser  Eigenschaft  gemäss  braucht  man  für  jedeti  Vielfache 
von  TTj  stets  nur  eine  von  den  Ijeiflen  Functionen  ^  und  z.  B. 
2>  zu  berechnen,  v^eil  die  andere  von  selbst  daraus  sich  ergibt, 
nahmlicb 

|fl«C| = (**  I)^'^  . 

Hiezti  sind  die  Formeln  deai  §.38.  jEran/.  beqn'Mu,  sobald  man 
die  Functionen  für  alle  Vieltachen  von  tz;^  nach  der  Ordnung;  zu 
erhalten  wünscbt.  3«lftt  man  in  der  ^w«Uc^n  «ua  ihnen 
«#4^lgibti4io|}, 

•dir. «Ich|.'mim  iMn.aaaiait  t  dl*  Fnaetfon  %  eiii(lBlirt»  .      •  i 

Sobald  aber  die  Functionen  entiveder  nur  für  gerade  oder 
awch  ausschliesslich  für  ungerade  Vielfache  von  berechnet 
"erden  sollen,  sind  die  Gleichungen  des  §.40.  vorzuziehen,  weil 
bei  ihrer  Anwendung  der  überllüssige  Theil  der  Arbeit  erspart 
bleibt.  Denn  nimmt  man  daiia  drs= — nni*  so  erhält  man  für  die 
Fi^nctioD  -x  die  Gleichung 

av«  welcher  die  l^onctioDjen  der  geraden  oder  der  ungeraiien 
yielfaeheip  von  auasebliesslicb  gefunden  werden »  je  naichdein 
man  darin  anstatt  n  entweder  die  geraden  Zahlen     6,  8«,...,jod6|^ 

dic^  ^Qg^eraden  , Zahlen  t^,^  5,  7^ ....  setzt.  ^  j 

'  *  Auf  dmi  iBbUm  tirt)se^teliii«ten  Weg«»  eM  (Mgeiid^'Wivtlib 
ib  W'DMMdltieiMi  gctoki  li^reeiMet   
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—56,65439  75094  17548  29947, 

—39^175  40913  98872  99059, 

207,74076  14837  482^22  24590, 

189,33251  48806  24722  78006, 

1287,96805  41971  83312  07790, 

910,78317  14226  61106  83108. 

Bei  der  BerecbnaDg  der  bypercydiscben  Functionen  för  selir 
hohe  Vieifiiche  Ton  »|  kaon  die  Bemerkung  von  Nutzen  sein, 
das«  man  auf  die  hier  gezeigte  Art  onr  so  lange  vorwärts  lu 
•cbreiten  braacbt,  bi«  entweder  die  Quotienten 

(pnTt^  ^(^^  ^iiTCi 

ilf(n  —  l)«i  '    |(n  — l)7Ci '    <p(n^l)ni  '    %(n  —  l)7tj^ ' 

oder  die  Qaotieoten  -.^^  ^ 

y2w?g|  x2nyr|  (2niti  t^2w7r, 

g>(2n— 2)«!  '    x(2»~2)7r|  '    |(2n— 2)jri  '    t/;(2n  — 2)71^  ' 

welche  aaa  den  in  §,  39.  und  J.  40.  betracbteten  berrorgeben,  wenn 
man  darin  mit  Ausseracbtlaasang  des  Vorzeichens  x=0  oder 
annimmt,  ihren  eben  dort  angegebenen  Gränzen  so  weit 
aicb  genähert  haben  werden,  als  man  überhaupt  die  Genauigkeit 
der  Rechnung  za  treiben  wünscht.  Von  da  angefangen  verwan- 
delt sich  die  fÖr  noch  höhere  Vielfache  von  Jti  erforderliche  Ar- 
belt offenbar  in  eine  blosse  Mnltiplication  mit  diesen  Gränzeo, 
oder  aocb,  wenn  man  dabei  die  logarithmischen  Tafeln  anwenden 
kann  und  will,  in  eine  blosse  Addition  der  Logarithmen  jener 
Prinzen. 

« 

{.  42. 

Ell  verdient  wenigstens  kurz  erwähnt  zu  werden,  dass  die 
hypercyclisebeD  Fanctionen  der  Vielfachen  von  Tti  ausser  der 
eben  gezeigten  recarrirenden  Berechnung  auch  eine  indepeo* 
'  dente  Darstellung  durch  die  Functionen  von  tT]  zulassen.  Mao 
braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  in  den  Entwickelungen  der  §§.  30. 
bis  33.  durchgängig  ae^ni  anzunehmen.    Unter  dieser  Voraas* 
•etzung  erleiden  jene  Entwickelungen  sehr  bedeutende  Verein* 
fachungen,  weil  fCr  x=z7ti,  <px=:0  und  ix^^x  ist,  wesshalb  alle 
Glieder  gänzlich  wegfallen  mfissen,  worin  der  Factor  <px  vorkommt, 
hingegen  diejenigen  Glieder»  welche  die  Faci 
halten;  einer  Zusammenziehung  ßlbig  werd 

Googl 


KH»  4äB  Amilegifo  «II  dm  gtsloiMirfMbiD  ato  eiyl 
llek  irif  dM  bypeiMlvcfcm  RfÜMi  m  MmIi  fcemr»  dns  jeo« 
■M  dIeMD  letEteren  fast  gani  fllwfiiwtlniiiw ,  wa»        aucb  an« 

den  im  §.  37.  angegebenen  Werthen  leicht  erklärt.  Auf  diese 
Art  geheil  z.  ß.  die  im  §.  30.  enthaltenen  Entwtckelungea  in  fol* 
|{6»de  Ober:  für  gerade  Warthe  von  n  ist  DähmUch: 

n(»  --4)(n--j^  _ 
md  fttr  iiiig«r«de  W«rilHi  mm  nt 

« 

+     i.a.a        »"»"T* + --J- 

Am  4m  RailiM  dM  (.31.  hiDg«||en  «rhlH  m»  Ab  g«r«d«  ai 

+  (  2  )(2v«i)"-»+("^^)(2y«i)-'+  .J  Z»,. 

ff 

und  für  ungerade  9: 

Ich  bemerke  hiebet,  dass  die  beiden  letzten  Ausdrucke  sich 
in  einen  einzigen,  für  alle  ganzen  Warthe  von  n  gütigen»  zu- 
MnunenaieheD  laaaen»  indem  maa  «atzt; 

Mit  HlUe  dieser  Raihen,  widche  Ti^nndge  der  Bescbaffenbalt 
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ihrer  H(?rleitun^  ^tet»  mir  so  mit  lort*;!;eflBbTt  wer^^i  4ü>fei»,  bi^ 
dab«i  Foteiizeii  mit  subtractiven  £xpoDente«  «um  Vonwip^M' 
iMmmeo  soliei>»  küiineo  die  hypercyclifioben  Fiinctloim  ^inw. 
einzelnen  wt«  inm^r  hoben  VielfMim  fo«.»^  ft||r.8jt^h  alUin 
tthibkS»||ig  TMi  'deD  «lorb^igdband«!).  aii^  ll«n  be^wnta  Wir» 
theo  ¥on  v^si^  imdr'xn^  lieieq|iiiettff«fd«n*.  I,. ,  ,  ..„^  .. 


§.  43.  . 

■Nebst  den  i>ishtr  Ijeharidolteii  Vielfachen  von  ersclieint 
ei*  zweckiuätüsig ,  auch  <ier  Herechimng  der  hypercyciUcben  tuu- 
cHonen  für  die  ungeraden  Vielfachen  von  6ine  befioiidere 
kurze  Betrachtung  zu  widmen,  da  wif  d^fiamilien  int  iVacbfplgfKpftaw 
zu  bestimmten  Zwecken  bedürfen  werden«  Dieeie  Berechnung  auf 
dem  W^ge  ^er  Reeiir«ion  yorzunebmen »  unterliegt  kleiner  Schwie- 
rigkeit. Denn  eetzt  man  in  $.38.  att:z\ni,  eo '^rMt  man 'dte 
Gielchnngen : 


i     '  *     •    '  *        '  .     .  ■ 

aus  welchen  sich»  indem  man  darin  ns;]»  2,  3» ....  annimmt,  die 
hypercycliacbeo  Funetlonett  von  {»i,  finden  lassen, 

sobald  nur  die  Functionen  von  In^  bekannt  sind.  Letztere  kön- 
nen sowohl  unmittelbar  aus  den  Reihen  des  §.2.,  als  auch  durch 

die  Gleichungen  des  §.  22.  berechnet  werden. 

Auf  diesen  Wegen  habe  ich  folgende  näherungsweise  Wertbe 
eefnnden: 

^  •  •  ♦  yiJ5i=    0,93064  00694  31430  09843, 

%\7^^  ijm^  ^xsm  mm  mm,  *   

0,61424  31274  86595  64917» 

=    0,2^96  90638  82998  1 1838,   "  <  -  ^ 
9»|«|=-*3»76375  41395  0Ü634  80102» 
»     i  Xi«!  s\  <M>4730  01134  21077  42639» 

vl»,=    3.69673  43997  92561  43365, 
äs    6»2f7936  20390  98881  09m 


i 
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üen  gomamiriscUeu  umMti  t^ncanUtm  fmctiomn,  42? 

För  die  höheren  Vielfachen  von  koimeri  andere  Gleichnn- 
gen  aufgestellt  \\er(l(  n,  welche  vor  den  obij^en  den  Vorziig  be- 
sitzen, dass  darin  die  verschiedenen  h\ percyclischen  Fiinrtionen 
von  eioander  abgesondert  erscbeiueo  und  daher  auch  abgeson- 
dert berechnet  werden  kunnen.  Setat  man  nähmlich  in  den  For- 
nein des  {.  4d.  d;s^(it^4))9i,  so  ergeltoD  sidi  datans  folgend« 
Wertlie : , 

Hieraus  xeigt  sich,  wenn  darin  zuerst  71^=2,  4,  6,....,  dann  fer- 
ner auch  n  =  3y  5,  7,x,'-  angenuiuiuen  wird»  dai»s  die  bypercycü- 
«cben  Functionen  der  Wertbe 

und  aneh  der  Werths 

i  reenrrirends  Reiben  mit  der  gemeinsehafUichen  Relationsscala 

bilden,  durch  deren  Hilfe  aus  den  bekannten  zvvpi  ersten  Glio- 
dero  einer  jeden  solchen  BeilkealU  folgenden  äich  finden  lassen. 

Als  Beispiele  dieser  ßerechnnng  mn^en  folgende  dienen, 

welche  bald  als  nützlich  sich  erweisen  werden: 

« t 

=—17,93728  9Ö670  02212  20459, 
t|9f^  s-  0,00985  14304  93308  «6530, 
ipl^^  86,32188  418tö  5733Ö  41ä50f 
XiTi,  0,00204  79124  44675  41791, 

^  415,24220  42996  73679  60398, 
».  ..0.00042  57m  71402  58^0,'.  . 
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^ntwicktvng  der  vonüglicksten  Eifenwchmflen 


—  1997^1474  20426  40190  97960. 

0,00008  84983  20996  56470. 
—9608,99917  07034  07976  81260. 
=     —0,00001  83969  93476  39701. 
46-223.87322  96655  59248  94850. 
-0,00000  38243  59209  96456. 


«1  


Es  wird  ka,am  nüthig  sein ,  biebei  noch  besonders  zo  erinM 
^ss  ans  den  vorbio  zuletzt  anfgestellten  Gleicbangen  durch  dk 
io  %.  39.  angewendete  Metbode  die  Quotienten 


/2n-3\    •  /2 


n— 3\ 


2fi+l\ 


2n— 3' 
2 


2n— 3\ 
r-j«.] 


In  der  Form  von  Kettenbruchen  dargestellt  werden  kuonc 
deren  Gränzen  bei  fortwährendem  Wacbsthuroe  von  n  die  oi 
liehen  sind,  welche  bereits  in  §.  40.  angegeben  worden  und 
vnn  diesen  Gränzen  hier  gleichfalls  ein  ähnlicher  Gebrauch  wie 
5.  41.  zur  Verkürzung  der  Arbeit  bei  höheren  Vielfachen  von  {« 
gemacht  werden  könne. 

Eben  so  wenig  will  ich  dabei  verweilen,  die  independenti 
Darstellung  der  hypercyclischen  Functionen  für  vielfache  Wer 
von  durch  die  Functionen  von  umständlich  zu  zeigen, 
sie  durch  die  in  den  §§.  30.  bis  33.  enthaltenen  Verfahrungsar- 
ten  ohne  Schwierigkeit  bewerkstelliget  werden  kann.  Ich  bemerif« 
nur,  dass  insbesondere  das  in  33.  gelehrte  Verfahren  in  deo 
gegenwärtigen  Falle  nicht  nur  sehr  leicht  zum  Ziele  führt,  so»* 
dern  auch  vergleichsweise  huchst  einfache  Resultate  gewährt 

Denn  für  x  =  4«i  =  — ist        =    ,  und  daher  : 


ti 


cos 


V2 


V2 


=  C08x  =  --»- •  8in-7ö=-ä- 


V2 


2 


nx  nn 
cos      =:  cos  -  j  > 


,  nx      ,  nn 

sm;^  =  sm-j 


Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  verwandeln  sich  z.  B  «ü^ 
beiden  dort  fiQr  (pnx  und  \pnx  angegebenen  Reihen  in  folgeodt 
nur  für  additive  und  ungerade  Werthe  von  71  giltige: 


*  « 

$.  44. 

Dü  die  hypercyclisclien  Functionen,  wie  uir  in  J.  8  gesehen 
büben,  im  Allgemeinen  durch  eine  \  erliiiitfung  goniometriflcher 
lüiJ  liyperliolischen  oder  Exponential  -  Fiiuctioiieri  sich  darstellen 
lassen,  so  gilt  dasjenige,  was  in  §.  37.  über  die  Berechnung  jener 
Fttoctiooeo  für  die  Vielfachen  von  tt^  gesagt  wurde «  auch  für 
jeden  andern  beliebigen  Werth  der  Veränderlichen  ;r.  Dem- 
Dieb  können  die  gonimetHselloo «  hypetboliacii^D  und  iegarit&mi- 
täm  Tafelo  iib«rbanpl  .snr  .Bf  recbnang  dler  byfitrcycli^elien  Fan* 
Am  filr  Alle  Wertbe  von  4r  «ngeweiidft  werden»  sobald  man 
liAniit  derjenigen  €!eiiaoigkeit  begnügt,  welche  die  zur  Terfflgnng 
Meoden  Tafeln  gestatten.  Zor  Erlangung  einer  grOsae* 
ftn  Schärfe  hingr  aen  müssen  nndere  Hilfsmittel  aufgesucht  wer- 
den, und  zwar  nur  für  den  Fall,  wenn  x  den  Werth  ti^  öber- 
^igt,  weil  für  kleinere  Wertlie  von  w  ohnehin  die  Reihen  des 
{•1  rasch  genug  com  erjjriren ,  um  den  (ilehrauch  irL^^nd  einer  an- 
deren Berechnungsniethode  ganz  überflüssig  zu  machen.  Bei  dem 
Eiolritte  des  eben  bezeichneten  Falles  kann  man  sich  der  vorber- 
üAnuI  mitgetbeilten  Formeln  in  folgender  Weise  bedienen: 

Jeder  Werth  von  :r,  der  grosser  ist  als  tt,  ,  lässt  sich  durch 
<li?  Division  mit  tt,  auf  die  Form  «tt,  \  y  bringen,  wo  n  so  ange- 
lomraen  werden  Icann ,  dass  i/  kleiner  al??  .'tt,  ausfällt.  Berechnet 
■SB  OUR  dorcb  die  Reiben  de.<«  §.  2.  die  bypercyclif»chen  Functio* 
Beo  reo  dann  auch  vermittelst  der  Formeln  des  §.20.  jene  von 
Siy;  eo  |(onnen  daraus  ferner  durch  die  Gleichungen  des  g.3ä» 
^  Fanetionen  von  29i^  dbjf«  -ktf»  4%  dby»  u.  a.  f.  bergeleltet 
«Vto,  und  man  braucbt  Auf  dieae  Art  nur  so  weit  fortzufabren» 
Üinan  sa  dem  gegebenen  Wertbe  nni±i/  gelangt  sein  wird. 

leb  will  mich  nicht  dal»ei  aufhalten,  dir  mancherfei  Verkflr- 
ÄHj^e«  anzugeben,  deren  das  im  Alleemeinen  so  eben  erklärte 
ViffiibRNi  ftbig  ist»  die  man  beim  wirklieben  Gebniucbe  obnebin 

ThtaxXTII.  » 


leicht  sellMt  findea  wlnl,  eondern  nur  einer  Ablndemng  deeeilfcM 
gedenken,  die  denn  mit  Vortlieil  angewendet  weiden  kann»  Mn 

die  hypereycliechen  Functionen  ffir  mehrere  Wertbe  der 

IndeHichen  berechnet  werden  sollen.  In  diesem  Falle  wird  bhui 
sich  eine  hetrfichtliche  Rrfeichterunsr  der  Arbeit  verschaffen,  in 
fleni  man  voTlfinfi<?  die  fi\ j)err\  (  lisuben  Functionen  für  die  Viel- 
fachen von  TTj  so  weit  berechnet,  ais  man  derselben  bedarf;  daoi 
jeden  einzelnen  geliehenen  Werth  der  VerfiaderÜchen  aaf  die 
Form  nttiAzy  bringt;  die  Functionen  von  y  ans  den  Reiben  dei 
$.  2.  beetldimt  und  bteraas  die  Functionen  von  nn^:t|r  durch  dis 
Ivleichungen  den  {•  20.  ableitet»  Indem  man  darin  x^nx^  anninuiL 
Da«i  Ganze  i8t.ao  einfach  >  dasa  eine  uinatSudüchere  Eriiuterung  od« 
die  Anffilirnng  einen  Beispieles  ais  gattx  Oberiffssig  erscheinen  roOsste. 

Man  wird  leicht  selbst  sehen,  daaa  liet  dem  vorheigehei- 
dan  Verfiiliren  anstatt  der  Vielfachen  Ton  auch  jene  vun  is^ 
oder  andi  feto  \ni  angewendet  werden  kennen  t  indem  wm 
Jeden  gegebenen  Werth  der  TerSnderlichen  durch  din  DtfUn 

mit  2»!  oder  mit  ing  auf  die  Form  ^^M^^y  oder  hih^ 

wohei  dann  im  ersten  Falle  nur  die  hypereydischer»  Fonetionen 
der  ijerüden  Vielfachen  von  tCj  ,  \m  andern  Falle  auc  h  jene  dtf 
Vielfachen  von  4^  vorläufig  berechnet  2u  werden  brauchen. 

Noch  verdient  der  ünk^tami  erwahiit  zu  \vei<ieri,  tlass  man 
sich  anstatt  der  Gleichungen  des  ^  ^O.  anrh  des  Taylor  sehen 
Lehrsatzes  zu  t>ieicheni  Zwecke  bedienen  konnte.  Denn  aus  dem- 
selben ergeben  sich  mit  Berücksichtigung  der  in  §.  ie3.  und  %.  16. 
angefiihrton  Wertbe  der  Differeutialquotientea  folgende  Reiben: 

y  y*  j 

V  7/*  f/*  I 

3t('^  Fi/)  =     +        —  £^'2  ""^^  3! —      4!"*^^ 'öl   

y  .       «•     .     f/'*          y*  «* 
'^*U+^)  =  V^^  +  X^-j  +9*-2  ^^"If—   • 

y        y^  y^ 

li.v  \  tj)  =g«  +  ^j:,|-  +  XX      +  gpjT.^j-  —  lap.Jf—  

Dies»'  Heihen  sirnl  liir  jeth  ti  beliebigen  AVerth  vor)  x  und  roo 
y  convergent.    Desshalb  lassen  sich  daraus  unniitteibar  die  bypc^ 

cyclii*chen  Functionen  von  niti-l^y  oder  'In^t^  J^y   oder        i j 

ebensowohl  berechnen,  wie  aus  den  Gleichungen  des  §.  20.  Mii 
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fiWelta^lM.lnd  jtPt-.BiihUi^littPtBpfc <>iqrtBl  mA  wm.  In 
ihrej  Fwm  ▼er9eliM«ii  «imL  D«bb  miMitiiirl  nan  ia  de»  ISIei- 

liJyiLriili'iiMilt  der  liypercvilbcheo  fSiMl^lN^  von  W  di^  gleicb* 
Miaäka'*W»Hl^  Aadi  f.  i'  mld  oViiii>l*all«8  tia^li  d^A  UMwieri 

VIm  V,  80  erHäft  man  BOglllfi/h  Ale  'votstelieiiden  R^lthi^b:  Au^ 
M^^ifD  («raVide  ist  es  itn  Grunde  gleichgiltlg,  welche  von  beiden 
Arten  voll  Ausdrücken  raau  antvenden  mag.  ''    ^  ' 

*  •    •  '#      «Ii     .  V  .  •     .»»••.!      •  .  .i  •        ,.  .1  ••!    1 1  B 

. » ,  .  .        •       •      I.     f  i  •      I  t 

I  ••     1"  .  . 

.    •  *       •      j  45  .1 ,  .1.  . .  , 

*      .  y^'ir  |ii^cii»eii  nunmelir  die  e^o'ebeh  '^ehandefte  Aptgabe  «a- 
Iwbren^  indem*  wir  ons  die  Pi^e  atir  Beantworfiing  jfori^n,  wl« 
jpdem  gegebeoan  Werlba  irg^end  ein^r  byperaycUpclieft  Fanctioa 
entsprecbetide  WerOi  der  VerSbderticben  eder,  w«nn  ea  vlel- 

leicbt. mehrere  soicbe  geben  sollte,  alle  zugehörigen  tV'erthe  der- 
selben gefunden  werden  können?  Eine  directe  Lösung  dieser 
Aufgabe  erscheint  nicht  ausführbar,  weil  keine  der  in  den  §§.  4. 
Iiis  8.  aufgestellten  Gleichungen  allgemein  in  geschlossener  Form 
sich  auflösen  lässt,  sobald  darin  a:  als  Cnbekannte  betrachtet 
wird.    Die  Umkehrung  der  Reihen  des  welche  als  zu« 

Dächst  liegendes  Hilfsmittel  sich  darbietet,  kann  zuar  josofera 
(evverkateirigt  werden,  das9  ^man  nacli  ^hvr^er  Festsetzung  der 
Fofm  dar  amgekehrten  Reihen  die  eiaten  Glieder  derselbea' 
ojboe  beaoadare  Schwierigkeit  zu  finden  vermag.  Allein  es  dürfta] 
mAt  telcht  sein  9  aaf  diesem  Wege  fdrdie  Coaflicient^n  der  Reihen 
etn.liinreicbend.  eiofacbea  Gasetz  aa  erkennen  und  za  arweiaan» 
um' iiber  die*  Convergenz  oder  Divergenz  deraalbep'ein  aieberad 
Cr^iall  zu  TSjlen  und  dadurch  die  Gränzen  ihrer  Anvi|endbarkeit' 
zu  bestimmen.  Auch  die  DIfferentialreehoung  ^ist  nicht  ini 
Stande,  zur  Erreichung  des  hier  vorliegenden  Zweckes  etwaa, 
NVesentljches  zu  leisten.  Denn  die  in  17.  enthaltene  Differen- 
tialgleichung zwischen  a:  und  der  Function  qp^,  welche  eben  zum 
ßehufe  der  gegenv^ artigen  Vergleichung  dort  aufgestellt  wurde, 
zeigt  hinlänglich,  vvie  ungemein  verwickelt  das  aus  derselben  sich 
ergehende  recurrente  Gesetz  für  die  Coefßcienten  ausfallen  müsste, 
wenn  man  anstatt  x  eine  nach  den  Potenzen  von  tpx  geordnete 
Reihe  mit  unbestimmten  Ceafficiealea  eubstituiren  und  daraas  die^ 
Warthe  der  letzteren..#ttdaa  wollten  Aus  diesen  Grinden  schalat 
kaum  aia  anderer  Wcf:'  zn  arabrigaa^  als  eine  indiaaeta  Lösung 
unaerer  Anfgabe  zu  verauchen»  die  wenigatena  für  daa  practiaeba 
Badfirfaiaa  dar  Baraabanng  gaaOg^^  mtan  ;gleitth  4ßk§t  fjna  vffl-^ 
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ftlftmlise  tlieof«ti«clie  Aoflusong  iH»rh  ironier  lo  wflmcheD  blcibi 
Man  gelmtigt  i«  diesem  Ziele  an  eivfacketeo  attf  liii^eade  Weife 

Wir  werden  uns  bald  uberzeuscn,  daaa  ea  nicht  edivrer  fiU^ 
di^  gr Saaten  und  klei-^^t^r  Werthe  an  beatinom.  weUt 
jede  einzelne  hvpercycliaclie  Function  in  gewiaaen  Intemlieii,  db 
ao  wenig  von  einander  entfernt  aind,  daaa  siriaeiien  IhneB  wm 
rin  einilaea  aoirhea  Mazirann  eder  Mlnimnin  liegen  kann,  w 
erhalten  vermögen.  Durch  diese  Kenntnias  werden  wir  ans  weten 
Her  ununterbrocbeneo  Stetigkeit  aller  h^-percyciiscben  Fimctionen 
in  fien  Stand  gei^etzt  finden,  auf  der  Stell*»  mit  voller  »Sk  furlieit 
zu  beiirtbeileo,  ob  in  jedem  einzelnen  dergleichen  Intervalle  eio 
Werth  der  Veränderlichen  wirklich  vorhanden  «ei»  welcher  dem 
gegebenen  Wertbe  der  bypercycliiAchen  Function  entspricht  ed« 
eb  darin  kein  aeleber  liegen  könne.  Fdr  diejenigen  loterrallib 
bei  welchen  der  letstere  Fall  eintrifl«  iat  natOrlieh  jede  welltie 
Cnter«»uchang  tfberfiOaaig.  FOr  jedea  Intervall  hingegen ,  in  wal> 
chcdi  man  das  Vorhandensein  eines  nnd  zwar  nur  eines  einzi- 
gen entsprechenden  Werthes  der  Veräütierlichen  erkaont  liat, 
wird  man  durch  einige  versuchsweise  vorgen  uniiipne  Bprechnun- 
gen  nicht  nur  engere  und  immer  engere  Gräiizen  tür  den  zu  ia* 
denden  Werth  erhalten .  sondern  kann  dieaelben  auch  einander  so 
aebr  nSbern,  ala  man  verlangt,  indem  man  als  neuen  Verauch» 
Werth  für  die  Veränderliche  steta  das  arithmetiacbe  Mittel  zwlachea 
den  beiden  anletzt  gefundenen  Grftnzen  annimmt.  Man  TerhOnt 
flieh  dabei  die  Arbeit  bedeutend,  wenn  man  zur  Aorstellong  der 
rifuf^ii  Versucbsuertljc  anfansrs  der  sogenannten  regula  faisi  sich 
h^'tVwnit  und  spater,  narhdeni  hereils  «'in  gen a Ii erter  Werth  a  /um 
V  or»ichein  gekontnien  ist,  der  \  on  dem  wuhreii  x  so  wenig  sick 
onterHcbeidet,  dasö  der  rnter^cbied  —  y  klein  genug  anf- 
filHt.  uiu  bei  der  tflntwicklung  der  hy|>ercycli8chen  Fuiietlun  Ton 
^isfi  durch  die  Taylor'sche  Reihe  die  nachfolgenden  Glie- 
df-r  in  Bezug  auf  die  vorhergehenden  als  unbeträchtlich  vernacl- 
lässigen  zu  dfirfen»  die  bekannte  Newton *scfae  Näherung  aa- 
wendet.  Oer  Taylor*i»die  Lehrnatz  gilit  oähmlich  fdr  die  Function 
tp  vermöge  §.  44.,  wenn  dort  a  anstatt      get^etzt  wird: 

Hieraus  folgt: 

^~     ia         {e    2      {ff  3!  • 
und  daher  tat  näherungaweiae : 
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w«M  4er  begunuM»  Fehler  nahes«  durch  da*  erste  «regge- 
liMtee  (iUed 

6«  2 

iMgedrilckt  wird«  wem»  man  darin  anstatt  jf  dan  gtfniid6oan 
iWtteraiigawtortfi  avfrttoml.  Auf  dtaaa  Art  afiMUt  im  a«a  dam 
Mkraa  Nibeningawartlie  a  aicbt  mn  einen  neuen 


I* 


sondern  ist  zii£;leich  im  Stande,  den  bei  dem  letzteren  noch  un- 
tcrlufenden  Fehler  wenigaten«  nahezu  ansugeben. 

Aui  ganz  4{ieicbe  Weise  findet  man  für  die  drei  anderen  byper- 
eydi8<:ben  Functioueo  %,  t^f  und  {  nsich  der  Ordnung  die  rsäbe- 
i]W|8wertbe 

y  =  ^ und  den  Fehler  aaheou  f^*%r» 

* 

Es  bedarf  wohl  keiner  Erinnerurjg,  dass  durch  die  wiederholte 
>^nwendiin«^  dieses  Naheninos verfahren«  jeder  gewünschte  Grad 
^  Genauigkeit  sehr  rasch  herbeigerübrt  werden  kann.  Gelegen» 
Mt  nr  wirldichen  Aaa(ihtiBf$  deeaelben  wird  eich  Im  Nachfol* 
IMbn  eegleleb  efgehen. 


i.46. 

Man  wird  gewi8a  nicht  unbemerkt  gelassen  haben,  daas  die 
ib|.36i,  auageaprochene  allgemeine  Aufgabe  dort  nur  |(ur  Hälfte 
gelost  wurde»  nfibmllch  nur  für  die  Functionen  9  und  y.  Wir 
«il|«n  nun  zur  LSsung  deraelben  Aufgabe  auch  ffir  die  beiden 
üden  bypercycliachen  Functionen  %  und  i  achreiten  und  deni* 
*idi  in  hestimmeiil  verauchen,  für' welche  reellen  oder  imaginä; 
vttWerthe  tou  x  entweder  x^asO  oder  |4;=.0  werde. 


Bei  dietfen  swei  Functionen  atellt  «ich  das  In  $^  Sd  ieingchal- 
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teile  Verfahren  als  ganz  erfdlglf^a  heraus.  Denn  setzt  man  hier ' 
anstatt  yx  jind  tu  ihre  Werth«  ans  $:  5. ,  w  ergehen  sich  die 

1  X  xi        i  X  »Fl  \  t  t  t  i 

am ^  «OS y5 - c««  y2  •  ^ 

und 

1  •  I,  «1  *  t"  . .     .  imI«  '    •    Iii«  ,  n 

oder  auch  <  I 

deren  keine  weden /n|^  »l[g|^llf^l^.A«f(^E^4Mng,  Jiift^  ¥^fi.^^'^^^ 
Zerlegung  gestattet.   Ans  diesen  Gleichungen  ISsst  sich  kaosif 

etvH»as  anderes  8chlie*sen,  al«  vrae  mreh  uDmHt^it^ar  aus  dek  ße*« 
trachtun]^  der  Relheo  des«  §.'2.  folgt,   imhmikh  dass  der  Werth 
a;=:0  jeder  von  beiden  Gleichungen  angehüie,   und  daTln;  düSi 
allemal,   sobald  einer  von  ihnen  irsrend  ein  reeller  oder  iniaülnä-, 
rer  Werth  entspricht,  »tets  auöh  die  Werfhe  :r=  — a  mi 

a:=4zcci  der  nähmlichen  Gleichung  Genüge  leisten  müssen.   Man ' 
kann  nicht  einmal  mit  Sicherheit  daraus  entnehmen,  ob  es  aussei! 
atSiO  noch  irgend  einen  davon  irerschiedenen  reellen  Werth  völlig 
X  gebe»  welcher  der  einen  oder  der  andern  aus  ihnen  zugelriMi 
' Dass  Indesilen  tetsteres  wirklich  bei  holden  Gleichungen  det^j* 
Fall  sei,  llssf  sich  aus  anderen  Gründen  leicht  nachweisen.  Ütf.! 
finzug  anf  dle  Fudelifin^«  roaoben  die  in  f.37«  ynd}$.<4lJ  bdrecb»> 
netiM  Wertbe  ersichtlich,  dass  jene  Functloiv  für  die« >  nach  d#r 
Ordnung  fottsch  reiten  den  ungeradeii,  und  eben      auoli  iiir  die 
geraden   Vielfachen  von  7P|    ahwechHeind  v erschi e^eae , 
Vorzeichen  erhalte.     Diese  Kegel  \vit  (l  durch  die  in  ^.  42.  ft!r 
%nni  angei^ebeneo  lu^ihenentwickelungen  allgemein  erwiesen»^ 
weil  darin  aammtliche  zwischen  den  Klammern  enthaltenen  GUtr' 
der  durchaus  additiv  sind  und  daher  das  Vorzeichen  des  gan» 
zen  Werthes  t^tets  von  den  ausserhalb  stehenden  Factor^^  all- 
hftngC,  welche  eben  für  die  nach  der  Ordnung  wachsenden  itowohf 
bttgeradett,  als  auch  för  die  geraden  Warthe  von  fi  ahw^cbsifikfl 
idfilti?  und'  snhtractiv  sind.   Da  nun  jfici  adTditiv  ifnd  %i7c,  aüh* 
^ncttlr  ist,  folglich  ungleiche  Vorzeichen  haben ,  so  ergibt' '^Mf! 
dfiraus,  dass  auch  jflni  und         ,  ferner  ^^otT]  und  ^nji'^uWd  Wt\ 
gemein  xfi^ — ""d  x-""^!   nothwendig  ebenfalU  u^nf^letche^ 
Vorzeichen  bejsit/en  müssen.    Wegen  der  ununterbrochenen  Ste- 
tigkeit der  Function  ^  mns»  uun  zwisohen  jedem«  Feare  dar  mit 
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ugliielNii  Vorzeichen  verMhenen  Werthe  die«er  Funcfiop  vreftig- 
itaH  0111  reeller  Werth  ton  x  vorbanden  eetn»  ffir  welehe» 
iil,  md  folglich  gibt  ea  gewifii  wenigstens  einen  selchen 
VM  fon  4r  zwischen  jedem  Paare  der  aogegebenen  Giinaen» 
BiWieh  svrlscheo 

^  Kl  und  2ffg,    39^1  und  49^,    59r|  ond  tln^^» 

j  allgemein  ;6ui6cheu  und  2»«j. 

K  Bnelehiien  wir  diese  Werthe  von  jr,  flir  welche  wird« 

wäk  dsr  Ordnung  beniehungsweise  durch 

i 

«0  das«  allffemein  an  zwi^cfien  (5» — l)5rj  und  2n9r|  liegt»  Indem 
►^Ir  es  einstweilen  unenfsrhieden  lassen,  ob  68  ausser  den  eben 
beteichneten  vielleicht  nodi  mehrere  andere  mit  ihnen  zwischen 
denselben  Gränzeu  enthaltene  Werthe  von  x  geben  könne«  fflr 
wdehe  ebeufails  x^^scO  ist»  so  wie  auch,  ob  nicht  auch  ausser«* 
bib  der  angegebenen  Grünsen,  näbmllcb  zwischen  2%  und  Zit^, 
4%  aod  6»^  y  u.  s*  f.,  eben  solche  Werthe  vorbanden  sind,  Fra* 
ftt,  deren  Beantwortung  bald  nachfolgen  wird. 

Für  die  Fun^on  Ix  kann  ganz  auf  dieselbe  Art  eftvieeei^ 
verdeo,  da«^  es  zwischen  jedem  der  Gränaenpaare  ^ft^  und  37^| 

54%  uod  Stc,  ,  allgemein  äiiffi  und  (27i4^1);r|,  wo  n  jede  beliebige 
pau  Zahl  mit  Ausnahme  von  0  bedeutet»  imer  wepigv 
4»as  einen  Werth  von  x  geben  niOsse,  für  welchen  {^^0 
lU.  Diese  Werthe  sollen  Im  weiteren  Verlaufe  der  Untersuchung 
i  ^  bedehungsweise  durch 

««zeichnet  werden,  so  dass  ßn  zwischen  2«%   und  (2n-f  J)7Pi 

I liegt.  Auch  hiehei  liehailen  wir  es  einer  haldigen  spateren  Ent- 
Kit^idung  vor,  oh  nebst  den  hezeichneten  auch  noch  andere  der? 
leihen  reelle  Werthe  vorbanden  sind  oder  nicht. 


$.  47. 

Wenn  man  bedenkt»  daas  vermöge  f  36.  die  reellen  Wertlif 
^00     fiir  welche  q>x:^0  ist«  so  wie  auch  diejenigen»  iBr  welelK^ 
V  |r&=0  wM,  jedesmal  eine  arltliaetiache  Progression  mit  4er 

Mwenz  231t  bilden;  wenn  man  hiemit  den  Umstand  verbindet, 
^  sowohl  die  ujiteren,  als  auch  die  obt^ren  eben  nacbge* 
'ieieaeD  Gränzen,  awischei^  weJuoh^D  die  mit  a^«      «<^«f*.»  lind 
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436  Mnmr:  BMimiclUmi§  der  twwaglUätim  BUiamtilapm  Htilgv 

•neb  jene,  swiseheo  welchen  die  mit  ft,  j?«*  /^i*«*-*  bnmMnel» 
Zahlen  enthalten  sein  niCsjBeti,  f^leirbfall«  artthmetisfcbe  P^efff» 

-sioneD  xu\i  der  irenieiiischaftlichen  Oiffcreü^  -i-T^  a.u&iü:iciieiu  so 
sollte  man  sich  zu  der  Er^var^ung  berechtiget  siauhen,  die  Zab- 
leo  «1,  fi^,  ßj,....  und  auch  ßi  ,  ß^.  ß^,....  dfirTten  ebenfitlb  in 
ftritfanietischeD  ProgrefiMioneu  lörtscbreiten  und  jede  Fon  ihnen  k 
der  Mitte  zwischen  den  vorhin  angnniesenen  Grannen  liege«. 
Allein  in  dienen  £n%'artungen  findet  man  nieh  volintftndig  getSoadrt. 
Dnnn  wir  haben  bereit«  in  {.  43.  genehea,  dasn  keiner  tob  dm 
dort  beinpieinwelne  lierechneten  Wertfaen  x-^^i>  ll^n  l^i^H»  2V«b 
eben  so  wenig  als  lin^,  ^s^r, ,  IVt^i,  wirklich  gleich  0  sei,  ob- 
gleich alle  diese  W  erfhe  allerdings  nur  Ivlein  sind,  und  zugleich 
fortsc  iireiteod  immer  kieiner  werden.  Uiese  letzte  Eige«- 
schaft  lässt  sich  nun  ofiiic  Schwierigkeit  allgeiiiein  bewebei. 
Denn  aun  §.40.  ergibt  «ich,  wenn  dort  entweder  oder  |% 
anntatt  x  angenommen  %%ird,  dann  die  Quotienten 

/4/i>3.  /4n+l\ 

bei  fortwährendem  Wachnthume  von  n  sich  immer  mehr  einer  bs* 
stimmten  Gränse  nähern  müssen,  welebe,  wie  an*  der  Beechii^ 
fenbelt  der  ernten  nolcben  Quotienten  hervorgeht»  im  gegenwi^ 
tigen  Falle  nur  — 0.04321....  sein  kann.  Densbalb  wird  nieb  jedt 
der  beiden  Reihen 

XiJTi .   tifci ,   X V  «I  >  u.  8.  f. 

und 

^1^1 1         )   IV^i  f  e*  <B.  f. 

immer  mehr  einer  gerimetriscben  Progression  mit  dem  Qnotlentm 
0»(H321...«  nJIbern,  woraus  folgt»  dasn  die  Glieder  dieser  Reibm 
nicht  nnr  fortscbr<>itend  kleiner  werden,  sondern  zuglelcb 
nach  der  Ordnung  Rfets  abwechselnde  Vorzeichen  haben  müs- 
sen. Vergleiclit  iii;iu  nun  die  erste  dieser  Reihen  mit  tieo 
Werthen 

welche  letztere,  wie  in  §.  4ö.  berrits  crezei^t  worden  ist,  gleich- 
falls durchgängig  abw  eelisel  n  d  e  Zeichen  vor  sich  tragen«  so 
siebt  man  aus  den  in  §•  43.  und  §.  37.  gefundenen  Werthen ,  disi 
die  ernten  Glieder  ifi^  unter  sich  verschiedene 

Vorzeichen  besitzen.  Daher  wird  auch  jedes  nach  der  Ordnmig 
folgende  Paar  von  Gliedern,  nähmlich 
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mii  den  goniometrUcken  %unäL'h$l  t er  Kanälen  Functionen»  417 

4 

•iMiirfttUi  nit  a  n  g  1  eieb eo  Vofieieliea  beliaftet  mIo  »  wonuw  wegen 
der  Stetigkeit;  4er  FViectioii  %x  folgte  deae  die  Terhin  mit  oj, 
«19 bezeiclmeteD  Wertbe  besiebiiDgeweise  urteelm  deo 

Gränzen 

# 

—g— y»i  und  "inn^ 

liegen»  and  demnach 
ist. 

Die  Vergleichuog  der  zweiten  obigen  Rei|ie 
mit  den  Wertkeo  Ton 


.  -.1 


■ 

Mnt  gani  enf  dieeellie  Weise,  daee  die  Terhin  mit'  A,' 
ffi,.».,ßu  besdebneten  Wertbe  besiebnagevreiee  swiacbea  de« 

Gränzen 

(4?if  1\ 

\i«gm,  und  £DlgUcb  i. 

A<»«i»  A<S«it  Ä<V*i  *»<(7F~j*» 

aeln  milaae. 

$.48. 


»  ■ . 

1      Ii  U'i 


- Durch  das  Erwiesene  finden  "  ir  uns  in  den  Stand  2:esetzt, 

die  Wertbe  von  »i»  or^«  ^  f^n  und  aucb  von  ßi,  ßzf'.ßm 

mit  Hilfe  des  Im  §,4ö.  eridärten  Verfabrena  ao  genau  zu  beredih 
Em»-:«!»  »«»  dimeiben  a^/kennitn  vjirl^ngt«  . 


»  9 


Zor  näberungsweiseo  ßerecbnung  von  cdi  wissen  wir  ilibm<' 

(4,1  |\  *i 
— 2 — 
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"Innj^  enthaltijii  e>ei  iJiiti  Her  pt>^tMi  iie^er  GräDien  ganz  nahe 
Hege    [hj8>lk(ill)  kufineti  nir  in  der  ^ilr  die  FnocttoD  jps  io  4^ 

aurge«»teilten  ^*iiheranj;i^formel 

♦ 

^<>Ut!ii.    Dadurch  erhalten  wir 


wobei  der  nocli  vorhandene  Fehler  nabesn 


l£  y!  oder  ^.  ^- 
9a  2  9a  '29a^ 

betrai^eii  vwrtl.  füllte  dieeitr  Fehler  £u  bedeutend  ausfalleii,  um 
ireriiacbiäj$tiigt  werden  zu  dürfen,  so  können  aus  dem  bereits  erhal- 
tenen Kiheroogaiireithe«.  der  durch  «t  bezeichnet  werden  eoil» 
eo  daes        t  . 

ist,  auf  dieselbe  VVeiee.  neue  «oicbe  VVertbe  hergeleitet  werden, 
n&bmlich 


I 


(u=zat—- — =41 — 

und  der  dabei  jedei^nial  unterlanfende  Fehler  wird  bexiehongs- 

weise  nahezu 

t 

*    tat  «t)<     «««  Hg)«  - 

(pOi  2  I 

betragen  £a  versteht  sich  hiebei  von  selbst,  daas  man  die  Nähe- 
ruDg  nur  so  lange  fortzusetzen  braucht,  bis  man  den  gewünsch- 
ten Grad  der  Genauigkeit  erreicht  haben  wird,  was  begreiflicher 
Weise  dento  rascher  erfolgen  muss,  je  weniger  der  zuer^it  anire* 
nommene  Näherungt»wertb  a  von  der  gesuchten  Zahl  verscbie* 
den  46t. 


Aus  diesem  Grunde  föllt  die  Bestimmong  von  cr| 
mSaaig  am  weitläufigsten  aus.    Setzt  man  nSbmlich  zu  diesen 

Bebufe 

a  =  ijii  =  3,33216 
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»»►'wirii  man'"  •      •  '     '  '  ■♦'     ••'!•»#'  -i  #■ . ''ti  iit.  ■ 


und  daiis^' 

•  '  Hi|.  r  •    .         S3  3.33210  4  0,01 259 1=  3,^75 
ÜNiiar  wvüei  der  mt<fft<iw>de  FeWef  mlMWi  *'  • 

.  ...  5}.-   ,f,Ä3764'     2  .  -•f-^^'T"  ....... 


•:  ; 

V 


1 1. 


«eio.  Obgleich  die  hierdurch  wirklich  erreichte  Näherung  nicht 
mit  voller  Zuverlässigkeit  beprtheilt  werden  kann,  ist  doch 80  v iel 
klar,  dass  dieser  letzte  Wertl^dem  wahren  näher  konueen  mteee, 
als  der  früher  mit  ai  bezeichnete.^  Desshalh  wird  ee  iwecl^nie» 
•Ig  «efai»<  bei  der  weiteren  'Forteettung  der  Arbelt  anetett  de« 
frObereo  diei^ee  .«fiifitiBt  ^iefuQ4^eQ  ala  .qe^pn  NäbfrQi^wettilp 
aBBOiiebment  Unter  dieeer  VoreumtKung  erhält  ipaa  durch  Wie^ 
derholong  d«e  Verfibren».  t  .  f  " 

i^ss%34464  38860  und  ferner  a,»3;344di  38869  81086 32207 

jedesmal  bis  zur  letzten  angegebenen  üecinialstt^lle  richtig,  so 
daas  in  20  DecimafiateU^  ganfm.  /xt  «(^34404  ^38ti&9  61086  32207  ist. 

Ffir  die  Werthe  ••••  ateiit  sich  die  Rechnung  fort- 

schreitend iiuiner  kürzer  heraus.  Denn  mari  überzeugt  sr^h  atls 
den  in  43.  zu  dem  gegenwärtige«  Zwecke  berechueten  Zahlen, 
dass  derab  die  nur  einmfl^iige  Anwenduni?  de^  IS e w ton'schen 
Verfahrens  «2  vvenigstens  in  9,  «3  wenigstens  iti  14  und  «4  we- 
nigstens in  19  Uecimalstelieu  richtig:  gefunden  werde.  Es  ist 
ttihmltch : 

'  ' '       ■  «^-lÄ-  -  ^  =  V7Ö06  8860. \ 
<%= V«i  -  12,21792  81242  3972, 

/T  S  •  » 4  f  t 

  : , ,  »•    .•  ■     ,■      ,  .  .  I  •  1  •  ,  T.l  - 

Alle  diene  Werthe  mfiss^n  nicht  nur  bi«  eut  letzten  angegebe- 
iien  Oocimalstelle  richtig  8ein,  sondert)  man  wird  augleich  sehen, 
jeder  desselbeiiDooh'  um  mehrere  l>eQÜiiaI^Ueu  we^titf  ^ 
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iiao  erhalten  werden  kOnnte,   wenn  man  dabei  die  GrAtee  des 
jedesmaligen  Fehlers  eben  so  berücksichtigen  wollte,   wie  dies« 
vorher  bei  der  Berechnung  des  ersten  Näheningsuerthes  von 
durch  das  Newton 'sehe  Verfahren  wirklich  geschehen  ist. 

Da  ferner,  wie  in  $.47.  naehgewiesen  wnrde,  die  Werthevoo 

(4it  ——  \  \ 
— 2~y'^         fortwährend  wachsenden  n  .sich  immer  mehr 

einer  geometrischen  Progression  mit  dem  Quotienten  —0,04321...., 
hingegen  die  Werthe  von  9^^^-^— welche,  wie  die  ersten 

Glieder  zeigen,  eine  steigende  Reihe  ausmachen,  vermöge 
§.  40.  einer  eben  solchen  Progression  mit  dem  Quotienten 
—  23,14069....  sich  nähern,  so  müssen  die  Quotienten 

/4»  —  l\  r  ^ 


3t  .  . 
/4fi— 1\  ,.  ^ 


fortwährend  einer  Progression  mit  dem  Quotienten 

=  ....)•  =  0.001867  <  ^ 

näher  kommen.    Nun  ist  aber  fdr  11=:  4  vermöge  §.43: 


-1^=0.00000  00000  827<pL  . 
folglich  muss  für  11  =  6»  6,  7,  8 


■ein.  Daher  kann  von  11  =  6  angefangen  in  wenigstens  12  oinI 
von  11  =  8  angefangen  in  wenigstens  20  Deeimalstellen  genau 

(4n  - 1) 

gesetzt  und  dadurch  die  näherungsweise  Bestimmung  von  oi 
äusserst  leicht  gemacht  werden.  Zur  n&herungsweisen  Berecb- 
nang  der  Werthe  von  ^| ,  /J^,  ßi,,,,,ßn  lässt  sich  offenbar  gaoi 
das  nähmlicbe  Verfahren  mit  wenigen  leicht  in  die  Augen  falleo- 
den  Abänderungen  anwenden,  welches  so  eh«     '  ~  " 

et%t  ^9  gebraucht  wurde.   Diese  ist  zu 
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ab  das«  eine  oinetftiidliebe  Wiederboinng  dee  Gesagten  Ufr  nOthig 
eradifet  werden  sollte.  Deeelialb  genügt  es»  nur  die  Resultate 

kwr  «mneti^n.  Maii^.wlrd  oibiiilicb,  wenn  6=(^^)fH.  ge- 
sttit  wird,  für      nach  und  oacb  die  M&heruugswerthe  erbalten: 

*i  =  *  —LS» 


t«l  die  .biebei.  noeb  unterlaufenden  Febifr  ergeben  «iich  nahezu 
bepiehiings  weise :  ^ 


«  1 


— i    '  — 3 — 

Alf  aolcbe  Art  findet  nan  fdr  n=l  «m  dam  Wertbe  vom  A^,  da» 

^  =  0,52305  42437  4371Ö  6J 130  .. 

kb  snr  letsten  Deeimalstelle  riebtig  sei;  bingegen  tiBr  iiss*2  und 
«ss3  folgt  schon  aus.  den  Wertben  voa  ^i: 

9,9»64b  76360  9. 

^s==i4,4ayaü  95509  29249  06 

kil  ler  letalen  angegebenen  Ziffer  genau* 

E«  lei&^t  sich  ferner^  dass  ffir  gussere  U'erthe  von  n  mit  rasch 
lanebmender  Näherung»  die  scbon  bei  ii=:4  vrenigsCens  20  Oed* 
■■abteilen  erreicht, 

./4ii  +  l\ 

Mit«  ttnd  ven         angefangen  In  mehr  als  20  Deelmaistellen 

« 

■ 

(4n  .  . 

P»=  5 — »l 


'8 


^pAMbaen  werden  dflrfe»  «ms  die  Bereebnuog  ungemein  leicht 
lÜl  md  doch  am  jeden  wirbKeben  Gebrauche  mehr  als  bin- 
"tttod  genau  ersebeliit. 
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■ 

WM^haben  bereite  in  {.  S.  getelreav  Htm  den'      leMee  %■ 

cleii.faiai2fatii)e^D  . 

^=0,  x^=sO,  vtiTsO,  brc=0 

durcb  deo  Werth  ^rsO  gleichzeitig  Genüge  freleiatet  werde.  Vk 
wiii  nan  nachweisen,  daaa  es  ausser  a^O  keinen  andern 
der  reellen  noch  Iraaginiren  Werth  von  »  gebe,  welelier  mglcM 
irgend  awelen  YOn  jenen  Gleiehnngen  entsprechen  kSnnte.  Be- 
trachten wir  zo  diesem  Bebnfe  alle  möglichen  Fftlle  einseln. 

Was  aoerst  die  beiden  Gieichnngen  ^arsOond  v^sO  anbe- 
langt,  wissen  wir  ans  der  allgeineinen  In  {.  96»  enilüitoiien 
lösuDg  derselben,  dass  fiberhanpt  kein  Werth  von-ar,  weldber -lir 

einen  von  ihoeo  eotspricht,  auch  der  anderen  Genüge  leistet,  so 
ddNs  die^e  beiden  Gieichnngen  niemals  gleichzeitig  för  deuscibei 
Werth  von  x  richtig  sein  können. 

Nehmen  wir  zweitens  die  beiden  Gieichnngen  <p:r=:0  and 

^a;=Oals  zuj;Ieich  besteheud  an.  Durch  die  Sulistitution  dieser 
Werthe  gehen  die  beiden  ersten  in     10.  getunden^  Gieichuugen  is 

— ond  5ä*»0 

über,  woraus 

i/;ar=:±V-- 1  =        uod  ^;r=0 

folfien  wfirde.   Aus  §.36.  ist  aber  bekannt,  dass  alle  Wertbe  tob 

»f,  für  welche  (jDj-^O ist,  entweder  reell  oder  einfach  imac;inSr 
von  der  Form  ni  s^ind,  wo  a  eine  rerlle  Zaiil  liezeii  hriet.  Es 
imi>sl(»  daher  für  irgend  einen  reellen  oder  eifitaeh  iinafjina'pf 
WiTtl«  von  X  ipx^z^i  sein,  was  vermöge  der  Beschaffenheit  Her 
Fun«  tioi)  nicht  möglich  ist»  weil  ipx^ür  alle  solche  Wertbe  tob 
.r  nothwendig  reell  sein  muss.  Demnach  ist  es  auch  nicht  mSg» 
lieh,  dass  die  beiden  Gleichungen  ^a;=:0  und  gleichzeitig 
für  denselben  W^erth  von  x  richtig  seien. 

Ganz  auf  den  nähnilichen  Widerspruch  würde  die  Annahw 
von  dem  gleicbzeitigen  Besteben  der  Gleichungen  9;r=0  und  £jr«st 
fähren,  welche  daher  ebenfalls  nicht  Statt  habeu  kann. 

Wollte  man  die  Gleichungen  %x  —  {^  und  t//j7=0  zugleich  al« 
richtig  annehroeii,  so  wfirde  daraus  vermj^  ^  JO.  9>jpsBjtJ  wd  \ 
{«s^a  sich  ergehen.   Aus  §.36.  zeigt  aich  aber,  4a«w  »ater  d» 
imnitlichen  dort  angegebenen  reellen  und  Inu^inbren  Weilki 
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ron  ar,  flir  M^eMi«  ^«sO-lst»  nur  der  einaig^ffteOmh  beiadfe^ 

werden  kOnote.  Deeehelb  kOnnen  auch  die  Mdee  Um 
letttcktef en  GleichangeD  x^ar s=  0  iind  =0  in  keinem  andern 
Falte  suglelch  riclitig  sein,  als  nur  wenn  drs:0  angenommen  wird. 


Auf  die  nälimlicliefi  Folgerungen  ItiliH  'die  VoraueaetioDg 
dem  gleichzeitigen  Besteben  der  Gleichungen  ^^asQ  und  ßars-O, 
irelclie  daher  ebenfaile  mir  liir  j?=0  eugleich  richtig  eeio  können. 

Betrachtet  man  eiidiicii  die  beiden  Gleichungen  ixz:^^^  und 
^—0  als  gleichzeititi^  bestehend,  so  folgt  daraus  v^rpouge'.der 
zweiten  in  §.  10.  gefundehen  Gleichung,  dass  üqpif.^^==d  tinid 
daher  entweder  tpx-=(^  oder       —    sein  mfisse,  wodurch  nian 

j9ien£iUa  auf  einen  der  bereits  hebandelteo  Fälle  sürückgeftthrf 

— «- «  I  .  ♦  , 

fVd* 

Diese  ToltstänHigc  Aufz^lung  aiier  bier^berhauf t  mfiglicbea 
PäUe  erweist  die  allgemeine  Rkhtigiieit  den  anfiingn  niie|pM|iro«' 

§.Ö0. 

Die  so  eben  €^^vip:^ei)e  B^enschtit't  srestattet  sunäehst  die 
il'olgerung,  dass  keine  der  GJeichiingen  (^a:  =  0-,  j^j7  =  0,  t/4j:=:0, 
^x=0  zwei  oder  mehrere  unter  sich  gleiche  Wurzeln  haben 
icriDDe,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  VVerthes  :r=0  bei  den  zwei 
letzten  Gleichungen.  Denn  hätte  zuerst  die  Gleichunt;  9):r=0awel 
oder  mehrere  einander  gleiche  Wurzeln,  so  müsste,  wie  ana  der 
fltoiie  der  deiebungen  1>ekannt  ist,  die  nSlimfielie  Wurae)  auch 
dwa  f  . 

der  Gleichung  --j^^  O  wenigateas  eio  Mai  lukoimmen»  folg« 

M  niaBte«,  da        d&  -^lo:  iat,  die  benlaa  tiileiQbnngte  qug^O. 

oticl  |:r=0  für  einerlei  Werth  von  x  richtig  sein,  wäs  n^ch  deibi' 

vorher  Erwiesenen  in  keinem  Falle  möglich  ist  ' 

'  •         ,  > 

Anf  dieaelbe  Weiae  iSaat  aicb  auch  die  Unmöglichkeit  des 
taibandeneeins  gleicher  Wurxeln  In  den  Gleichungen  xx^O^ 
^x^O,  ^xssO  zeigen ,  webet  nur  der  Werth  j?=0  in  den  zwei' 
letztan  Gleichungen  vermöge  §.  40.  eine  Auanabme  macht.  ' 

•  \ 

Aua  jdem  Satze  des  i-  411.  folgt  ferner«,  d^a,  jefle  hypefc^^cliT. 
•FanetioB»  wenn  sie  .fa?  irgefiii  , einen.. rf. e^en  tiVerth  ?W 
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selbst  gleich  0  wird,  fSr  Euaiächst  kleinere  u6d  zun&Glitt 

grössere  Werthe  von  j?  nothw^odig  tingleicbe  Vofceicheli 

haben  mösse.  J  i*  • 

•  • '  .     •        •   ,  ..  '  , 

Betrachten  ^tr  zuerst  wieder  die  Function  g)x  und  setzen 

wir  90=0.    Unter  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  der  in  {.44. 

rnngefilhrten  TayIor*schen  Reihe.  .'itiii? 

9(«  dby) = T  ^fl  •  f  —      •  2^  T  51«  •  31  J:  Je  •  fj  +  •  - .  • , 

wo  yennuge  §.  49.  nicht  |a=0  sein  und  daher  das"  erste  Glied 
nicht  fehlen  kann.  In  dieser  Reihe,  welche  für  jeden  beliebi- 
gen Werth  von  if  convergirt,  lässt  sich  y  so  klein  annehroen, 
dass  das  erste  Glied  ^a^y,  ohne  Rücksicht  auf  8eiu  Vorzeichen 
betrachtet,  grOsser  ausföllt,  als  die  Summe  aller  folgenden  Glieder. 
Bei  dieser  Annahme  hat  der  Werth  von  g>(ajt:y)  stets  einerlei 
Vorseichen  mit  seitiem  ersten  Gliede  f  Ja.y  und  daher  mflsseo 
fiir  hinreichend  kleine  Werthe  von  y  die  Functionen  ip(a-^y)  und 
<p{n-^y)  nothwendig  verschiedene  Zeichen  vor  sich  tragen. 

Die  nähmlichen  Schlösse  lassen  sich  offenbar  auch  auf  die 
Functionen  xx,  tfur  und  lir  anM  enden«  bei  welchen  demnach  eben* 
felh^  der  ansgesprocbene  Satz  gelten  wird»  mit  Ausnahme  des 
Werthes  o=0  bei  der  Function  fffx. 


Die  vorhergehenden  höchst  einfachen  Sätze  raachen  es  cos 
möglich,  die  Beschaffenheit  der  hypercylischen  Functionen  in  Be- 
zug auf  die  bei  denselben  eintretenden  A ender un gen  d  er  Vor- 
zeichen, dann  rücksichtlich  ihres  Warbsens  oder  Ab  neh- 
me ns  bei  zuoebmenden  Werthen  der  Veränderlichen  und  der 
liiedurch  sich  ergebenden  grSssten  und  kleint^ten  Werth« 
der  Functionen  genau  zu  henrtheilen  und  zugleich  dasjenige  nach- 
znholcn ,  was  in  {.  46.  noch  unentschieden  gelassen  würde. 

Stellen  wir  uns  zu  diesem  Ende  vor,  die  Veränderliche  x 
fiehme  von  0  angefangen  additiv  fortwährend  zu  und  untersuchen 
wir  die  Folgerungen,  welche  si^h  daraus  ergeben.  Wir  wollen 
ans  dabei  erinnern,  dass  vermöge  §.3.  6.  für  hlnlänglicb  kleine 
Werthe  von  x  alle  h3rpercyclischen  Functionen  additiv  sind  und 
es  nicht  nur  bis  zu  den  dort  angegebenen  Gränzen,  sondern  80 
lange  bleiben,  bis  sie  gleich  0  werden,  weil  jede  von  ihnen  weseo 
ihrer  Stetigkeit  nur  dann  ihr  Vorzeichen  ändi 
sie  zuvor  gleich  0  geworden  ist,  bei  dem  wii 
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".-  iUi'iiomeirischen  zunächst  pertcutuUen  funci/meiu  4|§ 

»^♦^niv -Fciiles  iiltpr  vermöge  6.51.  ihr  Zeichen  auch  notb* 
•i»«u.^  '         [   Iii  i<  S  S.    Aus  diesen  Vorder^ätzeD  überzeugt  inad 
!'•      von  ticr       htiijkeit  folgender  GesetzeV  oBne  dwMl  m 
ujv-rr.di!:  b«iq  wird,  sie  übetall  aniatiii(Uieb  in  begffiMl«Bie  ' 

i.  it'iv  Fimptioii  bleibt,  vu»  a:  =  0  angefangen^  wo  sie 
■*^Kü  *  J^i-  ^rstaiidi^  iulditiv  bis  ,  wo  sie  gleich  0  wird; 

 r,    u  oiter   niuss  (p.r  m  u  h  t  r;i  c  t  i  v  u  crdeT»  und  ununteri> 

'»cn  bleiben,  i  is  sie  abormals  gleich  0  \\  lr(l,  näbiulicb  bis  a:f==37rif 
fhs  Zicicljcii  nieder  wechselt.    Aul  diese  Art  mufis  jlb^rbaupt 
Vtfs«kluM<  von  tpa  bei  alten  uttgeradep/Vcelfacben  von  Wg, 
aWlf  nur  bei  diesen  Werthen  allein^  ftlcb  Sndefn,>iiiid*detai« 
!       Ewtseben  ^=:(4n— und       (4j8 -|- stets  addi* 
>.  hingegen  zwischen  ;ir=  (4n -f       ond  or^piii-l^^«!!^  immer 
•:MT8ctiv  sein.  •  .  > 

Funt  ll.tn  t/.'jp  bleibt,  von  a;=0  angefangen,  «ro  sia 
'^hfaili^  0  ist^  beständig  additiv  bis  a:=:23tij  wird  dann  si^b* 
»ctiv  bi«  ^  =  47ri  und  wechselt  äberbaii|iiU^r  VorzeM^e«  bei 
ata  geraden  Vielfachen  von  »j  dergesteU^t         sie  xwiieha» 
xs4«»i  und  «s=(4«+2)3ii    bestlndig  .SiddlUv^  awi4tebe« 
-(4n-'2)9r|  und  ^=:4»9Ki  aber  ununterbrochen  subtractiv  ist. 

Da  jede  sfotige  Function  bei  zunehmenden  Wertben  der 
iTsindi  rlifheu  selbst  wächst  oder  a|l>niiiimt,  je  nachdem  ihr. 
^Jerentiaiquotient  additiv  oder  subtractiv  ist;  da  ferner  ia 

ij.       =      gelundeu  wurde:  so  ioly,t  aus  dem  in  J.  Etwiese- 

.  1.  dass  die  Function  ^  zugleich  mit  der  Veränderlichen  von 
bis  a^n^  beständig  wachsen,  von  da  angefangen-  bto 
lortwährend abnehmen,  allgemein- zwischen  are=z (in—\ 
M  »=(4/i  f  \)7ti  stets  wachsen,  zwischen  ar=(4«-j-  {jn^^  und 
*=i(4in'^'j)j%i  immer  abnehmen  müsse. 

i.   Für  die  Function  lo?  ist  wegen       s  ^ae  avf  dieselbe 

^«t«e  aus  *i.  klar,   dass  sie  von  x  —  0  bis   x-.\l7ii  liestMndig 
?  Iiseiu   von  da  angefangen  bis  ^  -47ii  ununterbrochen  ab- 
filmen, überhaupt  zwischen  xzriinn^  und  a:=:(4n-j-2)7ti  fort- 
'  ti(!    /.u  ücii  III  en,   hingegen   zwischen  ;r  =  (4»  —  2)%  und 
^■iuTi^  immer  abnehmen  müt»se. 

&•  Aus  3.  ergibt  sich  nun,  dass  die  FunctioH  von  j,:::zzO 
•>«  uienials,  zwischen  und  ferner  zwi- 

mki^ü  :i  ~.37r,  und  .r  =  57ri,  allgemein  zwischen  jeden  zwei» uS" 
ilen  \  leitachen  von  Tt^  nur  ein  einziges  Mal' gleieb.  U 
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mmr^em  kuftM.    Des«bmlb  nmd  die  in  (.  46.  mii  o^,  o,, 
WMicliBCteA  nod  to  }.  4&  b«rcciui«c»  wukliek  di«  «Inzlgts 
f  •eilen  eddiliveo  Werthe  ?«■  jt»      wMkm  srsO  to4  wb 
dnrt  oock  •ftcmtfchicdra  gelaineB  wmdeL 


&  Aof  dieselbe  Weise  erkemil       ras  d^  drae  die  FeMÜn 
▼!«         bis  jrs2:r,  nienieUp  deee  mbche»  «s2e|  «rf 
jr^d«|,  alli;emeia  miecbee  jeden  iirei  geraden  Vielbcbee  M 

«I  nar  ein  einziee«  Mal  sIeich  0  echi  kuene.  Die  is  {.dft.  all 

ß-if  K2*  ßz---'ß*  ^)ezeicbneten  and  in  §.48.  nah ernoes weise  W 
rechneten  sind  daher  die  einzigen  reellen  edditiFea  War^ 
aeln  der  Gleiebong  |x=0. 

7-  Da  wir  noD  oie  sämmtlic  hen  reellen  additiren  Worzeli  , 
der  Gleicbuns  jjj:=0  kennen,  und  ein  Z  e  i  c  h  en  w  e  c  h  se  l 
dieser  stetigen  Function  nur  eintreten  kann,  wenn  zavor  xxrrQ 
gewerdes  ist,  in  diesem  Falle  aber  auch  notbireodig  Statt  indai 
Boss;  ee  wird  vod  dr=0  bis  jr=ff|  beeiindig  additlr^  fM 
mssmi  bie  «sso^  stete  sabtrmetiT,  ellgemein  siriachcii  drss%i 
mid  »ssazMii  jedenelf  additiv,  bingegee  swiaeieD  drsc^ 
and  x=a^  aUemal  subtraetiv  ada. 

8.  Eben  ae  wird  die  Fonctlea  tx  vea  «=0  bia  x^ßi  mt- 

ufjterhrochen  additiv,  von  x=ßi  bis  JO=ß^  snbti  ac  tiv,  dilge- 
mein  zuiscfien  jr^'^a  und  jr^^^a+i  ^tc^s  additiv,  von  ;E=j^^ 
bis  x  =  ßtn  beständig  subtractiv  cieio  ruüaäeu. 

9.  Wegen  des  eben  Erwiesenen  und  da  -jj^  =—  ii^ 

munn  die  Function  q,x  von  x  =  0  bis  x  —  ßi  beständig  abnehmen, 
dann  van  :r  =  ^3,  bis  j  =  ^2  **ieder  ununterbrocben  wachseo; 
allgemein  uird  sie  ziti^cben  x=ß^n  und  a^=,32ii^i  stets  aboak* 
Bien  und  zwischen  jp^ß^t^  nod  x^ß^  fortwäbrend  fvaebsea 

10.  Eben  so  folgt  aus  7.  und  wegen        •  =  ^»^ ,   dass  die 

Fttnctinn  von  d;=:0  bts;r=a|  beständig  waehaen»  dann  isi 
jr^tf,  bis  x^a%  wieder  abnebmen,  allgemein  avrtscben  :r=flE|i 
uRd  jc=u^n^i  stets  wachsen,  hingegen xwiscben  «~agB*i  hm^ 

=      »niii»er  abnehmen  müsse. 

11.  Verinr»2e  §.3.  2.  erhalten  alle  hypercyclischen  Functionen 
für  HU ^1  trac t  i  V (;  x  eanz  die  niihmlichen  Werthe,  wie  für  di« 
pleicfirn  ad'lltiven  cc ,  nur  haben  die  Functionen  und  |.r  eni- 
g«)gongeMetzte  Vorzeichen,  durch  uf  ichen  letzten  Uwstand 
nttffleifb  das  Wachsen  dieiier  Functionen  in  Abnehmea  inkI 
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I 
I 

I 

I 

9dr  vnii  i^x  Ittr  vabtraetive  Wcftb»  d«r  VwlMidarii«  i 
Aek  «owobl  in  Besog  auf  Ibra  Voraelcfbea  ala  aadi  aaFdaa 
Waebaeo  oder  Abnabman  doraalbaa  gana  daa  «ibmlleba 

Vö^halten»  wie  es  in  1.  2.  9.  10.  für  gleiche  additive  Werthe  von 

X  nachgewiesen  wurde»   hirjj^ei^en  die  Functionen  %x  und  |j:  be-  j 

sitzen  in    beiden  Rücksichten    gerade  die    entgegenge-  j 

8 e tzte  Beschaffenheit  für  subtractive  a-,  wie  8ie  ia  3.  4.  7*  b* 

l'ür  die  glaicbeo  additiveo  x  aogegebeo  wurde. 

■ 

tlm  sich  eine  bequeme  Uebersicht  der  so  eben  im  einzelnen 
aacbgeu  iesenen  Eigenscbaliten  der  bypercycliscben  Functionen  zu 
%'erschaffcny  dürfte  es  am  angemessensten  sein,  sowohl  fOr  die 
Vorzeichen»  ab  auch  für  daa  Wacbaao  und  Ahnehmen  def 
Functionen  Maina  Tabellen  an  yerfaaaen,  durch  welche  man  In 
den  Stand  gaaetzt  wird,  dia  anaammengebOrige  Beacbaffenbelt  der 
aänmtlkbad  FanathNian  gjkAcbaam  mit  ehieai  fittcdke  wm  tlbar> 
acbaiien.  In  latateaar  Beafebtmg  iat  aa  hiaan  notbweadlg^  eina 
beaiaiuleia*kane  Beaakfcmmg  fOr  daa  Wacbaaa  adar  Abnabnea 
der  Fnnclioaaa  eiiiaofdhran.  Ich  wSbIa  sn  dieaem  Bebnfe  ftir  daa 
Wachsen  das  Zeichen  < ,  welches  mir  hinlänglich  deutlich  ein 
Furschreiten  vom  Kleineren  zum  jGrösseren  auszudrücken  scheint, 
and  für  das  Abnehmen  da.s  umgekehrte  Zeichen  >.  Hir  bei  rnnss 
noch  bemerkt  Vierden,  das»  im  Vorhergehenden  das\\a<  [isen  und 
Abnehmen  der  Functionen  stets  im  algehraisch e n  oder  ana- 
lytischen Sinne  verstanden  wurde,  folglich  mit  gehöriger  Be- 
rfiekaiebtigBng  der  Vorzeieben.  Das  Wachsen  und  Abnehmen 
kann  aber  anab  abaolut  otme  ato-Mcbaioht  anf  die  Voraaicben 
befnachtet  werden,  wodurch  es  sich  dann  von  dem  früheren  oft 
weaentlieb  anter^eidet.  Darcb  daa  Geaagta  werden  boffentlicb 
die  drei  naebatebenden  kleinen  Tabellen  blnlSngllcb  deutlich  er* 
ecbebiea,  ebne  einer  weiteren  ErklBreng  an  beddrien.  Kbenaa 
wealgr  «Hrd  ea  n^hlg  aebi^  ebe  baaeadere  Et bMiemg  beiaaligen« 
wl«  .diaaaibaa  alt  laicblaf  MAe  weiter  fertgeaetat  werden  kGaaea. 

.  '    -    .  ^  *•  *  •  *  . 
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VaMlle  I 

über  die  Vorseichen  der  hypercyclischen  Functiooea. 
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T*k«lle  II 


Aber  d  a 51  Wach s en  oder  Aboehnien  der  hy  percycli s  clie| 
Functioneo  mit  UeriiciL^ichtingung  ihrer  Vorzeic^ea« «[^ 
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TabeUe  UI 


Über  das  Wachsen  oder  Abnehmen  der  hypercyclisl^ 

Functionen  ohne  Kiicksicht  auf  ihre  Vorzeiche 
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f  54. 

Da  Jede  stetige  Function  eiiiMi  iog«nannten  grSislen  oder 
kltiaiteD  Wertb  dort  erhalten  muss,  wu  das  Wachsen  deraolboD 
ii(  AbnobnoD  oder  amgekebrt  das  AbnehmeB  io  Wachsen  Aber* 
gebt»,  so  ergebe«  sieh  «u  f. 52.  3.  4.  9*  10.  oder  endi  eiie  der 
bloeeeo  Aesielit  der  Tabelle  IL  die  grOssten  nndkleiiiateaWertbe 
flb  die  b3rpereydiechen  FancHooeo  folgender  Maaeeo: 

bei^airireOt  dbA,   ^ß%*  ....  db^»*..*> 

bei       (ur  db**!»    pb»5^i»  db^^i»  ••••db(2« — 

bei      flir  «sO*  dt«i»   ±H*  1:«^*  «...db^bf.v;'  '  '  - 

bei      für  j;^  db^>  dk^^»  .«•.i:2it9i^...^r^.  , 

Aus  der  Betraehtnag  der  In  §.52.  aufgeeteUfea  Regehi  odef 

noch  leichter  aas  der  Vergleicbang  der  Tabelle  II.  mit  Tabelle  I. 
wird  man  entnehmen,  dass  die  isämmtlichen  bei  den  hypercycli- 
schen  Functionen  vorLonimenden  grüssteu  Werthe  durchgängig 
«itiditiv  und  daher  auch  dann  ^virkliche  Mazima  sind,  wenn  auf 
ihre  Vorzeichen  keine  Rücksicht  genommen  ivird;  hin*»egen  findet 
man  alle  sogenannten  k  I  einsten  Werthe,  mit  einer  einzigen  Aus- 
nahme, sämmtiich  subtractiv,  w esshalb  sio  ohne Uücksicht  auf 
ihre  Vorzeichen  betrachtet  eigentlich«  ebeo£alb  Mazima  elod»  wie 
diese  andi  die  TabeUe  IIL  aeigt 

So  z.  B.  ist  fpO=sl  ein  additives  Maztmum»  bing^en  9ßi 
=»18,91522  i4Qßl  ist  zwar  im  analytischen  Sinne  ein  Minimnni, 
sobald  jedoch  dieser  Werth  ohne  RCcksicfat  auf  das  Vorzeichen 
betiaelitet  wird,  iat  er  ebenfalls  ein  Maxtmani,  aSlMnlleh  der 
grSaate  Werth,  welehan  die  ftaneHoa  ^  awlaehea  and 
4E=s3%  erhaltea  kaan.  iDae  aihmliebe  g^t  offenbar  aoch  ßir 
^"B"/?»*  ßi>'**'  allgeaieln  für  x^ß^i^^  Ebea  ao  iat  ^teO  dhi 
Mialmom,  und  swar  daa  einzige,  welches  oleht  anbtraetiy  Iat;  fer> 
aer  riad  ^a,  =: 3,69703  10195,  dann  tpa^,  ^o^i  addltlTe 

Maxima,  hingegen  r/zoc^,  ^a^,  «^02»  sind  zwar  analytische  Mi- 
nima, jedoch  ohne  Xiiiickäicht  auf  ihre  Vorzeichen  gei|ommen, 
gleichfalls  Maxima. 

Mit  gehöriger  Berücksichtigung  des  eben  Gesagten  wird  man 
hei  dem  Gebrauche,  der  nach  Anleitung  des  §.  45.  von  den  grüssten 
uud  Ideinsten  Werihen  der  h3^ercycli8chen  Functioaen  gemacht 
werdeo.  aoll#  weiter  keine  Schwieri^eit  finden«  ,        .  «  • . 
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{.  56. 

In  §.36.  Rind  «sammtlichen  reellen  und  im a^inäreo  Wor- 
meln der  Gleichungen  <)pj;=0  und  t|;x  =  0  getunden  worden,  ye^ 
muge  §.48.  sind  wir  im  Stande  die  dqrt  mit  Ui,  a^,  ct^ —  arg;... 
mid  ßi,  ß^^.ßup,.,,  bezeichneten  reellen  additiven  VVurzefo 
der  Gleichnngeu  und  |ar=sO  zu  bereehnen»  tod  weteheo  ia 

{,52.  5.' und  6.  enrieeen  worde«  dm  eie  die  einiigen  WeiMb 
dieeer  Art  sind,  welche  den  letzteren  Glelchunf»en  ««toniMt. 
Aus  diesen  reellea  additiven  ergeben  sich  nun  vermö^^e  (.3^2, 
alle  reellen  subtmcti  ven  Wurzeln  der  nältutlichen  Glciehaogea 
durch  hlovSsf  \  erändeninp:  d(T  Vorzeichen,  und  hieraiis  ferniftr  dll 
imaginären  additiven  und  subtractiven  Wurzeln  durch  jy^ei^ügifng 
dea  Factors  t.  Da  vrir  auf  solche  Art  die  reellen  und  imaginirei 
Wonehi'der  Tier  angezeigten  Gleicbongen  kennen,  von  iv'elcben  Ml 
flberdiMa  ans  jw50.  wiaaen,  daaa  aie  keine  gleichen  Vimmh 
enthalten  kennen»  ao  laaiten  eich  in  Gemiaahelt  der  an«  dejc  Theope 
der  Gleichangen  bekannten  Weise  die  Wer  hypercyclischen  Fi»- 
ctionen  in  ihre  einfachen  sogenannten  Wurzelfactoren  zer- 
legen, von  welchen  aber  ein  Theil  vermrige  der  Beschaffenheit 
der  W  urzeln  imaginJir  ist.  Dieser  üebelstand  Irisst  sich  bes^^itiiic 
wenn  man  je  vier  von  jenen  Factoren,  welciie  aus  den  zusanunen- 
gebSrigen  Wurzeln  -fa,  —a,  -f-at,  — at,  wo  n  was  immer  für  eioi 
von  den  reellen  additiven  Wurzeln  bedeuten  kann,,  entspringei^ 
durch  Muitiplication  in  einen  einzigen  zusammenzieht.   Denn  eiiii 

(,_£)(H£)a-^,)(l+^p=(l-ä)(l+ä)  =  l-g. 

Wird  diese  IVlultij)li''ation  mit  allen  zusanimengehürigen  Wurzel- 
factoren einer  jeden  hypercyclischen  Function  vorgenommen,«« 
erhalt  man  folgende  Zerlegungen: 

3^ 

A.4  <v4  «•4 

gA  «•#  4^  fgA  rr^  nr^ 

t.r=g-(l-^-,)(l-^-,)(l-^)(l-V-,)(l--^-i)  

Den  vorstehenden  W  e.tVVi^iv  v<^\\       ^«kd  "^x  kann  eine  ^i'^^ 
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mMerte  Form  gegeben  werden,  indem  man  vermOge  i*dlfk  darift 
-p  anstatt  »I  and.  folglidi  j  anstatt  9i|^  aobatitnirt*  wodnrck 

«te  foi^nde  Gestalt  aonebuien: 

4a*  ix*  4s* 

jr9        4jc*  Ajp*  4tt* 


66. 

Betrachtet  man  die  im  §.6.  angesfcbenen  Werf  he  von  ^-^-M« 
md  %x — |:r,  bu  wird  man  sogleich  ei  kennen,  das$  dieseiben  gaoa 
anf  die  nahrnüche  Art  sich  in  Factoreii  zerlegen  lassen,  welche 
soeben  bei  den  FunctioiuM)  ipx  und  ii;x  angewendet  wurde.  Denn 
es  Ut  daraus  offenbar,  dass  nur  dann  j/e  ^jc=iQ  »ein  kuone  und 
•ek  nüm9,  wenn  entiieder  ' 

« 

nd  daher  entweder 

»=±ii»V2  =  i:2«:P|    oder  a:=i;^^ — ^  Tri  v^=s  i:(2w— l)jril 

ifieenommen  w!rd,  wo  n  jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeuten  kann. 
Hieraus  folet  nun  durch  Zcrbgunu:  in  die  Wurzel factoren  ülld 
Milliplication  je  zweier  zusammen  gehöriger  solcher  Factoren : 

9  e  2  9  9  9 

itfir  wenn  uurii  hierin  «nstntt  %  eainen  Werth  eabetltahit« 

•  •  .  * 


1^  2.r2  t>-r*  2sr* 

Auf  demselben  Wege  findet  man  aus  dem  in  {.  6.  enthaltenen 
W«ithe  1^4«  x^-^l^*  Gleicbong  m«— ^a=D  nur  die 

Wwseln 
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siig«b<#Niii  ^/n^noM  da» 


^eo  ubergdngen  werden  daiL  cri^ibt  sich  nUhmricli  aus  §}%t 
merkten  Wertbe  siilistitiurt  wertem  ^^'^'''S^^^j^^^v*'!? 


•     _Ä      Sür*,,    «•^^    'a^*x#«  '^^»«»^  ^  /i  •'^xr« 

l-,fc«-5-(J-^)a-g;,)(l-^v^Hi-^l-^), 


57. 

flA  bflvHMi»  nm.äh  L'bgfiritbiiieii  derraiwiioiieii ^4r,  %9 

^-i  +  S^j  X^—^^  1 — ii»  Ueihen  xu  entwickeln,  lur 

j^elcbe  «ich  einfache  Liildiinjrsgesetie  ihrer  Toeflit  ienten  ergeben 
issd  daraus  ohne  Schvvieri^kiMt  die  Gränzen  ihrer  Convergenz  be- 
stiian^  werden  kunoeD.  Betrachten  wir  . zu  diesem ^wecke  mäf4] 
die  Fanetioneii  ^»  ^w,  Jp^  +  Sisp  und  |s.  Zum  Behufe  der 
fintirickloag  iliter  Logarithmee  braocht  man  nur  des 
Terfiihfeo  ansowendeu,  welches  gewOlmlieii  dssa  diest«  sss  d« 
snaletQpi  Zerlegungen  vos  tmx  and  stadr  die  LogsrMi 
dnreh  IMIieii  darzn8telleii\  and  welehee  sa  sdirr  bekannt  ist,  ik| 


das«  eine  u;nständliche  Auseinandersetzung  de.^selljen  hier  oö 
betuaden  u erden  solJte.  ich  bt liriiuki'  uürh  daher,  nur  dli 
Resultate  hiev  anzusetzen.  Matj  wird  näliiiiil[h,  ^venn  die  natur- 
Mehen  Logarithmen  durch  /  und  die  Bernouüi  sehen  Zahlen 
nach  dec  Ordnung  durch  ßi,  B^,  M^*..^  beseithiiet 
auf  deiq  angedenteten  Wege  finden: 


 ü — T  81   m — T 
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59. 


>6u  den*  BerjBOttlU'Mtb«!!  iiali- 
loch  uIqIiI  kekmil  y«.  «ein  «ditloeni 
rächtet  interessant»  «enderp  »ueli  lij 

"  itzen  befunden  werden  dOHten.  Die 

*       '  'i  ergeben  «ich  ^us  der  vorstehenden 

—  •  Indem  man  mit  deiir  IVeanet 

,  •  IX  und      die  gleichgeltenden  Reihen 

^  :ich  verrichteter  multiplication  die  hei- 

er entsprechenden  Potenzen  von  #  eia^ 
.iesem  Wege  üadet  man  AAcb  geofl 
ende  GieicbuDgen: 


 >. 


8161  t^i«"!.«-"' 


r  .  !• 


4)!ÜJ  1  <.•*» -«)UW    (4«- 12;!141 

'oicbungen  haben  das  Beaotidere,  da^s  lih*  denselben 
^      ^'e  sämmtliehen,  sondern  nur  die  mlt-den  geraden 
ebenen  Bern,oalli>clien  Zahlen  ß^»  B^^  B^f 
welche  letztere  daher  fär  sieh  allein  nnd  ohneBei- 
ungeradstelligen  Zahlen 'i^i,  B^t  B^^      daraos  he- 
'»rden  klHinen.'  Da  auf  solebt  Art  diese  CMeiehnngen 
^hr  halb  so  viele  Glieder  enthalten,  als  die  bekannten 
.tden   Be/Jeliungen  zwischen   den    sämmtlichen   15 er- 
erben Zahlen,  so  ist  klar,  dass  schon  aus  diesem  Grunde 
reu  der  Vorzug, grosserer  Leichtigkeit  in  der  Anivendtmg 


idere  von  den  obigert  Y^rsehiedene  Gleichangen  aosscbliess- 
wij»cbeD  den  gerad«telligen  Bernouirrschen  Zahlen  lassen 
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•  •     •.v4»-.,i»       -^p,,  -ffPR«  !anw!r  l#iBes  sf  ■«*  «denoar.  iJi» 
•.'1  fiiü  Vinnen  fie  ^eaenwäni^eii  aer^ 
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1. 

}•  59. 

- 1  .      •  ,  < 


. PSe  Hefli^ 68*  kwon^  daw,  gebfaiy^ht  werden,  um 
(toriM  ^ezieli^iniigeD  zwiscb^u  den  Berpoo  III 'sehen  Zak* 
l^n  absuleiten,  welclie  bUber  noch  nicbt  bdUnol  f «  «ein  idbelDeni 
^  lri»9r  9ii:;|it  pur  ^.sich  bttra«lite|  UitefeMMit»  «tndeni  ftnck  iij 
mandieo  Filien  nicfat  ohne  Natseo  befmidti^  werden  dfirft«a.  Ü\m 
<liftcttlitm  dl— €r  Perieliwgt»  ergeb«>  aidi  Mder  vwrtifcnidm 

fiotwickiaag  des  Quotieaten  ^»  indem  man  mit  dem  Meanef 

i^mnltillliclrtt  daim  anatatt  ij:  und  di«  ^lelchgeUendtn  Bcilm 
aoa  §.%  anbatitulrt  und  nadb  verriebteter  Maltiplicatfoii  dia  bat- 
der8<iiti<cen  €ttit)U;i#f)ten  der  enfsprecbenden  Potenzen  vom  w  tH^ 

ander  gleichstellt.  Auf  diesem  We|^e  findet  m^Ji  aacb  a|nar  gan^ 
eiafacbeo  Reductioo  folgende  Gleichungen : 


2^  2B.^_ 


aHgemeiii, 


'*\  j'  liithij«»'-!  H*-,|  «-  Ui,  'im|  :  i  .ij.  n-  )  ■(■*^l)<l^lll^I- 


Oieae  Glaichungen  haben  daa  Beaobdera^^  'dada  id*  denaelben 
kafnaawega  die  aftmmtlicheD,  aondern  mir  die  mll^den  geraden 
Zeigern  Tertfeheoen  Bern|Oalli*9€han  Zahlen  3%*  B^,  B^,  .... 

vorkommen»  welche  letztere  daher  für  sich  allein  und  ohne  Bei* 
Ziehung  der  ungeradsteiligen  Zahlen  B^,  Z»5,   daraus  be- 
rechnet werden  künnen.  Da  auf  suk-he  Art  diese  Gleichungen 
nur  ungeßlhr  halb  so  viele  Glieder  enthalten,  «Ia  die  bekannten 
recurrirenden  Beziofiuncyen  zwischen  den  sann  m  tlichen  Ber- 
nou  Iii 'sehen  Zahlen,  so  ist  klar,  dass  schon  aus  diesem  Grunde 
den  ersteren  der  Vorzug, gröaaerer  Leichtigkeit  ia  «lar  Anwendong 
gebülirt  * 

Andere  veirden  obigen  Terschiedene  Gleichungen  ausschlies«- 
lich  zwifcheo  den  geradstelligen  Beruou  Iii 'sehen  Zahlen  ii 
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•ieh  auf  gleicbe  Art  m»        EalificUaaf    ^ 

finden.  Da  jedoch  ihre  Ableitung  keio«  Be«'?'^'^^*^*^*t  darfwetel; 
«ie  fiberdte^^^  etwa«  minder  eiofach  and  da.h  aadi  müidet  ba- 
qaem  im  Gebrauche  sind,  aU  ^  yorfaerychcade«,  halte  Ich  « 
IBr  OberflflM^,  sie  gleichralls  kier  usafilhren.  Eben  so  gfcwgiie 
ich  die  Besidbmgcp,  welche  aas  den  fcgebaiiea 


der  QaatiaatMi  ^i^^f  and  — ^  auf  diaedhe  W( 

leitet  werden  kannten,  da  ein  daraus  eotsp ringender  IVataeo  nicht 
«Fohl  ib^asebea  ist.  Interessanter  erpcheioeo  die  Glelcliun^eii, 
ireicbe  aiu  der  letzten  in  {.  5Ö.  aufgestellten  Eotwicklnng  dtt 

Qaotienteo  JS'^^^^*^  benrorgehaa.  Mnitipticiit  man  lyü» 

lieh  mit  deiD  Ncener        ond  bemeiht  dabei,  di 


^""3        «  +  10!   "  Ii!  +  JSI 

ferner  vennuge  {.  19.«  wenn  in  der  letzten  dortigea  Gleichaag 
jf=:art  gesetzt  wird« 

eder.  Indem  mao  {fl — i>r  nod  ^l-f-tV  nach  {.2.  entwickelt, 

•    ~  ^  •    =  *a"    TT    Tir  ^  TäT  ^  TöT + -  *• 

ist,  80  Tvird  man  nach  geschehener  Multipltcation  durch  GleifA- 
toteilane  der  entsprechenden  Coetucienten  folgende  Heiatioaeo  awi- 
scben  den  Üernoolii 'i»cbeo  Zahlen  äodeo: 

•2121  '"Sl* 

(2^-i)-/»igft  ra»— i)2*i?, .  (2^—  1^ 

2!10f  SFöT    +      1012!^— II!' 

alJgemeio 

■  21(4«— i)J  6!(4ii— 6)1       +      10H4fi  — iü; 

(— 1)«-H(2i~l)2»"i?,  _  I 
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Diese  CrMefinngen,  welche,  wie  maositlit,  nur  dieungerad-* 
stellig^en  Bernoulli'selien  Zahlen  ß^,  B^,  ß^,  ....  mit  Attb- 
ichliis^  der  geradstelligen  B^,  B^,  Bq,         enthalten,  künnecr 
lur  abgesonderten  Berechmint^  der  ersteren  eben  so  dienen, 
wie  diese  früher  für  die  geradsteUigen  Zahlen  von  den  vovbeci 
aafgeatellten  GlewlMUigeii  gesagt  worden  ist  leb  erlaube  inlrf|««i 
4ecb  sn  bemerken,  diss>6S  sisischeB  den  eage ra da t eiliges 
Barseoi  Ii 'sehen  Zahlen  Doeh  andere  etwas  eiDfaekere, 
ifcier  abgesonderten  Berechnung  geeignsls»  Besiebsligifo  gcfesy 
die  aber'  vit  taa  Her  bebandetten  GcjgsasiBibde^ .nicht  unmittelbba 
BMMOMtt  Ungsii       dsaiilMlb  als  aieht  Mbai  «ehttlgiM 
geaniiÜgmi  Orts  andi' nicht  wHgellgrilt > istffJsB  dKirllBii«.  *\t* 
■'      '  •«         •■ '      ■  ■       'I     II" » ,  .«  «II 


II'  4 

l«.  « 


Vm  das  in  §.  57.  c^ebraiichte;  Verfahren  zur  Entwicklung  der 
Logarithmen  der  Functionen  xx,  ^  und  l-^tp'ix  anwenden  zu 
kuonen,  ist  es  uothwendig,  vorher  die  8uiiiiiieii  der  Potenzen  aller 
reciproken  Wurzeln  der  Gleichungen  xa:  =  0  und  t,x  =  0  zu  be- 
stimmen. Diess  unterliegt  so  wenig^  einer  Schwierigkeit,  daas  es 
▼ielmebr  weit  leichter  ist,  diese  Summen  als  die  einselnen  Wur- 
lela  jener  Gleichungen  zu  berechnen.  Beginnen  wir  mit^der  Glei- 
chung huA  bringen  wir  aia»'  um  die  Wursel  0  wegitfscbaffea, 
aaf.  die  Formt  "   

Die  reellen  Wnrselo  dieser  CMticbiing  sindi  wie  wir  wisiea, 

i 

i«it   d:*%t  ....  db<*«»  •  •  •  •» 

die  inaglniren  WnrselB  aimr 

±«1*»  ±<%»f  •  .... 

Aus  der  Beschaffenheit  dieser  Wurzeln  erkennt  man  auf  der 
Stelle,  das»  die  ungeraden  Potenzen  derselben  einander  paar- 
weise gleich  und  im  Vorzeichen  entgagengesetzt,  eben  so 
auch  die  einfach  geraden  Poteozen  der  reellen  denselben 
Potenzen  der  i m aginären  Wurzelp  beziehungsweise  gleich  und 
entgegengesetzt  sind.  Zugleich  Ist  klar,  dafts  p^anz  das  nähm* 
liehe  auch  von  den  reciproken  Wurzeln  gelten  müsse.  Hieraus 
Ibigl  nna»  daaa  dia  Summe  der  Potensen  aller  Woraeb  oder  anelii 

der  roeq^ken  Wurzeln  ,.der  Gleichung  j^erzeit  gleichtut 


J:  •  •        ,1     ä.i.:      ■  t'  •  i 
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4iS  Mmmri  MmnrtMikm^^  v^nägUduM  S^emei^m^  MMMr 


•d»r  ein«  •infaeli  gerade  ZdU  voii  ^er'iFbrai  i4»^tfrl«Utillliff 
dhM^  wenn  M'bponeiit  doppelt  geT«de'ed«r  ro»>ile»'FalB 
4fr  tot»*  kann  ofld  mnsfl  jene  Sumne  ¥•»  0  Terschi^eden'  seia,  wtM 
io  'df€8«in  Falle  alle  einzelnen  Potenzen  additiv  sind,  und  daher 
sich  gegenseitig  nicht  aufheben  können.  In  diesem  letzten  FaUe 
wird  ferner  die  Summe  der  Potenzen  aller  reellen  additiven 
der  Samme  derselben  Potenzen  aller  reellen  sub tractiveil 
«•4  auch  der  imaginären  sowohl  mit  dem  Vorzeichen 
mil  •^^nommenen  Wurzeln  gleich  und  folgliitb  eine  jad«  dicatg 
▼ler  SwiuiMn  der  rierte  Theil  von  der.  Gcsammt^umnie  dar 
Potenaen  aller  Wnra^n.  oder  reciproken  Wurzeln. <ler  ^leidMMg 
Mein*  Beieichoen  wir  demnach  durch  5411  die  Summe  der  dataa 
Potenaen  der  reeipreken  reellen  additiven  Wnraeln  anaerer  Glei- 
cbnng.  aei  nlhmllcb: 

'  _  1     1     I  i  .  .  . 


sa  mdss  die  Summe  der  4nten  Potenzen  ffir  aämmtllohe 
Wuraela  dev  Gieiefaung  4S^  aein.   -  -  '  xn.  .<< 

,  P|es8  vorausgesetzt  gibt  uns  der  bekannte  Ne^ton'sche  Lehr- 
Mii^^  ifbei^  daa  Verhalten  der  Coenicienten  und  der  Sunimep  der 
Potenzen  der  Wurzelo  einer  Gleichung  in  seiner  Anwendung  auf 
die  reciproken  Wurzeln  uni^erer  obigen  Gleichung  bestimmte  Re- 
lationen zwischf^n  den  Suinmeo  4i^,  44^«  44$||9^.,«.w4<S'4pif  ••••  und 
den  Coeificienten  der  Glelchiiä^^     *  '  • 

•  ^.     1    ■  JL,     __L  ..:^/  mUi-.i 

61*    9!'       13!'    171'  211' 

welche  man  nach  Weglassung  des  gemeinacliafUicheo  Factor*  4 
folgender  Maaaaen  finden  wird:  *  '  ' 


••  .  •»     .'II«!    »I.  .IM 


^•1     itt      m      ♦31...    '     f.,      ^  1,.,  j,  .| .  ! 


aPgenein 

»  • 

•                       •V-it  ,  .  (- 1)— 'S«  .  (- 

TT  ♦  «T — %  "  +  -W=W  *  ~ 
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M  äea  jfmiimtiriH^  ß»ff4€M$4  oermmi4tm  fu^cäamai.,  4^ 

Aon  diesen  Cileichungen  lai^tien  sich  die  durch  S4,  «Sg,  *^ist*- 
bezeichoeten  Suninten  ohne  alle  8€^l\^  ierigkeit  nach  und  liach  be- 
rechnen und  zwar  findet  man  für  die/selben  offenbar  durchgängig 
rationelle  Werthe,  iingeacht<^t  wir  die  elnzeiiien  Wurzeln 
0^»   nur  näberiingsfieUe  anzugeben  ira  Sttnde  waren. 

Mao  erhält  z.  B.  auf  diese  Weise: 


-.Jli    I    3    lern  33! 

^»""ülölöl    Ö19!+13I~'  1315  ~648Ö48000* 


$.  51. 

Gans  4Im .  nähmliche  Verfahren,  welches  ««  «iWn  bei  4m 
fiiiinhing  |»n  ft  befolgt  ivurde..  lasst  sieb  auch  auf  die  Gleicbu^ 
Immil,  odef'tigentlicb,  uln  dabei  die  WnnelO  xo  beaeltif:«* 


anwef»4eii.   Um  die  ^Qtomeii  4er  MiMvii  Hver  redpfoke»  Wom 

/.ein  zu  finden,  kommt  es  auch  hier  nur  darauf  an,  diese  8umnMfr 
für  die  reellen  additiven  Wurzeln  zu  kenner)  und  zwar  hur 
iiir  «solche  Potenzen,  deren  Exponenten  durch  4  theilbar  sind« 
Öiess  ist  so  einleuchtend,  dass  eine  Wiederholung  des  in  §.  60v 
Gesagten  ganz  überflüssig  wäre.  Bezeichnen  wir  diene  SanmM 
dvteb  T4ß,  Mi  nähmlldis 

r.-^.^.^.  

(üo  wird  man  zur  allniäligen  Berechnung  dieser  Summen  aus  dem 
vorbin  angeführten  ^ie  wto  n  sehen  L«liraatae  l4ilgeade  ^jikicbHii* 
gMi.^iM^: 


l*-?p+S-ßi-*'  '  -  ••••• 
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So  iftt  z.  B. 


313!    2.3!     312  13 
""^^  IJt  —  IW1164Ö400* 

_  3!312     3!31     3.31  _  10656  _  37 
711117    71111  +  161""  1617  ~  31783762900  * 


§,  62. 

Die  iD  §.60.  und  §.61.  aufgestellten  Crleiehangen  zur  Iec^^ 
reuten  Berechnung  der  Summen  S^,  Äg,  «S'ij,  —  und  ^4,  7*,, 
fia>  ••••  mancher  Heziehun£^  denjenigen  analog,  weiche 

in  §.69.  für  die  geradatelHgen  Bernout  li';«chen  Zahlen  gefunden 
wtirdeti»  und  diese  Analogie  würde  noch  stärker  bervortreteo,  wen 

ß      ß      B  ' 
man  die  Qnotienteii  T^'       <lurch  eigene  ZMbm 

daf «teilen  und  diese  anstatt  der  Zahlen  B^,  B^,  B^  in  die 

letvtere»  Gleickongeo  elnfiMuen  wollte.  Dadurch  kann  man  eich 
▼enmlaaat  athen,!  die  Frage  aufcuwerren»  ob.es  ffir  jene  8nniiaoB 
niebt  ancb  independonte  Damtellnogageeetae  gebe«  wie  aolcba 
Ür  die  Bernonllt'scben  Zablen  durch  L.a place  und  Andere 
gefnaden  worden  aiad*  Es  unterliegt  wobl  keinem  Zweifel,  das« 
diese  Frage  unbedingt  bejaht  werden  nOsse.  Dennaehon  ducb 
die  Anwendang  der  Torhergehenden  recurreoten  Gesetze  auf  sieb 
selbst,  d.  h.  durch  die  allmfilige  Substitution  der  aus  früheren 
Gleichungen  abgeleiteten  Werthe  in  den  späteren  erijeben  sich 
uothwendig  independente  Ausdrücke,  welche  ireilich  im  all»;eroei- 
nten  nur  durch  comhinatorische  HllfMmittel  eine  leicht  Qbersiclit- 
liche  Form  annehmen  ^verden.  Da  aber  derartige  independeifte 
Eiitwicklungeo  jedenfalls  zur  wirklichen  Berechnung  der  Werthe 
weniger  beipiem  ausfallen  würden,  als  die  bereits  vorhin  enge* 
gebenen  recurrenten  Gleichungen,  so  habe  ich  geglaubt,  mich 
der  Mfibe  ilberbeben  zu  dürfen,  auf  dem  bezeichneten  Wege  in* 
dependente  Formeln  fttr  die  ISummen       ond  74»  zu  suchen. 

Die  Analogie  mit  den  Bern  ou Iii  sehen  Zahlen  weist  noch 
nnf  einen  anderen  Weg  bin»  solche  ,independente  Formen  6U  die 
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mit  den  goniomelritcäen  %umlciui  werwamUen  functionem,  4B\ 


Summen  S^n  und  T^n  finden,  nSbnilicb  durch  befttimmte 
Differentialqiiotienten.  Dies«  unterliegt  auch  im  al!i?emei- 
nen  kemer  Scliwierigkeit.  Denn  man  wird  sich  aus  den  unmittel- 
bar oacbfolgendeu  Eotwictclungen  überzeugen,  da«8 

KT)  .  „  H'S) 


ift,  wenn  in  diesen  Differentiaiquotienten  nneh  irmrhteter  Dife- 

lentiation  ^  ^0  ge^etst  wird«    AUein  die  Qnotienten  und 

Jifx  0 

-g^  gehen  fär  :r=0  in  die  anbestimmte  Zahlform  ^    über  vnd 

dies»  ist  auch  bei  allen  daraus  herj^eleiteten  Differcntialquotienten 
der  Fall.  Man  niüsste  daher  entweder  eine  UniformuDg  dieser 
letzteren  zu  bewirken  suchen,  aus  welcher  die  bestimmten 
Werthe  derselben  sich  ergeben ,  oder  man  müsste  das  nähmliche 
Ziel  durch  nipdprholtp  Differentiation  des  Zählers  und  Nenners  j.u 
erreichen  streben.  Beides  dürfte  schon  an  sich  nicht  leicht  auszn- 
fthren  sein.  Ueberdiese  würden  die  auf  solche  Art  etwa  zum  Vor- 
»Cheine  Icommenden  independenten  Ausdrücke,  wie  das  Beispiel 
der  Bern  ou  II  loschen  Zahlen  hinlänglicb  deutiiefa  za  erkennen  gibt, 
jedenfalls  allzusehr  verwickelt  sich  darstellen»  nni  an«  ilmen  irgend 
einen  wirklichen  Nutzen  hei  der  Berechnung  der  W^the  von  S^t 
iDd  «cbopfen  asn  können,  wenngleich  dieselben  nicht  nur  an 
lieh  intereesant  sein  niOchteo,  sondern  auch  ohne  Zweifei  sur 
Vollstlndigicelt  der  Untersnchnng  gehören.  Ich  will  daher  anf 
diese  Betrachtung  nicht  weiter  mich  einlassen,  sondern  mit  den 
•0  eben  darüber  gegebenen  Andeutungen  mich  begnügen. 


Nachdem  im  Vorhergehenden  die  Mittel  gezeigt  worden  sind, 
BD  die  Werthe  der  Suromen  S4»  Sg^t  ...  und  T4»  T«,  T^^^.^ 
sn  finden»  diese  daher  als  bekannt  angenommen  werden  dtirfen, 
kOnoen  nun  mit  Ihrer  Hilfe  die  Logarithmen  der  Functionen 
VC»  nndl— ^SjT,  welche  in  {.ST.  einstweilen  Qbergangen  wur- 
den, eben  so  In  Rethen  entwickelt  werden,  die  nach  steigenden 
Potenzen  Ton  x  fortlaufen,  wie  diess  bei  den  übrigen  dort  ange- 
fahrten Functionen  durch  die  B  ernou  Iii 'sehen  Zahlen  geschehen 
i«t.  Mao  wird  nähmlich  durch  dasselbe  Verfahren,  welches  in 
{.  97.  angewendet  wurde,  aus  den  in  §.  55.  und  §.  56.  gegebenen  .  . 
Zerlegungen  der  Functionen  xx,  |a:  ond  1  —  qp2x  die  natürlichen 
Logarithmen  dersellien  dnrcb  folgende  Reiheu  ausgedrückt  finden: 

TM  XXVII.  31  ^ 

p 

A 

4 

Digitized  by  Google 


l'jfx  =  ^  —     .  -j-  —  «J^B  •  2"  —  "^la  •  •    


l(l-92x)=4i:ar  +  ß-/3  -(^4+  ^4)-^  T.h^ 


Hieraas  lassen  sieh  dnrch  Differentüren   noch  audere  Lnt- 
ivicklußgen  herleiten.    Denn  es  int: 

dl%x  _  fpx     dßx    ipx  y2jg)__^ 
dx'^j^'    das  ^  isp  di  7"**!-— gpfx' 

dalMT  erlifili  man : 

^=~454.ar»-4^.*^-4i^..«"~4iS|4.a;^*^...., 

^=^-4r4.a;»-4Ta. ^7-4^14.^" -4r„.a;^*-...., 

j:^^ =|~  2(Ä4  +  ^4) .  ^'-2(^  +  7i)  .x^-2(S^^  +  2  la) .  ^ '  ^  - .... 
Durch  die  MuUiplicatieo  der  eben  enwickelten  beiden  Qnetien* 

wx         tpx  .  . 

ten  —  und  7-  mit  den  zwei  bereits  in  §.  56.  erhaltenen  Wertbeo 

von  —  und  -7^  kOnnen  auch  für  die  Quotienten  ~  ,  2!? 

<pa:  %X      if;x  ^ 

und  1^  Reihenausdriicke  gefunden  werden,  die  freilich  anmiftd-  , 

bar  weit  mehr  zusammeDgesetzt  ausfallen,  als  die  bisher  angefiSlH^  • 
ten,  und  auch  schwerlich  einer  fiirtreichend  einfachen  Darstellaog 
f&hig  sein  dürften«  Desahalb  %vill  ich  die  dabei  erforderliche  Mut 
tiplication  der  Reihen  nicht  wirklich  verrichten,  sondern  diesdbi 
nur  anzeigen,  und  zwar  zur  Verkürzung  der  Ausdrücke  mit  Hilfe 
des  bekannten  Summenzeichens  2,  welches  hier  durchgängig  i« 
der  Ausdehnung;  von  n  =  l  bis  n  =  GO  genommen  betrachtet  wer- 
den soll,  ohne  diesen  Umstand  überall  im  einzelnen  anzuzei^w* 
Unter  dieser  VotauaseUuu^  Vat  um; 
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»iU  den  i/tmiamerriscAt^n  tunächsi  verwtmaien  FttncHoiUn,  4^ 

m 

Wegen  dec  tedeutendea  Ve^wiGkl^^§  dieser  Reihet^,  ^,^it^ 
i^irkiicber  Gebrauch  derselben  kaum  zu  ^w«|too  aojikp..fii;Jü«a^ 
aws^Jedocb  eine  Bemerkung  daran  knüpfei^  «m  dtceiii  iviUtD'  die, 
eigentlich  hier  beigefägt  worden  eind. 

■  Wie  man  sogleich  sehen  wird,  sind  von  diesen  zuletzt  ge- 
fundenen Austh  ticken  der  erste  und  \  ierte  zu  einander  reciproke' 
Werth©  und  daher  ihr  Prodiict  gleich  1.  Von  den  beiden  mittt^^-' 
ren  Ausdrücken  gilt  offenbar  ^:inz  dasselbe.  Deokt  man  sich  nun 
ein  solches  Product  wirklich  entwickeit,  so  müssen  sich  aas 
önetoMawCeelßeienten  desselben  geMsse  Gletehnngen  xWfseheir 
den  darin  VorlLoniniendeD  Zahlen  S^,  S^,  ^$,2, T^,  T^,  TV^,... 
nnd  B^,  JB^,  B^,  ....  ergeben,  aus  wefefa«n  ein  Th^il  dienwf 
Zahlen  berechnet  werden  könnte»  wenn  die  fibrlgen  als  bekannt 
angenommen'^VfeMen«  wirlttiehe  AvsMhmng  dije«r  Bereeh- 
nang  diirhe  altefdlngs  vnt$  wenig -faeqoem  %efandear  werden»  es 
schien  mir  jedoeh  bemerlcenswertb.  su  sein,  dass  überhaupt  solehe 
Glelchnngei^.^yistUeftV  <tarch  Welche  ein  bostlmiftter  Zne^m- 
menhang  zwischen'  diesen  scheinbar  sd  aehr  vvn  einander  r0elc- 
sichtlich  ihres  Ursprunges  verschiedenen  Zahlen  nachgewiesen 
werdet)  Kann. 

Zur  Beortheiloeg  der  Cbnveiyena  l»ei  den  hier  eatwIehsKeni 
Reihen  fibersengt  man  sich  aus  der  Beschaffenheit  dtor  mU 

bezeichneten  Summen»  dass  die  GrSnxen»  WjeJchest  sich  die 
Quotienteii 

hei  fortwährendem  Wacbsthume  von  .n.  ohne,  End^  nSheru,  be- 
aiehiing8\«aise  ...  Mi"  ■     ,  • 

ft^  ^   

31» 
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JH^IUung  der  tor%üglieksten  Eigenukaften  eMger 

■iod.    Hieraus  folgt  yemiuge  des  bekanoteo  tod  Caocby  aafge- 
atollteo  Kennzeichens,  dass  die  Reihen  für  Ixx,  —  and  ,  ^ 


eoDTergiren »  sobald  x  <  Oi ,  die  Reihen  f&r  and  |^  bingegeD, 
wenn  x-^ßi  ist. 


9.  64. 

Zwischen  den  Sammen  S^,  S^,  5,,,  T^,  T^,  f,,, 

und  den  Ber noulli'schen  Zahlen  scheint  auch  darin  eine  Art 
▼OD  Uebereinstimmung  zu  herrschen,  dass  sich  für  die  ersten  eben 
so  wohl»        diess  von  den  letzten  längst  bekannt  ist,  mehrere  ^ 
Too  einander  abweichende  Systeme  von  recurrenten  Gleichungen 
aofstelien  lassen.    Um  diess  za  zeigen,  betrachten  wir  zunächst 

die  in  {.  63.  gefundene  Entwicklang  des  Quotienten  YZT^^x' 

Indem  man  dieselbe  mit  dem  Nenner  1  —  (p2x  maltiplicirt,  erhält 
man  daraas: 

Nun  ist  aber  vermöge  $.  2. : 


12«  = 


31 


7f 


111 


15! 


Idt 


•  ••  * 


92jf  —  1 —    ^1    T    ei  loi  + 


8! 


12! 


161 


Setzt  man  diese  Werthe  in  der  vorhergehenden  Gleichang,  so 
wird  man  nach  vollzogener  Multiplication  durch  GleichstelloDg 
der  entsprechenden  beiderseitigen  CoefGcienten  folgende  neat 
Relationen  finden: 

41     ~  8!  — 
5,  +  r,    2«(5«+r«)  .  2.2«  _  „ 

^    a        9    ■•■  121 


4« 


5,.+r„  i^{S,  +  T,) .  2»(54-f  r«)  a.2««  • 

Ü  8!      /       121      ~  161  — 

t  »»l  >  .»1. 


IL. 


wM  dm  ttmtometiltcheH  »umMUt  e«nMintoi»  FtmeUomem.  4ii 

—  S!  +  m  . 

+    (411+4)!  — 

Gaox  die  nähmlicbeii  GleichuDgen  lai^sen  sich  aocb  pius  den 
Meo  Id  §.03.  MtwiekelteB  Qaoltoiileii  —  and  |^  beMM»  to- 

dem  man  dieselben  addirt.  Hiogegeo  ergeben  sich  daraus  andere 
IM  den  früheren  wesentlich  verschiedene  Gleichungen,  wenn 
Ml  die  eben  baaeicbneteii  Qaetientea  toii  einender  eubtraliirt 
Dwe  ee  iet: 

Ümtr 

flianme  fo%t 

-f  4(5is— rie).»"-!--... 

oder,  wenn  man  mit  dem  Nenner  1 — (p2x  muitiplicirt,  nach  Weg- 
biiaog  des  Factors  2, 

^(xx  ,^x^(px.  Ix) 

Wild  bierln  anstatt  q/ix  die  verhin  angegebene»  anatati  'fff^i^ 
-q^x.lx  die  bereite  In  {.59.  gefandene  Reibe  aabatitnirtt  ee 
ergeben  sich  nach  verriebteter  Msltiplieation  dnrcb  Gleicbatel* 

long  der  auf  beiden  Seiten  einander  entsprechenden  Coefficienten 
folgende  Beziehungen: 

54-7^4  2.2_-. 

41  8l~"— 

— i  ^81 —  +  — Hf— 

dT  ST"  + — isn — Bsr^"®^  -  ' 
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4fl6  Mmmr^  MaäeMUm^  äer  wmrwOgiicätim 
aUgeroeio 

(4»>l  +  (4it+4)! 

•  Ami  4liciBeii  Gleichungeo  könneo  die  Wertbe  too  S^'^Tfk 
5||-r-7*s,  ^9—^1-1»  so  wie  au8  den  fri^bemi  Jene  tob 
1S4  +  94«  1»»  '^a-f  ^ii»---  berochoet  md  darim  Bit  kich; 
tff  Mühe  sowohl  S^,  8^,  Si^,  als  aach  9*4,  T^,  T^, 
lioigeleitet  werden.  Es  ist  aber  noch  einfiwher^  diese 
zuletzt  gefundeoen  Systeme  Ton  Gleicbaogen  nach  der  Ordnang 
paarweise  zu  addiren  and  auch  zu  subliahiren.  Dadurtb  erbalt 
man  die  zur  unmittelbaren  Berechnung  der  Summen  S^,  Sq,  «Sij, .. 
und  7*4,  Tg,  7*12»  —  j^eeigneten  zwei  neuen  Systeme  voo 
Relationen,  die  von  den  io  §.  60.  und  §«61.  aafgestellteo  wetMt- 
lieh  abweichen: 

53  92  9  90 

¥  g! — 

V'W  ^  12! 

41       81    ^  121  ^  161 

allgemein 

"5!"            "  +  ^121  i6l~  " 


und  ferner 


1.2*^  +  2.20  ^ 

Ü  Sf — 

4r~  81  +  12! 

4!       8r+  12!  16! 


al/gemeia 
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wfo  «w  d«i  gonioMtrfaieheB  oder  eyettRhco  F^netloMD 
die  etgeoaiptee  hyperheliaehen  dadindi  eoteleheDd  gedadift  iter- 
deD  kUnoen»  ioden  aiae  in  den  ReibenaaedrilckeB  der  ereteree 
die  eftauetliehen  Glieder  aaetatt  der  abweehaeladea  dercli- 
gängig  mit  einerlei  Vorxeieben  behaftet  anniaMat»  eben  so  konn- 
ten darch  die  n&bmliche  VerSnderuTi^  der  Vorseichen  aus  den 
hypercyclischen  Functionen  andere  n  e u e  1" uuctioneu  entspriD« 
gend  gedacht  und.  dann  einer  besonderen  Betrachtung  unterzogen 
irerden.  Es  lässt  sich  jedoch  leicht  zeigen»  dass  die  Werthe 
dieser  neuen  Functionen  stets  durch  die  hypercyclischen  ausj^e- 
drückt  werden  kimnen,  und  zwar  nicht  nur  in  imaginärer,  aon' 
Jern  auch  in  einer  durchaus  reellen  Form.  Durch  diesen  letzten 
(Jnistaud  fällt  die  Nothwendigkeit  gänzlich  wci;,  diese  neuen  Fun- 
ctioneo  als  selbständig  aoziiseben  und  zu  bebaDdeln,  da  ihre 
Eigenschaften  ans  jenen  der  bypercyclischeo  Functionen  vollständig 
sich  ableiten  laaeen  mtaaen»  weil  sie  in  jedem  Falle  auf  diese 
letaleren  in  reeller  Form  aorOckgefuhrt  werden  ktonen.  Setzt 
nkn  uSbailich  In  den  Reihen  des  §.  %  am  anstatt  ao  findet 
ann  wegen  nnd  I, 


(pxw = ^  +  41  +  g  +  jg[  +  ig[  +  ■•••> 

(ggk    ^    j^ie    ^14    ^18  \ 

(ar'  x^^     ic'*  \ 

und  folglich 

*  1 4! + a  +  la + 1« +••••  ' 
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'ricklung  der  99r%ügUck»ten  Eigenickaften  etmiger 


X*     X*  .  x^*  x" 


0.+ 


6!  ^  10!  ^  14!  ^  18! 


x"  x" 


3!"*^  7!  +  11!+  15!  +  19!+  -^^^ 


ist.  Um  diese  Ausdrucke  auf  eine  reelle  Form  zu  bringeo,  die- 
oeo  die  GleichuDgen  des  §.  '20.    Denn  es  ergibt  sieb  daraus : 

J§  f  X      xi\        X       XI*        X    ^  XI         X       XI  i 

^  ,x«, = „  ^  -  — 2 j  =  ^     .        +  X  — ^ .  {  — ,  -  ,^  -2 .  ♦  . 

fern« 


X 


X-, 


ferner  auf  dieselbe  Weise: 


f '  X      xi\  'XX         X  X 

^  »./  X         Xl\  ,     -  .      X     ^  X  X  X^  1 

Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  endlich: 


II 


X*  .  X«  .  x'«  .  x" 


*  +  4!+8!  +  l2!  +  T6!      =  (9>  ;72>*+(^v2>'' 


.10 


.r 


14 


18 


^  +  6!  +  10!  +  TT!  +  18!  +  v2)*+(^  v2^*' 


X*      X*^      x'*      X"      X*"  -      X         X  'XX 


.Ift  ^19 


§.  66. 

Im  Vorhergehenden  habe  ich  versucht  die  vorzüglichsten  ood 
am  leicbtesten  erkeDubaxeii  ¥i\%«\v«eVk^^\.^ii  d«x  voq  mir  mit  den 
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Kamen  der  hypereyelUchen  belegten  Fanetionen  naebsuwel- 
«eo.-  Es  lag  dabei  gar  nicht  in  meiner  Absicht,  diesen  Gegen« 
8tand  mit  alter  Ausführlichkeit  «Bd  V ollständiglieit  sli  b«- 
handahk  Dejisbaib  darf  Mor  sldi  nicht  darfilior  verwundcmi» 
hfii%  «nr  theiiir«lse  and  ntbcMnnit«  FSlIe  bMehrftnilt« 
B&twfcUang«»  odtr  auch  bloM  Hl»deatiiiig'««  «nf  aBd«ra  wat» 
tar'TtMmde  Unttrsoehvageii  antotrotfMi»  Ancb  wttd  mwi  iMm, 
data  iiMhper«'  Saaiehttpmikle«  ans  waieheii  die  geiwMlIeli  FHih 
ctl— <»  hitlee  hatraditat  «od  die  dataee  el«b  ergebendeB  Fel^ 
lengae  henrorgeliehen  wefdee  ktann  wd  aoHen,  gteaUb  fliit 
Stiliaeh weigen  uberi^angen  worden  sind,  weil  aie  entweder  m 
nnerheblich  und  mit  den  übrigen  in  keiner  nothwendigen  Veril>iB» 
dnog  stehend  er8chienen,  oder  auch  weil  eioe  genügende  AusfSb* 
rung  derselben  eine  grössere  Weitläutigkeit  erfordert  haben  würde, 
als  ich  mir  erlauben  zu  dürfen  glaubte.  Der  Zweck,  welchen  ich 
bei  meiner  Arbeit  durchgängig  vor  Augen  hatte  ,  ist  gleich  anföng- 
licb  von  mir  angec^eben  n  orden,  und  ich  bege  die  Hoffnung,  dass 
das  hier  wirklich  Beigebraclite  vollkommen  hinreichen  wird,  die 
grosse  Menge  und  Verscbiedeoartigkeit  der  Eigenschaften,  welche 
den  bypercycüacbaii  Fenetiaeae  ankomam»  ae  zeigen  und  dabei 
sagleich  erkennen  zu  lassen,  daea  eioe  weiter  aui^deimte  Md 
tiefer  eindringende  Untersucbang  sie  noch  bedeutend  vermehien 
mileee«  Auch  steht  der  hier  behandelte  Gegenatand«  wie  man 
an  iMmerken  Gelegenheit  gehabt  haiieo  wird,  saweilee  mit  ande- 
ren in  einer  Torhlnein  nicht  erwerteten  Verbindong,  werana  eich 
dann  Beaiehnngen  mit  den  echon  bekannten  Functionen  etgelien, 
welche  die  daranf  verwandle  Mflhe  in  keinem  Falle  als  gana  mi- 
frachtbar  emcheinen  laaaen. 

Bei  dem  ausgesprochenen  Zwedfie  wird  es  wohl  auch  Iceiner 
besonderen  Entschuldigung  bedürfen»  wenn  man  wahrnehmen  eellt^ 
dass  hier  nicht  überall  ein  durclmna  gteichfißrmigea  streng  ayate» 
matiacbea  Verlahren  eingehaltea  wurde»  indem  meine  Anfinerlmam* 
kalt  nicht  aewohl  darauf»  aia  vielmehr  ▼onngeweiae  anf  den  Cm- 
atand  gerichtet  war»  jede  elnaehie  an  erweieende  Eigenachaft  auf 
einem  müglichat  knraen  Wege  hersnieiten.  Oienee  letitere 
tat  sngieich  die  Uraache»  weaahnlh  ich  von  den  Imaglniren 
Zahlen  dnen  ae  anagedehnten  Gehranch  gemaeht  hebe.  Ich 
glaube  zwar  erwarten  zu  dürfen,  daaaman  an  dieaerBebandlunga* 
art  gegenwärtii(  weiter  keinen  Anstoss  nehmen  werde,  nachdem 
man,  zuerst  an^^'eresjt  durch  Gauss,  der  die  Tiefen  der  Wissen- 
schaft eben  so  wohl  als  die  mehr  an  der  Oberfläche  derselben 
befindlichen  Gegenstände  mit  gleichem  Scharfblicke  zu  durch* 
acliauen  gewohnt  war»  die  wahre  ISatur  der  aogeoannten  unmdg- 
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licliea  Züfclen  «»^naa^  einzusehen  ansefansen  hat.  S-^^Mt«  ^let* 
.4^1^^  deDDQcb  der        w^äb^  uud  ssuM-  von  tief  l^elnicbliiiBg 

MiMNBliM  W99m  ^eidl  .«(was  weil 

-daraus  umnilteÜjar  die  in  §.  13L  und  ^.  Iti.  au ei? teilten  Differentialr' 
qocjtieTiteo»  mit  deren  Üilie  (€ftiiiige  des  Ib  y  l  o  r  seilen  Lfehfsatzes 
^die  hypercyoli>chen  Fanctionen  von  iP-|-f/  und    ^  —  j/  zuer^-t 

J^albeiig  4aiMi  .ai^r  anok*  irniir  mm^  iip,JH(rrrjnftri  flUf^^""  der 
zuearomeisiaht,  .ift'  gessMMMHer  Fmi  finda 

lieit  erfordeilicb  seio  wird,         im  \  orhergeh enden  unter  Mithille 
jener   Zahlen  fioth wendig  war,   deren  haüf)t.'^ät:hnchstef  i^iitzen 
^^gjH^  darin  besieht«  dass  fltirch  dieselben  b.'iuü^  der  Uebe^^SiOg 


ii  >. 


Digitized  by  Googfe 


Decker:  ees.fiir  äießiid,  der      :iemicntH0Sif€t, om, äoitp,  tnncL  47 i 


Uebor  im  allgemeiiie  Gcaeii  ffir  die  Bfldong  der 
hohe»  AeoderongBseMUe  dner  doppelten  Fuactfon. 

Vom 

,  ,.  Herrn   Professor  G.  Decher  ,  • 

M  im  pftljtechüMchea Schuie  sa  üagcburg. 


In  elDcr  firOtoea  AUnedfawg  (ArebWThL  XXI.  Seile  4i3 
ik  f«)  bebe  ich  dae  ellgenieiiie  Geseti  filr  die  Bilduig  der  bOliem 
Aepdeieagigeeelie  eieer  doppelten  FeeelieQ  fi^i^))  onter  fob 
gender  Forn  nÜgetlMilt:  ' 

•     .  .1  • 

worio  jf  =  fdfi^yh  e  =        ist*  fm  das  AenderungsgeeetB  der 

fftee  Ordnung  fon-  jf  Id  Besug  anf  x,  yk  das  Aenderangffgeeats 
der  /'ten  Ordnung  fron  y  ni  Bezug  auf  u  bedeutet,  und  7/^ ,  t(»ti%» 
V»  e.  f.  die  Aeedenmgageaelie  der  latee»  2teD»  3ten  u.  f.  Ordeeeg 

Ten  u  hk  Bezug  auf  x  Torateliao,  eedlicb  n,  p,  ^»  ike»£  die 
Facterielieo  1.3.3....«»  1.3.3. ...p,  1.3.3.... 9,  a*a*£  eraefaen. 

Dieaea  Gesetz  lässt  sich  nun  leicht  unter  anderen  Formen 
darstellen,  welche  theUs  an  alch  interessant  sind,  theils  aber 
aneh  in  besonderen  Fällen  ganz  einfach  auf  AusdrAcioe  tthtent 
die  nnn  bia  jefaet  nnr  anf  ataHab  b^^weiikbem  Wege  ablei- 
ten kennte.  Baan  wetten  wir  daaaelbe  anenl  nnter  die  Fem 
bringen: 
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DecAer:   Veöer  das  allgemeine  Geiet% 


k=n  a» 


6 


(A)      y.  =  ^.j,»^^^^^.n 


W  (i;  •at; 


för  Pi+2pj+3;?3+etc.+i7Jr.  S. 


für 


-f-fr  steht,  und  deren  Gesetz  so  besser  in  die  Augen  fällt. 
Fassen  wir  dann  die  Entwickelung  des  Polynoms 

worin  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  in  einer  ähnlichen  Doppel- 
suninie  zusammen,  so  finden  wir: 


._.  8.rp_=k-^h 

A_0  Srr  =  *  Pl'P2'P9""Pr 


und  die  Vergleichung  der  innern  Summen  von  (A)  und  (B)  zeigt, 


dass  der  Coeffizient  von  i/k  in  der  Entwickelung  von  y»  mit  demj 
CoefBzienten  von  a"  in  der  Entwickelung  der  Potenz 


(C) 


A;  2         o  n 


Identisch  ist;  denn  man  hat  bei  dieser  Vergleichung: 


tl|  tCf 

^  ^  3 

Darnach  ist  also  die  unabhängige  Entwickelung  von  yn  auf  die  un- 
abhängige Bestimmung  des  Coeffizienten  von  in  der  Entwicke- 
lung des  Polynoms  (C)  zurückgeführt,  und  man  kann  dem  allge- 
meinen Gesetze  (A)  nun  die  Form  geben: 


(D) 


y = *f  X  •  f    h" + f "  +  f     • + -  «"1. 


wenn  man  übereinkommt,  den  CoefBzienten  von  o:*  in  der  Ent- 
wickelung von 


durch  den  Ausdruck:  ,fn,>       «Ir^rft  df!:>lif'f  .rr 


!-  '1 


mn  beieichneo. 
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hm        Fmm  lo%t,  IwfciwrtiuBttf      gw  awktlica 

itD  Coeffizienten  Oj,  a^t       n.     f.;  Ak,  Bk,  Ck,  O.8.  f.  in  der 

man  fSr  k  nnefa  «ad  Meli  aH*  Wertb«       ii  Me  1  «Inlfekrl;  mo 

n— 1  «—4 
«»•.1  MsgwIiidLl  eradMiBen,  mid  dm  naa  hat: 

^«-.issrad»-», 

(E)   /  2«iC;_a=(it-3)^i?,-..  +  2(fi-2)*i<«-«; 

%^»-f  =  («  —  3)  ^  ^fH-S  f 

2«jC;-,  =  («-4)^Ä.-,  +2(»-3)  1^»-, , 

Beachtet  «man  endlieb «  dass  der  Coeflbieat  ron  ji«  k  der 
btipklMlwig  daa  rolwgtaaataa  PalspaaiM 
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Decher:   L  eber  das  allgemeine  Gesetz 


derselbe  ist,  wie  bei  der  des  begrenzten  Polynoms 

(flio:  +  a^x^  +  a^x^  +  +  Ona:")*, 

80  lange  k  kleiner  ist  als  71,  wie  es  in  unserem  Falle  immer 
stattfindet,  so  kann  man  auch  in  dem  Werthe  (D)  für  das  einge- 
klammerte begrenzte  Polynom  das  unbegrenzte 

einfuhren,  welches  nach  dem  Taylor* sehen  Satze  die  Entwicke- 
lung  der  Differenz  g)(x-\-u)  —  (p(x)  vorstellt,  d.h.  die  Aenderung 
des  Werthes  unserer  Function  u  =  (p(x),  wenn  man  x  in  x-\-a 
ubergehen  lässt.  Damit  nimmt  also  unser  allgemeines  Gesetz  die 
einfache  und  gewiss  bemerkenswerthe  Form  an: 


(F) 


=  fcfi  y"  T  ^     + '^)— 9>w j^« ' 


deren  Bezeichnung  indessen  immer  noch  voraussetzt,  dass  die  ein- 
geklammerte Grösse  nach  Potenzen  von  a  geordnet  und  der 
Coeffizient  von  <r«  herausgenommen  werde. 

Nehmen  wir  als  Anwendung  u=zx^,  y  =  f(x^),  so  folgt: 
q>(x  +  a)  -  <p(x)  =  (a:  +  a)^  -:r^  =  a:^ [(1  +       -  1]  , 
und  damit  wird  zuerst 


das  mit  «"  behaftete  Glied  hat  also  immer  die  Form  N  — und 

der  vorstehende  Werth  kann  desshalb  auch  in  den  folgenden  um- 
gewandelt werden : 

Entwickelt  man  sodann  das  eingeklammerte  Binom,  so  ergibt  «leb 

urt*  mrt  der  Beachtung,  'Jass'mafi  liat:^^'^^^^"  *  "/  " 

^  1(1  +  «Vi.«  -  \.^....n  =  M"  • 
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fiatet  man  sofort: 

i [l  -  (i  +  a)^]*.  =  +  tAJ,[2AJ.-[*],[3AJ»+etc.l:l*iJ. 

folglich  wird  auch: 

M 

Ebenso  einfach  ist  die  Ableitung  von  yn,  wenn  ussstß,  ffss/le*) 
geDonunen  wird;  mao  hat  dann  nach  (F); 

entwicl^elt  man  das  Binom,  so  ergibt  sich  zunacbät: 

e»  ist  aber  auch 

«'«=l  +  T  +  "W  +  "T  +  --  +  — +  «^-' 

*        5!        o  II 

also 

Ii 

und  damit  findet  mans 


Ii* 


folglich  hat  man  auch; 

Fflt  die  Entwickelnng  von  />jff/(logdr)  bietet  die  Form  (F)  un- 
seiee  allgemeinen  Gesetses  keinen  besondern  Vortheil ;  man  maus 
IBr  diese  notbwendig  anf  (D)  zurückgehen  und  Jie  Hülfstafeln  (E) 
benfltzen,  durch  welche  man  auch  für  einige  besondere  Wertbe  von 

X  in  Sf^fix^)  sehr  leicht  die  einfachsten  Entwiciheinngen  v^yn^findel*  i 
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§€r:   Sin  S4U%  vom  weitheiUgen  fl^p€rboioiä. 


Ein  Satz  vom  zweith      ^en  Hyperboloid. 


Von 


Herrn  Franz  Unf erdinger ^ 

'jebenaTflraiclieriinfj;«  -  Calciilator  der  k.  k.  p.  Azi«ai!n  A««icur«trice 

zu  Tri  est. 


loThl. XXVII.  8.51.  dieses  Archives  habe  ich  bewiesen, 
ass  das  von  den  Asymptoten  und  einer  beliebigen  Tangente  der 
Hyperbel  formirte  Dreieck  einen  constanten  Flächenraum  hat  und 
dass  der  Berührungspunkt  stets  im  Mittelpunkt  des  von  den  Asym* 
ptoten  begrenzten  Stückes  der  Tangente  liegt.  Ein  analoger  Satz 
gilt  auch  vom  zweitheiligen  Hyperboloid,  dessen  Asyniptotenfläche 
und  dessen  tangirender  Ebene. 

Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  des  zweitheiligen  Hyperbo- 
loides, dessen  drei  Axen  2c,  2V^ —6*,  2V^ — sind,  ein  recht- 
winkelige^  Coordinatensystem  der  x^y,  so  dass  die  Axe  den 
in  die  Richtung  der  reellen  Axe  2r  und  die  Axen  der  y  und  x  io 

die  Richtungen  der  Axen  2V  — 6*,  2V — zu  liegen  kommen,  so 
ist  die  Gleichung  des  zweitheiligen  Hyperboloides: 


(1) 


und  die  Gleichung  der  Asyroptotenfläche : 


Sind  ,  ^1 ,  2i  die  Coordinateo  eines  Punktes  de«  Uyper* 
boloides,  so  dass  auc\i 
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10  ist  die  Gleichung  der,  in  diesem  Punkt  das  Hyperboloid  taiigi- 
ffwUii  Ebene: 

(4)  ^=  A;•^-^64•2'  +  ./ 
E8  icomnit  nun  darauf  an^  das  Volumen  desjenigen  KegeU  xu 

besünmen,  welohen  die  berObrende  Ebene  (4)  ron  der  AsyiApto- 
tenSlehe  (2)  abschneidet  Lassen,  wir  die  Gleichungen  (i)  und  (4) 
sieichzeiti!?  bestehen,  d.  b.  besieben  sich  in  heiden  Gleichungeo 
die  Coordi  naten  :r,  z  auf  dieselben  Punkte  des  Raumes,  so  beaeicb- 
iien  die  beiden  Gleichungen  die  Durchscbwittslinie  der  beröbrenden 
Ebene  mit  der  Ä8ym|)t(.tenfläcbe,  d.  i.  diejenige  kfnnlin^  "Linie, 
welche  dio  Grundfläche  de«  gesuchten  Kegels  begrenzt.  Beaeich- 
nen  wir  den  Flächenraiim  dieser  Grundfläche  mit  /'  und  das  vom 
Aofangepunkt  auf  die  tangirende  Ebene  pefallte  Perpendikel  mit  p 
wid  das  Volumen  des  Kegels  mit  V,  so  ist  , 

(5)  V^\F.p, 

Insofern  sich  nun  die  Lage  des  durch  a:,,  yi,  t,  bezeichneten 
Pliaktes  ändert,  ändert  sich  auch  die  Lage  der  durch  (4)  darge^ 
•teilten  taogirenden  Ebene  und  mit  ihr  der  Fläcbenraum  t 
wid  das  Perpendikel  p.  Es  ist  also,  um  über  die  Grosse  des 
Volomen  V  entscheiden  au  können,  nothirendig  F  und  p  oder  doch 
lias  Product  ¥.p  als  Function  von  a?i ,  ,  'i  darzustellen.  Gm 
liieses  auf  die  einfachste  Art  zu  bewerkstelligen ;  eliminiren  wif 
«18  den  Gleichungen  (2)  und  (4)  die  Coordmate  z  und  erhalten: 

eine  (ileichung,  welch©  die  Projectiou  der  Durchscbnittnlinie  der 
Uogirenden  Ebene  mit  der  Asymptoteiifläche  auf  die  Ebene  der 
9s  beaeichnet.  Wird  diese  Gleichung  nach  x  und  y  entwickelt 
flad  geordnet,  so  findet  man: 

oder  weii  aus  0}  folgt:  •  ,    t  ■       .     '  . 

•ih«u  xxvii, 
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wenn  man  diese  Form  der  Coetücienlen  von  a:^  und  3^'  adopUri 
uod  abdaoo  durch  den  geineiDacbaftiichen  Factor  d^b'^f^  abkGrst: 

i  (7)  ' 

Um  die  besondere  Besefiaffenbeit  dieses  Kegelsehnittee  keimM 
ca  lernen,  folgen  wir  der  von  Herrn  Grunert  in  ThI.  XXV. 

p.  146.  gegeheru  n  „Discussion  der  all^enioineii  (ileichung  des  iwei- 
ten  Grades  zwischen  zuei  veränderlichen  Grössen'*  und  setzen: 

wodurch  die  Gleichung  (7)  übergeht  in 

uttd  .bereeluieD  die  beiden  iiuadrucke: 

a'b'-^c'^  und   a'c'2  +  6'd'»+/'c'*— ^2c'rf'e'. 

weif  aber  nach  der  Gleichung  (3)  a^^^  +  ^^j^i^f  a^^j*= .  i^*, 
so  ist  auch; 

Ebenso  erhält  man: 

mithin,  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt  und  die  Glitider  der 
zweiten  Theile  derselben  entsprechend  zusanimeofasst: 
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Cuferdimi^er:  Bin  1^%  www  ^weitkeiMgen  äißperbaMk 
NU     «kkner  mich  i^y.  '  ^  ' 


ako 


•d«  '        \-  •  ' 

Weil  sovrohl  die  (jrr>ssen  a',  ö' ,  als  auch  die  beiden  Aasdrtteke 
(9)000  (10)  positiv  »ind,  so  bezeichnet  die  Gleichünpr  (8)  oder 
jene  (7)  eine  Ellipse,  mithin  ist  auch  die  iu  der  tangirenden  Ebene 
liegende  i^rundfläche  des  Kesrels  Feine  Ellipse.  Bezeichnet 
man  die  beiden  Hatbaxen  der  durch  die  Gleichung  (7)  4arge«tell- 
tm  ProjeetioiwEUipse  mit  A  und      so  Ut  ^ 

ibo  in  dem  vorliegenden  Falle: 

(^•'■•)'  .   

•der 

■5  .  I    -  . 

vi  »  W  *  j  ' 

Bezeicbneo  wir  deo  Flächenraom  dieser  Ellipse  mit  Fi,  so  Ist 
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I  i$t  der  Flachenraum  der  Projection  der  Durchschnitts -Ellipse 
H  wf  die  Ebene  der  xy\  ist  aUo  y  der  Winkel,  welchen  die  tangi- 
I  g'irende  Ebene  (4)  mit  der  Ebene  der  xy  bildet,  so  ist: 


^  also 

■  y  ist  aber  auch  der  Winkel,  welchen  das  Perpendikel  p  mit  der 
f      Axe  der  2  einschliesst,  mithin  ist  nach  den  Lehren  der  analyti- 

I  sehen  Geometrie  rr^  cleich  dem  von  x,  y,  z  freien  GUede 
\  Cos.y  °  ^ 

in  der  Gleichung  (4)  der  tangirenden  Ebene,  d.i.: 

«1  ab 

=  — ,   also    V  =  s  —,Zi.n.— =^  laben. 


os.y     zi  '  c  *  2i 

Das  Volumen  des  gedachten  Kegels  ist  also  von  den  CoordinateD 
^1  >  ^if  unabhängig  und  für  alle  Puncte  des  Hyperboloide« 
c  o  nstant. 

i  .;  Die  Gleichung  (7)  der  Projections- EUipse  kann  mit  Leicbti^^ 
keit  auch  auf  die  Form  gebracht  werden:       .....  .... 

...  •    '  . 

Verbinden  wir  den  Punct  (xy)  dieser  Ellipse  mit  dem  Punkte 
und  verlängern  die  Verbindungslinie  über  (x^i)  hinaus 
soweit,  bis  die  Verlängerung  gleich  der  Distanz  (a:y)(xiyi)  wird; 
heissen  die  Coordinaten  des  Endpunktes  der  Verlängerung  |  uod 
17,  so  muss,  weil  der  Punkt  (xiyi)  im  Mittelpunkt  der  Distaiu 
(^ifKh)  liegt, 


I  - 


••In,  oder  es  ist 

ar=:2ari— I,        y  =  2yi  — 17; 

setzen  wir  diese  Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung  (11)  nnd 
iuken,  dass 


.i't 


yix  —  Xiy  =  J"i  t; — yi  | , 

MO  Wird 
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IKene  GleichofiK  tinterseMdet  sieh  roa  jener  (11)  enr  daifaireb, 

dass  ^  an  der  Stelle  von  x  t]  ati  der  Stolle  von  3^  steht;  die 
Gleichung  (11)  besteht  also  fort,  wenn  man  in  ihr  ^  und  ty  mit 
X  und  y  vertauscht,  folglich  bezeichnen  auch  die  Coordinaten  ^ 
oDd  1}  eioen  Punkt  der  Kurve.  Da  nun  die  von  dem  beliebigen 
Pnokt  {xy)  der  Kurve  durch  i^ezogene  Sehne,  stets  durch 

diesen  letzteren  Funkt  halbirt  wird,  so  ist  jene  Sehne  ein  Durch- 
messer un(i  der  Ponkt  {x^y^)  der  [Vlittelpunkt  jeDer  Ellipse;  mithin, 
nach  der  Lehre  von  den  Projectionen  der  Punkt  (^1^%)  der 
Mittelpuukt  der  DarcfaediBltto-£Uipee. 

Fasst  man  die  Ert^ebnisse  dieser  kleinen  Untersuchang  zu- 

saniQien,  äo  erhäU  aiau  folgeodeD 

Lehrsatz. 

Jede,  eift  sfreitheiligee  Hyperbeleid  berührende 
Ebene  eebofsldet  ven  deeeen  Aeymp toten -FIXcbe  Ke« 
gel  ven  cenetantemlnbalt  ab  un4  der  Berührungspunkt 
Hegt  stete  Im  Mittelpunkt  seiner  elliptiseben  Grnnd* 
fUcbe. 


XU. 

Uebangiaiifgabe  für  Schuler. 

Ven  Herrs  l^ren«  IJafferdinger»  LebewvsralchcMnnigs-Cblculeter  der 
k.  k.  p.  Ästende  Astecoretrice  se  Trtest« 

Wenn  s«  6,  e  ond  B,  C  ihre  gewObnllehe  Bedeutung  bei 
einem  ebenen  Dreieck  haben,  und  J  deeeen  FÜcheninbalt  be^ 
leichnet,  so  Ist 

^  s  io6e(«  C^'^ -Ir  6  Cee  ^ -I- e  Goe  Q. 
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dont  il  a  ete  question  dans  ie  T.  XXVI.  pag.  J09.  de  i'Arekifi 
il  est  k  propos  de  remarquer  qn'elle  n'eBt  ea  elEtt  cas  ftt' 

tieolier  d'uoe  autre  qae  Toici: 

(A)     5   5  =  iWi^+a-«*  +  -T*  +  — ^""^ 


2^3  ^  ffi 

de  laqiielle,  si  Ton  pose  successivement  .r= — 1,  ob 
obtient  inimediatement  i  tdentite  (a)  et  cette  autre: 

Ä  ^  — T-  =      +  2  +  3  +  . . . .  +  — . 

Quant  a  la  formule  g^ii^rale  (A),  eile  a'ensuit  tr^-aiaple* 
ment  de  Tidentitö 

=  Ä  4  +  «!«+^  S  ö-  5  (1-1),+...+-, 

lu  qu  en  vertu   de  la   loi  generale  des   jioiubres   figures  (Voy. 
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ete. 

Westerts«  ie  27.  Aout  ISöö, 


folgtadeo  Worte  hat  Angvetin  Ca«cbyeodeeMilieli«ii 
Binet  Grabe  geepfochen,  in  dene«  er  fe  «rMiger«  elieniMtdiMi 
Antiw  geei  «eteprecheiMler  Welse»  weniger  Binet'e  groeei» 
wlewiieciiellilche  Verdiemtok  als  dlle  Tiefe  seines  retigiSaen  lle- 
wsitselne  berverhelit  l>er  Herr  Hemasgeber  He»  eiMgeeeleb'' 
netsD  Annell  d%  seleese  neteHiatlebe  e  flsicbe,  MH^eotfn 
leb  diese  Worte  entlebne  (GiognA.  1855.  p.  220.),  Herr  Bsrosl^a 
Torteliitl  In  Rom,  sagt  als  Blelettang  sa  densolbent 

l  sentiroenti  di  caftolira  fede  c  di  pirta  sincera  sono  esprcKsi 
dal  Sicr.  Cauchy  in  questo  dUcorso,  won  mono  rJio  in  altre  suc 
produzioni.    Degnissimt  di  esser  letti  sono  i  due  scgueiiti  Opuscoli: 

1^.  Alquante  parole  rivoite  agli  uomini  di  baon  senso  e  di 
bnona  fede  da  Lutgl  Agostino  (  aueby»  i||io  dei  Procettori 
del  Ihiea  dl  Bordeasx.  Traduxiooe  dal  Francese.  Blodena.  Datta 
Reale  tipogra6a  Eredl  Solianl,  1834,  in  8<». 

Oonaid^rations  sor  lea  Ordres  Rdli^eax,  adressees  aux 

ainis  des  Sciences,  par  le  Baron  August  In  Caiichy,  Membie; 
de  l  Acadeniie  des  Sciences  de  Paris,  de  la  Societe  Italienne,  de 
la  Soci^t^  Koyale  de  Londres,  des  Academies  de  Berlin,  de 
isaint  -  Petersbourg,  de  Prague,  de  Stock-holni,  <le  Goeftiiigue,  de  la 
Societe  Ani^ricaine,  etc.  Paris,  Llbrairie  de  Poussiel^ue  -  Rusand, 
rue  Hauteteuille,  «.  9.  A  Lyon,  Chez  L.  LeMif.  1844,  in  8".  In 
an  capitolo  di  quest'opereüa  intitolato:  Cbapitre  VIII.  Le  Reve- 
rend P^re  de  la  Compagnie  de  Jesus  (pag.  36.)  sono  posti  ki 
pieoa  luce  gli  oniioeuti  vaotaggi  reai  alle  eoeieti  dalk  Com- 
pagoia  di  tiesilu 

Discoura  de  M.  Augustio  Cauchy. 
MessleorSt 

Lf»  mort  vient  de  ravir  a  TAcadeniie  de«  sciences  son  pre^i- 
muti   aw  meailwea  de  riaatitiit»  aox  profosaeura  da  Collage  de^ 


1 
i 
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Fran^p .  un  exM-ilent  conlrere:  ä  uiie  femme,  ä  def»  *^nfants,  ä 
une  tanulle  ♦^ploree,  iin  pere  tendremeTit  airoe  et  dii^iie  de  l  etre; 
Ikmoi  m^me«  an  aocien  con^ü^^^iiile  ei  ua  aioL  Bin  ei  a  qmtte 
ce  moDde  poiir  an  BMmde  meillenr.  £ii  prtacnce  de  U  tombe  qni 
fe^oit  IM  d4poaille  norteUe,  je  n'eesayeraf  pM  de  lappeler  lei 
impertuite  travaox  per  lesqaele  il  a  coefribod  wscl  progröe  de  k 
g^omdtrle  et  de  raoelyee  niatheniatlqae ;  il  acra  pina  digne  pov 
lai ,  plne  eonaotant  poor  noaa  d*arr4fer  notre  eitprit  aor  aae  peaate 
liien  capahle  d'adoucir  nos  regrets.  liinet  n'etait  pas  seulemeut 
un  t,'eonietre  distineu^,  dou^  d'une  li^iife  intelligence :  arcc  les 
plus  beaux  jjenies  des  »iiecles  passes  el  des  temps  presents,  avec 
lea  Deacartes  et  les  Feriaat,  avec  les  Hady,  lea  Ampere, 
lea  Laennec»  U  aimait  \  renionter  de  la  eonnaisjiance  des  T^ri- 
t4a  aeieDtiiqoea  au  Principe  ^terael  de  teate  verlle*  La  mddita- 
tiea  dea  leia  aablimea  qai  rägiaaent  le  cooia  dea  aatrea»  qoi  eatia- 
tfeanenf  Ferdre  et  Pbanaenfe  dana  Tanivera,  loi  oirait  aana  ceete 
de  noaTeaox  metlfa  de  b^iiir  et  d'adorer  TatAeur  de  lant  de  mer- 
veilles.  La  (oi  vive  de  notre  confrere,  son  ardent  amour  pour  le 
Dien  aucjuel  il  rendait  cHoire  par  5.65»  ttiieiit.*;  et  »ies  vertue,  par 
aoD  va^te  savoir  et  hon  inepiiisabie  cbarite,  duivent  noiijs  inapiier 
la  douce  contiaace  qu'aujourdlini,  plus  beureux  que  nous«  pbM 
dclairi^  que  noaa«  Binet  eat  aü^  pniaer  la  lomi^re  h  la  aaon» 
de  tonte  Inmiire  •  appiendre  dea  a4creta  qae  nona  aoninics  appa* 
Ida  noua-mdmea  ä  conaattre  an  jour,  en  marcbant  dana  la  Toie 
qu'tl  a  8uivie.  Abctorbd  par  ces  bautea  penades,  voua  me  par- 
donnerez,  MessieAr«,  d*en  abreger  l'expression.  La  vraie  douleur 
8  exjtrliiie  (*n  peil  de  paroles  ;  et,  ä  la  vue  de  la  croix  posee  sur 
cette  t«»n»lK!  en  siiifu'  d  ej^perance,  je  me  tais,  je  vous  lais^^e  fran- 
cbir  en  e^prit  1  Intervalle  inkniense  qui  separe  leiü  science.s  de  U 
terre»  si  liniitdea,  ai  boriiees  en  tous  seos  ,  mdme  quand  elles  (»ont 
cuitiveea  par  dea  hommea  d  un  m^rite  auperiear,  des  veritda  subli- 
me»,  de  ia  divine  science>  qui  noua  aeront  r^vdlees  dana  leacieux. 


Bericbtigungen  zn  Tbeil  XXV. 

Seite  286  Zeile  15  u.  16  i^tatt  iiea 

ut  ^in  I  Im  81D  i 

„     288     „      ^>  V.  n.    -  „     ihr  „  da. 

2*«^  10  V.  o.      „      itidic'ibus  radicibus. 

„    m     „      1  V.  II.  Y  /  f  lies  Y  1  f 

IJerichtignni^  zn   Theil  XX VI. 

pJT        ^>     X  I*— X 

C*»eitc  224  Zeile  4  v.  n.  e<<att  - — ,     setze  man  • 
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.  Gescblcfate  der  Mathematik  md  l%ysik.  ^ 

Deila  irtt«  «         «p^re  41  L««««r4o  inftlf« 
mtle«d»ls6cifld4#et«oltifB«l  nnotlBl*  rfteo«ito  ift 
4»ff0Mre  •#iiM«i|^»«ai*   (Dagll  Attl  dieti*  A«««-'* 
ilif.lBU  Pf Ptiflcia  4le*  iitifvi  |Uii>«f i  Ann«  V.  !• 
n.tlllf  (1S$1-1852.)  Roma.  18^.  4«. 

Delfa  vita  e  fielle  opere  di  Gherardo  CremoneHe, 
traduttore  del  secvlo  duodecimo,  «  di  Gh«rarda  4a 
Sabbionetta»  astronomo  del  »ecolo  deoimoterBo;  nofti^ 
sia  raacolte  da  B»ld»a0»rre  BoaesrnpAysI«  (Dngll 
Atti  dati'  Accademia  Ponliricla  de'  nuoTi  Lincei  Aotto  IV* 
«aapioM  VIL  dal  97.  Givgao  1851.  Raai«.  lÜSL  4».  .  t 

De lle  versi on i  fatte  da  Piatone  Tiburtino,  tradüt- 
tore  del  t^ecolo  duodecitno,  natizie  raccolte  da  S«  BoM* 
Cfm^Agni.  Roma.  1851.   4<'.  '   

Da»  gffiffe«  im  Ja|ira.)9$i4  «r^vhiafiiMi^i  X^ir  4}e  tf^fcWcliff 
der  Mathematik  ungemein  wlehtiae  Watk  ibar  Leonardo  Toa 
Pisa  von  Herrn  Bald assarre  ooncompagal  9b  lloirt-4i4  ▼on 

uns  im  Literar.  Berichte.  Nr.  XCIX.  S.  1.  angezeigt  und  de«  Lesern 
des  Archivs  als  ein  sefir  wichtif^cr  Beitrag  zur  Geschichte  der 
Mathematik  empföhlet)  vvoiden.  Alle  Arbeiten  des  Herrn  Bon"» 
eömpagni  sind  für  einen  Jeden,  der  dem  Stadium  der  Geirchichto 
nnserer  Wissenschaft  seine  Zeit  und  seine  Kräfte  widmen  will, 
ganz  unentbehrlich,  so  däss  wir  es  flir  unsere  Pfficbt  halten,  die 
drei  obigen  Schriften,  nenn  sie  auch  schon  frfiher  erschienen 
aiad»  jalgt  nooh  aosu&e^on  vimü  unsern  Les^ro  gteicbfalU  zur 
anMftiy»<itnn  Hfaahhiaa  <  mt  aaynfehiaA«,  i»*^^-*  «vSp  .  nur  lahh^ft 

TULxxvn.  mtl.  i 
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bedaaem,  da«9  die  nothwendif^  Kürze  diefser  literamdMn  Be- 
richte ans  nicht  gestattet,  noch  näher  auf  dle!^e  iricbtigeo  Schrif- 
ten einzugeben. 

So  wie  das  im  Jahre  1854  erschienene  grossere  Werk  über 
Leonardo  von  Pisa  sich  vorzugsweise  mit  der  genauen  Cha- 
rakterisining  einiger  besonderen  Schriften  demselben  beschäftigt: 
so  beschäftigt  sich  die  obige,  im  Jahre  1852  erschienene  Schrift 
mehr  im  Allgemeinen  mit  dem  Leben  dieses  italienischen  Matbe- 
matikerSy  seioea  Schriften  äberhaupt  und  den  auf  den  verschie- 
denen italienischen  Bibliotheken  sich  findenden  Codices  derselben, 
fiobei  wir  wieder  die  vielfachste  Gele«;enheit  gehabt  haben,  nicht 
nur  der  grossen  literarischen  und  hiiitoriscben  Gelehrsamkeit  des 
Herrn  Boncaropagni,  sondern  auch  der  wahrhaft  aufopferDden 
Hingebung,  mit  welcher  er  seine  Forschungen  auf  einer  grossen 
Anzahl  von  Bibliotheken  angestellt  hat,  unsere  lebhafteste  Be- 
wunderung zu  zollen.  Beide  Schriften  über  Leonardo  von  Pisa 
ergänzen  sieh  daher  gegenseitig,  und  nur  aus  der  genauen  Kenot- 
nisS  beider  wird  man  ein  volUtandrges  BUd  von  der  grossen  Be- 
deotnng  dieses  Mathematikers  gewinnen  köneen. 

Diebeiden  anderen  oben  genannten  Schriften  des  Herrn  Bon- 
compagni  beschäftigen  sich  mit '  einem  Astrononiien  aus  dem 
]3ten  Jahrhundert  und  zwei  Uebersetxem  mathematischer  und  an- 
derer Werke  aus  dem  r2ten  Jahrhunderte,  wobei  jeder  Kenner 
der  Geschichte  der  Math^iatik  sich  erinnern  wird,  wie  wichtig; 
gerade  in  der  damaligen  -Zeitpenode  Uebemetzungen  classischer 
mathematischer  Werke  waren.  Von  den  beiden  letzteren  sagt 
Lihri  in  seiner  y,Histoire  des  sciences  ni at h<$ niatiques 
en  Italic.  T.I.  p.J68,  169:" 

••„Piaton  de  Tivoli  et  Gerard  de  Cr^mone  sont  les  plus  c^l^« 
bres  parmi  les  traducteurs  itaÜens  du  douzieme  sieele.  On  doit 
k  Gerard  la  premi^re  version  de  T Almageste,  et  a  Piatun  de  Ti- 
voli'la  connaissance  de  plusieurs  ouvrages  de  geometrie.'* 

Von  der  grossen  Fruchtbarkeit  des  Gherardo  Gremoneat 
werden  sich  die  Leser  einen  Begriflf  machen  können,  wenn  wir 
ihnen  sagen,  dass  Herr  Bon  compi^gni  aufS.  4. 5. 6. 7.  seiner  Schrift 
etwa  80  von  demselben  ubersetzte  Schriften,  aus  den  verschieden* 
sIen  Zweigen  de«  Wisseus  anführt,  «iiter  denen  sich  allerdings 
auch  das  Almageat,  mehrere  Bächer  dea  Euclides  u.  s.  w. 
finden.  Piaton  von  Tivoli  übersetzte  Oi  A«  auch  die  Sphaerica 
des  Tbeodosiiis.  .    .  Wid-sK  a 

Wir  müssen  ntts  mit  diesen  kurzen  Notizen  üh— 
wichtigen  Schriften  des  Herlv  BoirGempagn^  bi 
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sind  aber  i^ucjb  il«r  Metouug»  das^  dieseU»«o  hinreichend  sein  vrei^ 
den,  nm  die..i«eier  auf-die  gfo^ae  Wiehfls^keft  derselben  hiriKu-^ 
weisen  und  ihre  Unentbehrlichfeeit  für  eirfen  Jeden,  d%x  dem  ^^lur* 
dliim  der  Geschichte  der  Mathematik  ^eine  Musae  za  widineii 
gedenkt,  nachzuweisen.  DasR  der  Herr  Verfasser  '4vf  dlit^^ 
riHialichen  Bahn  der  Bereichern nj?  der  Geschichte  mwieri^ ' Wis- 
«ÜBBStbatt  fbrtfahreto  und  dass  ihm  die  i^orsehüng  dazü  Kraflf  urfcf 
kmnimm  scheskes  ndge»  vrfia«eben  wir  im  fatenMe  die^  VW 
«MMehall*atbr**.M  .«••*••     '  ••  •,•€»«•• 

-    •••••••      •*■'«»,>•;        .  . : .     ■  .     .  •   «. .  . 

■ 

 M  e  6  h  a  n  {'kr-  ••  '• 

So  wie  ich  bei  einem  »o  wichtigen  Gegenstände,  w^  Poin- 
«ot'8  Theorie  der  Drehung?  ist,  mich  für  ?erp(licbtet  gehal- 
ten habe,  die  von  Herrp  Saint*Guil hem  in  den  Nouvelle« 
Annale s  de  Math^fliMi^«««.  T.  XV.  Fevrier.  1856.  p.  63^/ 
die  Strens^e  derselben  erhobenen  Einwürfe  im  Archive 
aer  Mathematik  nnd  Pbyalk;  Tbl.  XXVI.  Literar  Ber. 
Hr.' CIL  8. 11.  aiitKiitheilen :  eben  so  würde  Ich  wMk  wbit  Mittbei^ 
hing  der  von  Berm  Bertrand  in  den  Noovellet  Annaf^. 
T.'XV.  Mai.  fSSk  pVlST,  gegen  dl«M  Gitowflrfe  dee  Hemi'MfWr^ 
C^^llhtflid  gemaelbten  Demerkongen  antdi  darni  flir*  vMpÜiehtef 
geballen  liaben»  wenn  leb  niehf  von  Herrn  Bertrind  neibet^'lif 
•iMR.nebr  ftenndlacben  nnd  gGtigeeSfiefe  (oline  Dnlw),  fii  den 
iib  |k«p^  Uei  eagleieb'  verbindMet  denke»  anigelMIfrt  wüiden 
wäre»  dien«  MittkcvUong  iin  .AndUcre  M  mecben^  b^  4ae«e>dabeit 
das  von  Herrn, Bertrand  an  Herrn, Ter i|ueiB  geMkt^t»  eir» 
beoj  nebst  di^r. Note  dej^  letzteren 4  hier,  folgen: 

B 

Lettre  sar  la  rotatlon  d'nn  corps  seüde» 
1  ,i.,  .  ,    ,»M«i:«her.Hion*if«T.T.pr.qttem.*.*  .  • 

Liirsque  je  're««k»»4l  y  «'ntoe  ^^glmiehi«  tie  joiff«»  In^neiwiilg 
lltfirilliM"aen  NibMe M^Wktk iM%t  'MMe'  UMidiHilli» 

nient  poor  protester  an  nem  den  gdonitree  eentre  tee  ebJMIIMI^ 

ab^oloment  di^nuäes  de  fondenient  qoe  l*on  älevait.  sur  la  th^orie 

de  la  rotation  donii^e  par  M.  Poinsot.  N'ayant  pas  alors  üous 
leä  yeux  le  MÄmhire  de  rillustre  geemMre,  je  ni6  bornais  k  devi- 
ncr  d'apres  mes  souverirrs  ,  par  quel  maiententiu  l  auteur  de  lä 
f^bie  avait  pu  se  meprendre  sur  Äehs  des  expresRiotis  em- 
ployees  et  trouver  uoe  errenr  oü  chacun  n*avait  aperyu  jusqu'ici 
qu'uo  modele  de  riguenr  et  d  elegaifce.    Je  vien.s  de  relire  1^^ 
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MllllMtit^'ttflilNSHI^lr  til  von  l«ctetttii  4^  Mre  auUM^  e'est  iMn 
^•tti  pimr  «^x  n'aut^ient  U  tMoyen  de  Mfedf*«rir  ti 
ttttfe  qtt«  )•  v«ttii  dMttfide  pUce  f^öiir  quelques  expfMcAt)#ii«. 

J'pnyr«  Je  Journal  de  M.  Lioaville  t.  XVI.  p.  43,  et  je  trcniTe 
un  peragrapbe  iotitqlä:   Des  Force«,  centrifuge»  qoi  n'ai«- 

e.  ent  de  la  rotatien.  C'est  celui-lä  qu'il  faut  lire  pour  appr^* 
ci^r  la  yaleqr  de»  .pbjections  doot  je  parle,  , 

On  y  troavera  d'abord  la  demonstration  geometriqtie  d*!» 
r^me  bien  connu  dont  Ti^Donc^  ae  lit  page  44  (lignee  14  a  16): 

„La  force  centrip^te  n^cesaaire  pour  qu*un  point  puisse  toor- 

f,  ner  en  cercle  avec  aoe  vitesse  s  eat  expriniee  par  le  carre  de 
cette  vitease  divisö  par  le  rayon  du  cercle."  ^i 

M.  Poiiisot  ajoute.  il  est  Vrai:  »^La  iii^<$nie  ^^ire^sion  con- 
Vient  k  un  möuvenoent  curriligne  qu^lconqüe  ....  en  prenant  poor 
r  le  rayön  du  cercle  osculäteur  ä  lä  courbe  decrite  au  polbt  que 
„ron  consid^re."  ..  .     ..  .i 

Cette  reiparque,  iputile  pour  ce  qqi  Ka  suivre ,  est  plac^  Jt 
ppor  rinatruction  da  lecteur,  mais  vous  connaissez  Tadage:  Qaod 
abuodat,  n^in  vitiat.  Elle  est  donc  parfaitement  legitime,  et 
G^peudai^t,  B*U  fallait  absolument  copjectorer,  je  me  haeardtraii 
a  dire  que  c'est  ä  cause  d'elle  que  M.  Poinsot,  luaJgrä  toote  ea 
clait^i  n*a  piaa  e^e  compris  par  tout  le  monde. 

Je  \\s  flüft  'lote,  t>age  46t  ,^Dan«  ki  questiort  qal  Mod  #^ 
eätp^  ii  ^  ^  forci^  cetitrip^te  qui  intervenfenne  pew 
fä\tt  toomer  llbremetit  cbaqiie  tnol^ule  atttour  de  Taare  (iatlM* 
tatiö)  OZ,  maife(  je  cofisid^re  que  sl  cette  force  n'y  est  point,  rieh 
n'eraptscbe  de  la  sapposer,  pourru  qü*on  en  suppOstf  uoe  <&gil# 
et  contraire.*' 

Cetie  force  centripete  que  rien  n'emp^cbe  de  sapposer,  wt» 
on  le  voit,  celle  quI  ferait  dMrire  k  lä  molecule  un  cercle  ri- 
fi^ar^iiXk  Rien  n'eiDp^obe  ÖFidemmeal  de  la  supposer.  peorvi 
qu'ea  i«kodui«e  nne  force  ögale  et  c^ntours  qui  est  la  for^a  cit* 

Mäibbhatit  robjectioO  de  M.  S.-G.  6e  tedutt  k  cecl: 

.  Pourquoi  introduisez  vous  la  force  nöcessaire  pour  faire  tour* 
Der  la  molecule  en  riguear  autonr  de  Taxe  inotantane?  Je  prefe* 
rerais  tous  Toir  calcnler  la  force  centripete  reelle,  et,  pour  celt, 
d^Cerminer  le  rayon  de  conrbure  de  1^  triyectoire,  tres  differeot 
de  celai  du  cercle  doot  vous  parlea^  • 

A  oMl  on  peot  r^pondre:   M.  PoiAsöt 
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fim'ifbB  ^mi  «»U»-U  qol  «st  commode  pour  sön  raiaomiefaetti 
U  fiH  «Mt  kl  lito#9  «l'^  tk»  n*«mp6elw  d'iotroduir«  ^«w  mI 
lyittM  #Mi««  fWMft'  ^gfttoü  •*  toiitwÜTe«  <)a«U«s  qu'dk«  tfoient 
6mS  cm  «1  Vmly  qiM  t'M  fkmtnH,  e\  om  H  iMm\tr\n^9dn\n  In 
IHh»  4ile  Mk*  S.^'O.  dUnmela  vMablte  §wt^  mmtMlgt\  maW  j« 
tfifif^^ä      h  4imI  «Aue  ihtriMliletloft  pniimil  sirtif  l'«l*it  MoM« 

M.  Poinaotj,  malgr^  töilte  sa  ctarte,  n  a  pas  ätö  cotnprU  de 
Uot  le  monde.  L^expUeation  n'est  donc  pi^a  sup^rflue,  tu  qu^ 
celpdl  1»  mon<)e  coiilprelid  d«8  6tipfU«  dUtingil^.  Lil  Torce 
c^pttft  qoQ.  Mf  l^oUsot  ^ir»lü«  est  unä  fi^ce  kVCfficiene 
^«faiMrdir^i  Mi-^ittttiM^^<i"r  Vobjet  i|ü^  IHIdalr^  g[i$6m^tr^ 
ifth  4n  Vub»  Mw  ce  Vi^^it  ^ft^  )ä  foree  c^ntifip^tb'  r)tfbHe  öti 
(a'i&lli»" Zitate  r^tt^kdefti  M.  "Pütiiadt  faft'^toli  ttfMion  A 
ciÄe  distinQtion/  Lä  dtsiedAaKlÄ  äbibdle  l^fbtitt«  bi«A^qtf6  cetC^ 
adosion  n'est  pas  süffisant«:  L^IQC«  tiidtsiiitiuM  dv  VfttattnA  Irfaiati^ 
tanee  ne  serait  il  pas  plus  cohtertÄWett^nt  Ä^ßi^fi^  «ftdi  U  Kionl 
de  droite  de  repos  instantan^?  car,  a  vrai  dife,  ii  n'y  a  pas 
rle  rotation.  Chaque  point  tourne  autour  d'une  dfolte  ^lev^e  äti 
centre  de  courbure  perpendiciilairemptjt  ail  pian  osculateur  relalff 
a  la  trajectoire  decrite  par  ce  point.  L'eiisenible  de  ces  perpen- 
iicalaires  est  ia  surface  gaucbe  de  rotation  in.«ifantnnoe  pour  ce 
ptint  ClwciiD  a  Ia  sicnne.  Dans  un  corps  solide  eo  mouYemeat, 
Ml  d« 'Mi»  j^MfaeM  rii^tmlimt  toiitee  Im  • 

•    '  •  »  ■*   *  ^ 

A*s  t  r  0  n  0  m  i  e. 

Orei«Q>««lleii  Aber  den  Komet««  voo  1556.  V<on  Üarl 
T.  LUtf«w,  witkJ.  Mit!E^li#4«  der  Kala^vK  Akademi«  der 
llii9«ii0«li»Cft««<  fco  Vif  Um,  (Sitmngsbericbte  d  v  Kt^, 
•Uli  AliMeHiU  d*r  WiMeMob«  Apr^  1^66^  . 

Bei  ätt  Bestimmung  det  El^ente  ded  grossen  Koitieten  von 
)Ä56 ,  den  Ttit  bekaontÜch  mit  ^lenllfcbe»?  \Valirsebeinlkhfc*ft  «wischen 
IföG  und  1^60  Wieder  zu  erwarten  haben,  vermissten  alk  netse* 
fen  Reebner  die  Oriir1nalbrobae!ituni?eh  des  dan}ali!^en  kaiserlichen 
Mathematikus  Paul  Fabricius.  Herf  Prof.  v.  L 1 1 1 f  o w  hat  sieb 
Ühet  durch  aein«  eifHgeh  und  müihett^llen  Nathfbrscbutigen  nach 
Aeaen  Beöbachta^gett  t'in  neue^  gtö^i^eit  Verdienst  wn  di«  Wiif- 
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VaAj  ämm  mm  ihn  aUfrdlags  foloB^e*  pst,  -rnntge  mhr  ifhMfß 
Dsoonente  fiber  dieatb  l(«flicteo  bedbeimecbaffen,  w€4ebe  in 
ilicMr  tmkk  ^lopermmtma^u  AbbaDdlang.niUtheiU.  Da^'eivte  dlt«fr 
Ubeomeatt  i8t'ei»4V'eii«B  Baude  kaiserlicher  Pat^vte  d^  süik» 
diseben  Arcbim  za  Wie«  beluidlieheb,  nacb  Art  cuo0i  Placates 
{Bedruckte»  Blaft  ift  GroAsfolio  mit  der  Uebetfidbrift:  ^,.S>er  <^Q«et 
iJi  Illf4^||r1l.^t#  LrVL.  JIitr«  t«  C^#effei<^  erfd^ine»^  pait  eioer 
den  Lauf,  des' Kdmeten  darstellenden  Karte^' lu  de;»8eo  Keorvtois« 
Herr  ?.  Littrow  durch  die  Güte  des  Herrn  C.  Den  hart  ge- 
langte. —  Das  zweite  (ist  ein  sogenaibfitei  J6dicium  (prophetische 
Deutpin^),  gleichfalls  mit  einer  Kart^,  das  die  Ceberschrift  bat: 
„Cotßeta  Visus  M  ense<  IV1  artio  UVI.  Anno",  das  sich  in  dem 
BesiUe  ies  Heirn  F.  Roeth  in  Augsburg  fand.  —  Das  dritte 
emllich  ist  eine  in.  der  Bibjiothek,. zu  Wolfen i> littet  befindliche 
Schrift  anter  dem  TiteL-  ,,Pra!t|u'aiif  ba»  M.  D.  LVII.  Jar, 
fampt  än^etf^nni^nni  ttcttTUiif^^  T0aB  bte  erfdieiiiitng,  oi^ 
^ftpe^iin^,  dei»  vtt^an^tntn  un^  }nnot  an^c}tp^ten  iTo» 
inrtett.  :?st  ft^^  und  fisnifft^ti^flrtt  !)ar  fcweftn^  nn^  (r* 
drtitet  l^a^ft ....  j^eftelfrt  dnrd^  7X1.  ,ßoa(i)im  ^eUrr  vrr* 
ordneten  üflronomitjn  }U  XtBtnpttf,*^ .  Das  au$  diesen  Schrillen 
Yon  Herrn  Lf'ttrow  Mitgetheilte  ist  in  historischer  Rucksiebt 
im  huchsen  Grade  interessant,  und  die  ^leiehfalU  mitgetheilte 
Karte  über  den  Lauf  des  Kometen  ist  natHrlich  für  Jeden,  der 
sich  mit  dessen  Berechnung  beschäftigen  will,  von  grosser  Wich- 

•  •        t  • 

*••••.•..  M'»  ,  I    CH  • 

•  I.      "  ■  '         ^  •  •  L      I»    »1  ,    t  .  • 

Ueber  lichte  Ffiden  im  dlink^^n  Felde  bei  Meridrsi»- 
Instrumenten.  Von  Karl  w,  Littrow.  wirklichem  Mit- 
gliede  der  Kaiserl.  Akademie  der  Wisse risch.  za  Wien. 

(Sitzungsberichte  der  Kaiserl.  Akademie.    März  1856.) 

' .  r    .    .    . '   •  *  . 

In  dieser  Abhandlung  beschreibt  Herr  v.  Litfrow  ein  neues 
Mikrometer  ntit  llchtt^rl  Fäden  im  dutifeehi^eMe,  werkfies  neoer- 
RÜh  hii  Wiener  MitfapfSrohre  'anGrehräohft  WoUien  ist,  diid  sidf 
dnrcb  s^itie  Ijeistungen^dion  vortrdftich  "bewährt  hat.  Wenn 
auch  zur  Erfiodong  diesem  MikromV^ters  das'b^annte  Pairkt  lVfikro^ 
meter  des. Haren  Pifect<M',Boslib,iibeT  lO  Krems^iünster  die  nächste 
Veraniassiuig  gegeben  ^;ab/»B . inag, .  so  hat  H^r  Director  Lit* 
tr<»ff'  doch  so  |Vielp  neu^>  Eiuiichtungen  angebracht,,  dass  dif 
jetzige  Vorrichtung  hauptsächlich  als  seine  Erfindung  betrach- 
ten ist.  . Begreif Ncherweis^  kOnne/i  wir  pns  auf  eine  ausführlichere 
BeAchjreibung  dieses  neuen  Apparats  nicht  einlassen,,  sondern 

]]i(is^eii  d^S^alb ,  auf :  die  intereissaiitey  sejir  deu"*-'  -  " 

di9rAb  ael^r.  ^n^cht^icbe  Zeiqlinmigei^  erliptsrte 
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teruei^en,  halten  aber  den  neuen  Apparat  je deiifiaJft«  für  ein^ii 
Fvrticbriit  in  der  kaobacbidudeit  Astronomie.         .'.       -  ■  * 

I 

^  '        .^»''  '      ♦  ^       .«■.».♦•       ,  . 

M.  La r ti|;ne  (Schiff^capiUi  n.  Kitter  der  Ehrenle- 
gion): Das  Wind»ysteni  oder  die  1^ utth  e  vy  cguug  a  n  der 
Erdoberfiät  he  und  in  den  liohereii  Rej^ionen  der  Atnio- 
«pbäre.  Nach  der  zweite«»  Afi.sg;il>e  deutscli  bearhei- 
Ut  roo  Dr.  .G.  Xröb«i,t.    Weimar.  Voigt.  1866.   a  .  1^  Sgr. 

Die  Oevlft^lofi-  d«T  *  Contpascrnailel  9ti  wi#  'Regeln 

fir  die  Aufstelluitg  und  Un  tersuchuni^  defi  Conipa^irHe« 
äo  Bord.  Von  C.  Tuxen,  Pr. -Lieutenant  in  der  Mak 
dneuiid  Lehrer  an  der  ^e  ekad  e  t  ten- A  k  ad  e  m  ie  in  Oo^ 
fteohagen.  In  da.«  Deutsche  übertrugen  von  H.  (iraff^ 
NaTis^atronslebre  r  in 'Grabow  hei  Stettin.  iStetti n..  V oü 
<)«r  Nähme«.  8.   l'i^gr.  6  Hf.  ^       •    .  u     .  :     .. .  i 

Die^e  beiden  kleinen  Schriften  verdienen  der  Beachtung  de« 
.    •      _      ,  '  ,  I  ,  ,         «i' ii  ,  7»,  I. 

i|||jj{(K|bei^.  JPuldikuiufi  em|^io  .  ^  ^      ,  : 

'     'II'»   \  *         •       .   »  ^'    'tt-i«  '  I  I 

■  :         ,        ••'»':.•.     *■  .  [  •»     1!  ■  .  .  I 

t  Physik«:..      J  /  I 

Studien  aus  der  höheren  Physik.  Von  Dr.  August 
i^oDzek,,  k..k.  Professor  der  Physik  an  der  Universität 
SB  Wien  n.  «.  w.  Mit  64  in  den.  Text  eingedruckten  H^lz- 
«t^niftefi.   Wien.  Branmfiller.  1856.  8.  | 

Das  ,,  Lehr  buch  der  Physik  mit  m  at  h  e  niatiwrh  er  Be- 
I^Tündun!^  7,  um  Gebrauche  in  den  Ii  ö  he  reu  Schulen  uo4 
2iini  Seibstunterrirhte.  Wien  J 853."  desselben  Herrn 'V^c-: 
baben  «vir  im  Literar.  Ber.  Nr.  L&XILVI.  S.  11.  ange» 
ztigt  and  unsere  Leaer  darauf  binzun eisen'«««  erlaubt,  mit  wel« 
^et  Grundlicbkeit  in  diesem  trefflieben  W^rice  4in  Physik  M&uk 
nit  Hälfe  «loiiMtiar-mÄlieiliatiaeher  liehren  daigtateUft<int»  -.Net 
«M  aliw-IMi  <la  EteMgntw-  Mnthrtwtiip^line  au  «rnMc  Wcil4 

SM  IUmip  i  OT  akb  Mtaifig > mir mü  tetfsMb»  :Ui«4 
«lartingswclM'BbtwkMMg  wtt  illiilstellnng  ^er  MAterffsnete 

^nSgen  müssen  und  kann  sich  nieht  immer  j  bis  zn  d eilen' allna* 
ÜfeiMteffl'  Auadrucke  erbebeu.    Dadurdj  iat  der  ii^rr  Verfaaäer 
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ipelsütenai  Werke 
«»&tiidaai  mmm  tdax  hltheren  Pliysikl 
in  d«neii  «r  ktki  ▼or  d«r  iir»hereD  Mathematik 
Sm^t0llittmm  Buldnuittei  mibemitzt  fiiMl,  mit  dessen  Ufilfe  eine 
MlUtaiidigc  LiDsich:  ii  die  veadMiiaMBn  ISatureesetze  mit  der 
irrü^iei  Uesiiniuitfi^t  ü»f  aof  Sm  ftieinsteii  Nuancen  ^ewoDoen 
«veröeii  iurnii  nod  diefieii>er  sicii  zugieicii  xm  ^Dflsten  Allgemein- 
iieit  erbeiief)  koaeu.  £t  fast  aber,  ODgeadttat  dee  Rehr  beschei- 
deuefi  Titeki  .»Studien'*,  natk  wahr  ^letfam  ais  dieses,  todem 
«r         Lebrtiiige  yfkBhidig  die  Hittel  in  die  Hände  gelie- 

jlprt  lial,  wekifac  H»  au,  dn  aeueieij  Ansprudieii  der 
ireiiL^BBä^  ArlHifeBD  auf  dem  Felde  der  Physii  beiahioen,  wohin 
mm  yoraugiirh  dW  aeiv  valWtiindi»<  Darfiteliun^  der  verüclüedenen 
InterpoioliflMBMiKdba)  idie  lAtwifslRluiifr  der  aiathematic^cben  Aiw* 
die  Off  Vurtiieliuiit:  de*.  Cbnetzef:,  mMkmm  den  Gasg 
periodiadm  Lrficbeiiiuii^  besiininii .   iitf« besondere  auch  die 
«  T«n  Beim  Miiii8ieriairatb  ilÄri&n  koiler  ^^ebenei, 
liiefber  i^üreudei  £ntf^  ickeiun^en::  und  die  mit  ^osser  Oeil* 
lichkeit  «uT  das  idemste  lietail  eingebende  HttrsteUimfr  der  Mi» 
tbude  der  kleluiiaii  Quadrate  rechnen.    So  wie  bier  ,  zeichnet  steh 
in  allen  Kapit^  die  Dar^ellun^  durch  lUeganz,  fyjajarhhdt 
Deutlichkeit  und  Beslininitbeit  aui^,   wobei  znirleich  jeder  Keaoer 
ItfMleu  » ird ,   dass  von  dem  Herrn  Verfasser  mehrere  Partieeo 
seine«  Buch*-,  nantentlicb  die  Liehre  rom  Lichte,   in  welcher  mit 
^ros«.er  Ciiisiebt  das  ausf;ewäbh  worden  ist,  was  fiir  den  Schü- 
ler der  Physik  besonder»  t\icbti£r  ist,  um  eine  deutÜche,  wissen- 
scbafttich  ttdiständi*:  bekundete  Einsicht  in  diesen  interessanten 
Tbeil  der  »eueren  P^sik  za  ge«ini>eB,  öoer  üna  ei^nthuni* 
Ikbes   BearbeVtunff  unterropen  worden  sind.    Nach  diesen  Be- 
■MrkuD^eo   wird  mau  unser  Urtheil  crerechtfertiirt  finden,  irenn 
wir  da«i»elbe  dabin  au^^^-prethen,  da§:s  wir  das  von  dem  Herrn  Ver- 
fnstrr  lirCiber  beran«^»e9eteae  „Lehrbuch   der  Physik  mit 
»at beiuatiscber  Bef^rundna^''   and  die  hier  beapMchenee 
^,Hiü6tem   au9  der  buheren  Physik",  ia  Verödung  mit 
einander,  fCr  eins  der  besten  HülTsTniltel  aaf  dem  Gebiete  der 
deutschtfu  Literalur  baltes,  um  der  Physik  ia  ihrer  weitestea  Am* 
dehounf^  ein  wahrbaA  gründliches  Studium  widmen  tu  könnet, 
wozu  freilich,  namentlich  was  die  „Stndiea^  betrifft,  ein  eien- 
liebes  Maas«  von  Vorkenntnissen  ans  dem  renchiedeDea  Tbeiien 
der  Biederen  und  buheren  iiatheaiatik  erUrderlich  ist,  ohne  dass 
j«doch  der  Herr  Verfasser,  was  wir  gUicbfalls  für  sehr  fweck- 
aiiUsig  haÜen,  in  dieser  Beziehung  über  das  binaiusgegangeD  i«t, 
iras  sich  in  den  be8seren  und  vollständigeren  Lehrbüchern  ^ 
hihof  n  Analy«is  findet  Buclier,  wie  die  vorliegenden,  begriUM 


Jby  Gl 


Ui^ari$cker  fierUlU  CV. 


9 


wir  inimer  mit  besonders  grosser  Frf?n<le  und  besonders  grossem 
Interesse,  weil  wir,  wie  den  'Ijesern  hinreichend  aus  iinsern  ver- 
schiedenen ArizeiLren  in  diesen  Literarischen  Berichten  bekannt 
ist,  ohne  dem  Experimenl  im  Geringsten  seinen  grossen,  unbe- 
•treitbareiij  tod  Miemind  mehr  als  uns  selbst  anerkannten  Werth 
nehmen  so  wollen,  immer  hauptsächlich  der  strenf^en  mathemati- 
echen  BegrGnduDg  der  Physik  das  Wort  geredet  haben,  und  darin 
vorzugsn-else  das  wirklich  bildende  Element  ftlr  die  ScbOler  der 
höheren  Lehranstalten  finden.  Dass  aber  In  dieser  Beiiebung  der 
Herr  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes  In  neuerer  Zeit  sich  gans 
besonders  mit  dem  grossten  Danke  ansnerkennende  Verdienste 
mn  die  Wlssensebafl  nnd  das  Lehriresen  erworben  bat,  unterliegt 
•m  wes^stea  jetat»  wo  das  Her  niber  besprochene  Weifc  er> 
neblenen  Ists  noch  einem  2weUeL 

Der  Raum  ertaubt  uns  oar  noch  die  Angabe  der  Ueherscbrir- 
ten  der  einzelnen  Abschnitte»  am  dem  Leser  dadurch  einen  Deber- 
Mlek  des  reichen  Inhalts  nnd  der  Ton  dem  Herrn  Ver&sser  mit 
grosser  Umsiebt  getroffenen  Auswahl  an  verscbalbn :  1*  Abschnitt 
TerTnbren»  nnft  Beobncbtnngen  gewisser  Naturerscheinungen  Ge- 
«etse  au  ermitteln,  nach  denen  sich  diese  Erscheinungen  entwickein. 
IL  Abschnitt  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  HL  Abschnitt 
StatHu  IV.  Absebnitt  Dynamik.  (In  beiden  vorhergehenden 
Absebnitten  haben  vorzCigl ich  auch  die  allgemeinsten  statischen 
und  dynamischen  Gesetze  Berücksichtigung  gefunden,  welche  in 
den  häufigsten  Fällen  am  Leichtesten  zu  dem  Ansatz  der  Glei- 
chungen iiihren  .  durch  welche  die  Auflüsiing  der  verschiedenen, 
in  der  ^lechanik  auftrefenden  Aufgaben  vermittelt  wird,  was  die- 
sem Buche  eleichfalls  besonderen  Werth  verleihet.)  V.  Abschnitt. 
Gleichgewichts-  und  Bewegungsgesetze  üüssiger  Körper,  VI.  Ab- 
schnitt. Optische  und  eiDiije  akustische  I^ebren.  (Dass  dieser 
Abschnitt  mit  besonderer  Eigentbiimlicbkeit  und  Umsicht  in  der 
Ueraushebung  des  Wichtigsten  aus  dem  so  ooendiich  reichen  Ms' 
tesiaJ  bearbeitet  worden  ist,  haben  wir  schon  oben  bemerkt«) 

Dass  (iieses  Werk  in  Verbintiung  mit  dem  früher  erschiene- 
nen, mehr  elenu  iit;ir  l.(  fialtenen  I^ehrbuch  der  mathematischen 
Physik  zu  einer  inimer  grösseren  Verbreitung  dieser  allein  wahr- 
haft streng  issenschaftlichen  Behandlung  der  genannten  herrlichen 
Wissenschaft  beitragen  möge,  wünschen  wir  sehr,  und  empfeh- 
len beide  Werke  nochmals  als  ganz  vorzügliche  Uuifsuiittet  dazu 
aas  vollkommener  Ueberzeugung.  Wer  freilich  nicht  mit  schon 
früh  geäbtem  und  gewecktem  Sinn  für  wirkliche  mathematische 
Strenge  und  Evidenz  an  daa  Stadium  dieser  Werke  herantritt, 
weM  tMlelbbt  wieder  lieber  m  maneben  anderen,  bei  gewissen 
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henimk  h^M^U»,  weit  mniger  stmg  wieseiiMlMfllteh  gthaiteirta 
LolirUlchern  sorQckfcebren ;  dergUchen  Jünger  hüten  «vif  aber 
Air  keinen  Verlost  ffir  die  Wissensebaft.  IMe  Sosaere  Ättsitat 
tnnt^  des  Werks  ist  so  elegaot,  wie  sie  nur  gewüoscht  werden  kana. 

♦ 

Das  ZedlaealUeht  Uebersieht  der  seltberigen  Fer- 
scbungen  nebst  neuen  Beobachtungen  fiber  diese  Er- 
seheinung  in  den  Jahren  1843  bis  1856.  Von  J.  F.  Jnlios 
Schmidt»  Astronomen  der  Sternwarte  des  Prälaten  E. 
Ritter  von  U ii k rec h ts berg  zu  Oimütz.  Br aunschweig. 
ß  ruh  Ii.  185G.   8.    22  Sgr. 

Die  sehr  vieteo  eigenen  genaue»  und  sorgfältigen  Beobach* 
fangen  des  Herrn  Verfassers  Uber  das  Nordlicht  machen  diese 
Schrift  für  einen  Jeden,  wer  sich  mit  Untersuchungen  fiber- die- 
ses noch  in  vielen  Beziehungen  so  dunkele  Phänomen  bescbSf^t- 
gen  will,  zu  einer  wichtii^cu  und  unentbehrlichen  Erscheinung. 
Ausserdem  aber  ist  dieselbe  auch  in  allgenieiii  wissenschaftlicher 
ßeziehiinjj  interessant,  wegen  der  sehr  genauen  Beschreibung  aller 
einzelnen  bei  Heni  Pliänonien  vorkoniiiu*ri(]( d  Vorgange,  und  der 
Zusanimcnsteilung  der  I ^rurixiisise  aller  Irüheren  Arbeiten  voo 
einiger  Wichtigkeit,  und  der  vielfachen  historischen  Erürterungen» 
wobei  die  Harstellung  ganz  populär  gehalten  ist.  Wir  wünschen 
dem  Herrn  Verfasser  von  Herzen  Ausdauer  und  Kraft»  sich^  wie 
er  verspricht«  auch  fernerbin  der  unausgesetzten  Beobachtung 
dieser  wichtigen  Erscheinung  zu  widmen»  aus  der  jeden  felis  der 
Wissenschaft  ein  namhafter  Gewinn  erwachsen  wird.  Der  Haupt- 
inhalt ist  folgender:  I.  Beschreibung  des  Zodiacalllchts ;  RSck- 
blick  auf  die  seitherigen  Beobachtungen  desselben.  II.  Eigene 
Beobachtungen  Ober  das  Zodiaealltcbt  von  1843  bis  1855.  III.  Be* 
rechnung  der  Beobachtungen.  IV.  Vermuthungen  über  da^i  Zodia- 
callicht  ufid  über  den  möglichen  Zu^animeuhaog  desselben  mit 
einem  widerstehenden  Mittel  im  Sonnensysteme. 

Das  NormalverbSitniss  der  cheroiscben  nod  mor- 
phologischen Proportionen.  V on  Adolf Zeisipg.  Leip* 
zig.   Woigel.   1856.  8. 

Der  Herr  Verfasser  fährt  in  dieser  Schrift  eine»  graesaw 
Theil  der  in  der  Natur  vorkommenden  Zahlenverhältolsse,  tmmmk^ 
lieh  auch  die  in  dem  Planetensystem  herrechenden  Verhlllnissa^ 
auf  das  Verhiltniss  des  ans  der  Geometrie  bekannten  aogcnnwi' 
ten  goldenen  Schnitte  snrOck.  Wir  kSnnenibm  In  diese»  Pettach* 
tungen  biet  nicht  feigen,  sondern  mfissen  ledlgHcli  den  humm 
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iMa«»eD»  »ich  aus  d«r  Schrift  seihst  ein  Urthell  bilden,  in 
Ii»  weit  sie  den  Betracbtm^^ii  des  Ue^D  V«r£m«r»  .lisiffiii^- 
MI  geoeigt  elnd  oder  nicht.  • ;  -  !  i :  r    *  '  > 


Vermischte  l^chrGfteii. 

Aiiotilf  dt  selense  mfttematieh«  e  n«l«lie,  cotipt- 
litf  da  BarnabA  Tortollnt;  Preftoesofe  di  CaUnle  Bu» 
blime,  e  Membro  del  Collegio  Filoeofico  all  *Vn\vefUM 

Romana,  ProTessore  di  Fisica  Matematic|i  nel  Collegio 

Irbano  e  nel  Pontificio  Seminario  komano,  /^oolo  or- 
Hiaario  della  Pontificia  Accademia  de'  Nu.ovi  Lincej^^ 
etc.  ete.  - 

Von  diesem  trefflicben  Jooroal»  dorch  dessen  Heraiugabe 
Herr  Professor  B.  TortolinI  in  Rom  sich  sehr  grosse  Ter* 

dknste  um  die  Förderung  des  Stadiums  der  Mathematii:  pnd 
Plivslk  in  Italien  erwirbt,  sind  bereits  sechs  Tbelle  erschienen, 
üt  1  vier  Heftf»  des  mit  diesem  Jahre  begonnenen  siebenten  Ban- 
des lietjpTi  uns  gegenwärtig  vor.  Da  es  »ehr  zu  w^echeii  ist, 
dass  diese  ausgezeichnete  Zeitschrift  ihres  wich  tiefen  Inhalts  we^en 
namentlich  auch  in  Deutschland  allgemeiner  bekannt  werde  und 
einen  möglichst  grossen  iCreis  von  Lesern  finde,  so  woWen  wir  im 
Folgenden  den  Inhalt  der  uns  bis  jetst  vorliegenden  Hefte  des 
liebenten  Tbetis  mittheilen,  nod  werden  damit  fortfahren,  so  wie 
m  die  efnsehie&  Hefte  angeben.  ^ 

Gennajo  1850.  8ul  criscrifiiinante  delle  funzioni  omogenee  a 
<ine  indeterminate  e  suU'  equa/ioni  ai  quadrati  delle  differenze, 
Nola  di  F.  Hrioschi.  p.  5.  —  Sulfe  (unzioni  omogenee  di  terzo 
?radf)  a  due  indeternjinate.  Nota  di  F.  Brioschi.  p.l5.  —  Memoire 

je  mouvement  de  la  tcrre  autour  de  son  centre  de  graritä^ 
i^tfle  P.  M.  Jnliien  S.J.  p.2L  .  .  ' 

Pebbrajo  Mdmoire.aQr  In  mowremant  dein  lern  ««tfinf. 
«teson  centre  de  gravit^.  Pai  le  P.  Jnlllen  &  (ConÜnna-t 
dooe  e  fine.)   p.  33.  —  Sur  Tassociation  de  plaslears  cendeosa- 

entre  eux  pour  manifester  les  faibles  doses  d'electricitti.  (Lettre 
JcM'.  P.  Volpicelii,  a  W,  Pouillet.)  p.  44.  —  Ricerche  sopra 
H  pianeta  Giove  fatte  coli'  equatoriale  di  Merz  all'  Osservatorio» 
<lel  Coitegio  Romano  durante  l'anno  1855  da!  P.  A.  Üecchi  d.  C.  d.  G. 
p.  51.  —  Sopra  ie  forme  omogeuee  a  due  uideterminate.  piota  di 
^>  Brioschi.  p.  €0.  —  Sopra  una  trasfonnatione  delle  equazionl 
cmttifialiche  per  nndiseriminanto«., Jbtndi  F.  Brioscbi.  p.6i.-» 
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RfetMiM  BMlIitidie  «irfla  foniMi  ömogenae  a*  da«  lttdet«rnliiirt«. 
IMM'i^'W.  BrivaebL  p.  OD.  — >  Solle  Amsionl  isobarfcbe.  Note 
di  Vuk  di  Brono.  p,  76. 

Marzo  1856.  Salle  fuDzioni  Isobariche.  Nota  di  Faä  di 
Bruno*  (CTontinaazIone  e  fine.)  p.8L  —  Sol  teoretna  fondamea- 
taie  deir  Indotione  ElloKroatetka.  Nota  di  A.  Nobile,  — 
Intoroo  ad  na  teorema  di  Abel.  Nota  di  Lnigl  Creme  na.  p.  99. 
»  Spr  Leoaaid  Boaacci  de  Plae,  et  anr  tieia  dcrita  de  cet  autour 
publik«  par  Baltbaaar  Boneompagni.  ArtScle  de  M.  O.  Terquen. 
p.  iOO. 

Apirile  18S6«  Sur  Ldonard  BonaccI  de  Piae,  et  aar  trois 
dcrita  de  cat  antenr  pubtlea  par  Balthaaar  Boncompaf^ni.  Artiela 
de  M.  O.  Tierquero.  (Oontinaazione  e  fine.)  p.  129.  —  Sulla  dira* 
aione  degll  aeroatatl.  Memoria  dl  Carlo  Gab naai.  p.  14S, 

Mlttbeilangen  der  natnrforacbenden  Geaellachaft 
in  Bern.  Nr.  348— 359.  (Vergl.  LIterar.  Ber.  XCIX.  S.  16.) 

Die  obigen  Nummern  enthalten  einen  Aufsatz  von  Uerru 
Th.  ZsehelEke  über  das  Grundeis  auf  der  Aare,  mehrere 
Aufsätze  von  Herrn  R.  Wolf  astronomischen,  meteorelagfiaeiieo 
vad  physikaUaahan  Inhalte«  namentlieb  in  Nr.  366.  eine  grOaaere 
Abbaadkmgs  Beobaeblaage»  der  Soaneaneeken  in  der 
•tatea  Uftlfle  dea  Jabrea  1805»  nad  Nachtrage  aar  Un* 
teraa-cbang  Ihrer  PeriodieitSt»  mit  beaonderer  Berfleh* 
aichtignng  der  Aatronomle  popalaire  tob  Arago.  Aaa* 
aerdem  f hellt  Herr  Wolf  wieder  mehrere  interessante  Not  Isen 
zur  Geschichte  der  Mathematik,  und  Physik  in  der 
Schweiz  mit.  So  erzählt  er  z.  B.  8.  199.  von  dem  verdieoten 
Tralles  Folgendes:  „Johann  Georg  Tralles,  von  Hamburg;, 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  an  der  alten  Berner  Aka- 
demie,  erhielt  am  18.  Oetober  1800  mit  Genehmigung  des  voll- 
ziehenden Raths  von  der  Gesetzgebung  wegen  seiner  ausgezeich* 
neten  wissenschaftlichen  Kenntnisse  und  Helvetien  bereits  geleisteter 
Dienste  das  Helvetische  Börgerrecbt,  and  nahm  aa  mit  Dank  aa. 
—  Im  März  1803  sandte  Tralles  von  Neuenburg  aoa,  wohin  er 
aidi  'f^fihrend  der  beFm  Sturze  der  Helretik  entatandenen  Unrabea 
aatHdcgeaogea  batt^,  aeia  Eatlaaaangageaocb  von  der  Profeaaar 
afti»  "man  gbabta  In  Folge  elnea  Tortbellballen  Rare«  nacb 
Aflierll^*'  —  (Trallea  ward  bekanatlieb  apiter  Ehvfeaaor  und 
Mitgliad  dar  Akadeorfe  der  Wiaaeaacbaften  in  Berlin.  G.) 

I..  ;   
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IVeerolog* 

Johann  Michael  Joseph  Saiomoni 

c«rr«8|»oiiaifeiidM  MltgUad  il«r  Itai».  Akadwnl«  der  W!«wmoh«ftM  In  Wies, 

PcK  iof  der  Phllosoj  liic  and  wir]kliche8  Mitglied  de»  plüloauphisclicii Docloreo- 
Collegiiiins  an  dci  W  iener  UnivereitSt,  ort^cnll.  üffcntl.  ProTcssor  drr  IiShe« 
-ren  Mathematik  am  ik.  k.  polytechnisclieu  Institute,  Mitglied  der  k.  k.  Frii- 
fuaga-CommiMion  üher  Lehramtskandidaten  für  Ohet -AeaUchaleni  GrSadtr 
«nd  General-Sdurelät  d«r  allgemeineii  vreciisel«eitiKen  Capitalira-  «ad  Rcii- 

ten-Tenicheningt^Aiiitali  Ib  Wian,  . 

gebom  1798,  ge«to»beii  1869* 
*  '{HitgBth«!!!  von  Ifemi  ProJbttdr  R«ig«BV  ia  Grats.) 

"  'liii«m  leil  die  F«der  «ii|preifi»,.  Bliitoni  der  Geschichte  des 
\iat%m^nm  en  eltteti  Msne  efasereihen,  dessen  NameB  Teneende 
1ÄH  tauiger  Dankbarkeit«  -mit  «vfriehtiger  flodiaelitiinj^  oml  Ver- 
^fWBg  aeehcBb  ■  deesee  urosee  VeidieMte  um  die  Wisseneehaft 
Md  deito  Verhreitanf»  decen  Anwendeeg  sum  Wohle  der  Mee- 
-ecben  weltade  Oher  die  Greoato  des  Gewdhnlichea  reidieD» 
wiH  ieh  niclitii  «Mniger,  als  eine  kritische  BeleiiolitiiDg  und 
ZergUcMlenme^  der  rastlosen  Thätigkeit  des  VerbÜchenen  geben;  — 
dazu  fühle  ich  weder  die  Kraft  in  mir,  nocfi  erkenne  ich  meinen 
Standpunkt  als- angemessen :  —  es  seien  diese  Zeilen  hlo.sö  kurz 
zusaniniengefasste  Hauptmoroente  und  Resultate  eines  Lebens, 
wie  es  der  Wechsel  und  die  Flucht  der  Erscheinungen  selten 
darbieten,  und  das  in  seinen  Ski^^zen  schon  die  Tbeilnahme  des 
Gebildeten  gesichert  haben  mag;  —  Zeilen,  niiMlere^elegt  als  Dan- 
kesopfer  aof  das  Grab  des  HOvergessUcbeii  Lehrers«  Freunde«« 
Vateiat  ^ 
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xen  des  Daknif  ei«fci€<feBeB  «ftteekne  «ad  die  ich,  mm  mwki  dt 
f€idbeii,  dsftb  kei Derlei  Weise  ▼etfi—cfcf  w9)  Fe- 
bmr  ITSd  n  Oberdärfbech,  enea  vo«  WtrzWrs  eis  kleks» 
SnitSodchen  efstfernten  OcHcfcen,  seboren .  w.>  ^^in  Vater  G^en- 
•ichr^:ib<^r  rCoDtrolor    Le!  d^r  liorti^en  Vogtei  de*  Jaliii;s- Hospitals 
war.     Den    er^^n   Elem«rr  tar  -  L  nterricht    erhielt  S 
Vater  selbst,  den  er  scho«  als  Krabe  auf 
reisen  beelettete,  and  während  der^etbea  ■■■dt  seta 
die  Scbttiihciteo  der  Natar  nd  aeme  X 
lig  anscregt  Bei  der  im  Jahre  1804  eiagclrcfi 
nieation  des  damaligen  Biethema  Wfinbng 
seinem  Vater  in  die  Stadt  Wflrsbnr«,  wo  «nter  der  kurzen  Re- 
ffieruns  de*  liamaÜgen  Kurforsten  Maximilian  ¥on  Baiern  Real- 
schufen und   z^rei  Prosy riina.-ien  errichtet  Warden.    !□  den  Sta* 
dienjahren  — ^  ur^d        — 7  ab««lvirte  S.  das  Procpramasiui, 
welches  uoter  der  Leitanz  des  aosge zeichneten  Lehrers  Rieger 
einen  ehrenvollen  Ruf  erworben  hatte,  snd  hana  daaa  im  Jalit 
1807  an  daa  akademische  Gymnasiom»  an  weleheai  er  die  asgi* 
aanntea  Grammallcal-  nnd  Bnmanitita*ClaaBea  ait  deni  glicb- 
ücbaten  Fertgange  absolvirte  nnd  aicb  rnrri^Bcb  ia  der  MaAe- 
matik  nnd  In  der  griecbiscben  Spiaebe  annseichaete.  i 
ISI'2  bexoe  er  die  Universität  and  studierte  zonächst  die  beidtit 
philo»ir'}»hi<ch<5n  Jahriiänffe,  ^vo  er  sich  »leich  ini  ersten  Semester 
des  ersten  Jahrgafige^  in  der  >Iatheni;itik       auszeichnete,  dass 
er  im  zweiten  Semester  statt  des  ordentlichen  Professor»,  des 
Herrn  Dr.  8chön,  und  anter  seiner  unmitteiliaren  Anleitang,  die 
uffentlichen  Vorlesungen  Ober  die  Elementar -Geometrie  haltee 
durfte  nnd  seinen  eigenen  Uitachnlem  ein  Privatiaaimam  fiber 
Geometrie  gab.   In  Folge  dieser  Anszeiehnong  wvrde  S.  wahrend 
der  nächsten  Ferien  zum  Lehrer  der  Geometrie  bei  der  polytedh 
nii»theri  Schule  in  NN  lirzburg  ernanM.         zweiten  philo^ophiscbefl 
.lahr^^ange  hesf  hiiftiste  er  sich  vorzugsweise  mit  dem  Studium  der  | 
höheren  Mathemaiiic  und  der  Astronomie,  unterzog  sich  am  iSchliisee  ' 
des  Jahres  1814  den  riffentlichen  strengen  Prüfungen,  nnd  werde  j 
»Im  der  Erste  «einer  Classe  anerkannt.    In  Folge  dieser  wieder 
holten  Anszeichnungen  warde  er  zum  uffentlichen  Repetitor  (fr 
die  <>yninasial*Classen  des  akademischen  Gymnasiums  ernaoK 
H eiche  Stelle  er  neben  der  oben  erwfihnten  bis  zu  neiner  Abrsie 
nach  Wien  bekleidete.  —  Nach  Vollendung  der  philosophisch«D 
Stu  llen  wollte  isich  S.  ausschliesscnd  den  mathematisch -phy»tk& 
lisch^n  Wissenschaften  widmen,  allein  sein  wahrhaft  viterlicbdt 
Freund,  Herr  t'roiessor  Dr.  Schön,  machte  ihn  aufmerksam,  dass 
im  Grossherzogthum  WArzburg  die  Aussicht  auf  ebe  einatige  Pre- 
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f«9«ur  ia  w«ita  Ferne  gerückt  sei ,  und  dajse  er  w^geo  selii^er  Ver» 
biMoBgen  mit  den  atigeeeheoaten  und  einfla«srei€k«ten  FamiH^ii 
4m  4iWftlig^o  RetidamwUdt  auf  der  juridie«hen  Laufbahn  eia 
raschere»  ffwyoffctiKgB  mit  ^  grr>a«taii  Walii«tlMliilMikeii  Mr» 
fm  könne»  töd  m  gab  er  dem  Drängen  «eine«  besorgten  Frenn- 
du  üMb  «nd  wldinfl»  «ich  m  Jabi^  1814  «.  t  den  Hecbtoyria« 
limialiallw,  m  w  1»  dfiA  gaMraicbao  Voitelgeo  ula««  R^dbartf 
Ji«h»Utl«U,  KUi««chriid  und  Be^r  f&r  — ipe  «»fcegrfMWi 
N^gung  iaa  rtiahea  ÜMm  BvtadiSdHPUig  AI»  j«iMh  IjL 
1»  Mm  Vm  mm  Jm  ^UMät^  WRttorn  «rfub?«  du«  io  Wim 
«Ib  gHMMTtiges  pelyteohflisohe«  laalital  «tt  walirbaft  UaeiHebar 
Maa'ifieena  errkhlet  werde,  da  erwaahta  sdna  lang  unterdrildkta 
Lieblinganeigung  für  die  mathematischen  Studien,  und  es  reifte 
in  ihm  der  feste  Entscbluss,  seinem  iiiaeren  Drange  zu  folgen. 
Sorgfältig  verschwieg  er  sein  Vorhaben,  au*  JLiesorgniss,  sein 
Freund  Dr.  iSchön  könnte  ihn  neuerdings  von  der  Ausführung 
abhalten,  und  reiste  nach  Vollendun£;  des  Sommerkurses  anfangs 
•September  nach  Wien,  wo  er  sich  bemühte,  die  Mittel  zur  Deckung 
seiner  Suhsistenz  zu  finden,  und  war  so  i^Uicklich,  durch  die  Em- 
pfehlung des  damaligen  Vicedirectors  eh  r  Healschule  als  Hofmei- 
ster der  beiden  Sühne  des  k.  k.  Obersten  uod  Militär  Referenten 
Mm  Je» MoftrisiMatbe»  Herrn  Karl  lütter  von  Mertens  auf- 
genommen zu  irerdaii«'  welche  «SteUe  er  Ende  October  J816  mit 
einiger  Bangif^eil  lÜi^ernabm,  weil  er  daa  alte  Sprichwort:  ^quem 
Dil  edcrei  leaglatnim  fecere"  aus  dcf  praktischen  Erfahrung  he» 
leite  kaaiite.  Allele «  aebr  bald  erkannte  er»  daea  eeuie  Besorg« 
nUa  y&llig  «nbeiriiidet  eei«  deo»  er  verlebte  in  eieer  hOehal  acht* 
heiee  Familie  eicht  ale  Diener«  aeodero  ala  wahrer  Freund  des 
Baeeea  vier  voVe  Jahre  in  den  apgeuehmaten  Viwh&ltnieeaii,  und 
vifd  di«  danbhare  Erionereng  an  diese  Periede  aelaea  Lebens 
ewig  in  «einem  Heraen  ftewabren*  Im  3Updieigahfe  ISld*^!?  he- 
jmpbte  am  k.  k.  polytecboaMhen  Institute  die  Vorieanngen  Aber 
die  habere  Mathematik  und  Physik,  und  wurde  am  Schlüsse  des 
iScbnJjahres  von  der  Direction  der  i^c nannten  Anstalt  zum  Assis- 
tenten und  üffentlicben  Repelilor  lur  die  hühcre  Malhematik  er- 
nannt und  von  der  k,Ji.  n.  ö.  Landesregierung  als  solcher  bestätigt." 

So  weit  reden  Aufzeichnungen  seiner  iiandschrift;  —  betrafen 
diese  die  Zeit  des  Strebens  und  üingeas  einer  nach  allcu  Hieb- 
ttmgee  wahrhaft  mfinnlicbea  Kraft,  die  trotz  mannigfaltiger  Hin- 
demmse  mit  dem  ehrenvcdMcm  EnMi^  V  Xbatsacbe  bringt,  waa 
^«•A  Innen  aee  Üben  mass,  so  leitet  mm  die  Betrachtung  ihren 
ftmeren  Wirkens  und  Schaffene  in  die  Tage  Ihrer  4eekw8rdigaten 
liMlMtt  ^  eiib  «m*  jRrrwigMaolMft  eieer  fimiMi  JUdbeeeatel- 
hmg,  ^  eeghiah  die  eehiesten  WOeeihe  erMUe«  an!  dhe  Clin- 
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—  Nach  vier  Jahren,  (Li.  Im  Jahre  1821,  wurde 
In  Folge  abgelegter  Concarsprflfun^  auf  Vorschlag  seiner  Sto- 
adirectioo  von  Sr.  Majestiit  Kaiser  Franz  I,  dem  erhabenen 
bder  des  polytechnischen  Institutes  in  Wien,   zum  o.  S.  Pro- 
or  der  Elementar -Mathematik  ernannt    Vom  Jahre  1825  bis 
lehrte  er  gleichzeitig  die  Elementar-Mathematik  in  der  zvrei- 
Ahtheilnng  des  ersten  philosophischen  Jahrganges  an  der  k.  k. 
ener  Hochschule,  und  im  April  1838  wurde  er  zum  Professor 
*  höheren  Mathematik  am  k.  k.  poMechnischen  Institote  be- 
lert  —  In  welcher  Art  er  in  dieser  Stellung  seiner  Wissen- 
aft  £^edient  hat,   ist  keinem  Facbmanne  fremd,   und  ueiter 
^,  als  das  Gebiet  des  Kaiserstaates  einnimmt;  ein  Ver- 
PI      seiner  im  Drucke  erschienenen  wissenschaftlichen  Ar- 
«  ww    schon  allein  durch  den  Zeitauf^vand,  den  sie  rerrathen, 
1^  ^  abnOthigen.    Professor  Salomon*s  Schriften  sind: 

^  L«ebrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra,  in  5  Auflagen; 
^       1.  Aufl.  18-21.  —  5.  Aufl.  1852. 

2)  Lehrbuch  der  Elementar  -  Geometrie,  in  3  Auflagen ;  l.  Aufl. 
1822.  —  3.  Aufl.  1847. 

3)  Metrologische  Tafeln  Ober  Masse,  Gewichte  und  Mün- 
zen verschiedener  Staaten.  1823. 

4)  Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  io 
3  Auflagen.    1.  Aufl.  1824.  —  3.  Aufl.  1856.  mmmma 

5)  Sammlung  von  Formeln,  Betspielen  und  Aufgaben  aus  der 
Arithmetik  und  Algebra  in  4  Auflagen.  1.  Aufl.  1825.  — 
4.  Aufl.  1853. 

6)  Logarithmisch -trigonometrische  Tafeln  in  deiit.«cher  und 
französischer  Ausgabe.  1827. 

7)  L.  Euier's  vollständige  Anleitung  zur  Integralrechnung 
in  deutscher  Uebersetzung  zu  4  Bänden ;  1.  Bd.  1828,  II.  Bd. 
1829,  III.  und  IV.  Bd.  1830. 

8)  Sammlung  geometrischer  Aufgaben  und  Lehrsätze  aus  der 
Planimetrie.  1832. 

9)  Ueber  Lebensversicherungs*  Anstalten  überhaupt  etc.  ia 
2  Auflagen;  1.  Aufl.  1839.  —  2.  Aufl.  1840. 

10)  Sammlung  von  Formeln,  Aufgaben  und  Beispielen  ans  der 
Goniometrie,  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie.  1843. 

11)  Grundriss  der  höheren  Analysis.  1844. 

12)  Die  österreichischen  Staatspapiere  und  insbesondere  die 
Staats  -  Lotterie- Anlehen.  1846. 

13)  Die  Kegelschnittslinien  oder  Elemente  der  analytiscbeo 
Geometrie  der  Ebene.  1851. 

14)  Lehrbuch  der  Elementar  -  Mathematik  für  Ober  •  Realscba- 
len,  I.  Bd.  Algebra.  1853.    II.  Bd.  Geometrie.  1854. 
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■  MMi  WlwMwIiiilbM  te  ^nrSil6sdor  mAmMa**  von  Jiüwa 

Was  er  als  Lohrer  geleistet,  davon  zeugen  seine  Schüler,  die 
bis  heute  zu  Tausenden  in  allen  Weltgegenden  zerstrent  nnd 
grössten  Theils  in  solider,  angenehmer  und  liir  die  nje»schll<ibe 
Gesellschaft  nutzen- nnd  segenbringender  Stellung  leben,  und,  ich 
darf  es  mit  voller  Sicherheit  hehaupte«,  von  welchen  Allen  er 
^ie  Thränen  dankbarster  Erinnerung  in  sein  Grab  nahm,  — 
-Wenn  das  k.  k.  polytechnische  Institut  in  Wien  seit  seiner  Ent< 
stehong  von  Jahr  zu  Jahr  grosseren  and  wohlthStigeren  Efnfluss 
auf  die  technischen  und  Industriellen  Interessen  der  Mdnarchie 
gWdnn  und  tn  Kurzem  zur  tecbiiiseken  LehranateH  ttwlm  Raii* 
gtB  in  Europa  sich  erhob  und  „so  «einer  Zeit  vorauMlIte,  d«M 
tBttm  HkwmmtReh  Iii  Deutnclilaoil  fcam-  nncb  jet«l  zu  ti^grilANi'  nn« 
ftugf,  wm»  09  Uinge  vorher  bl»i(Weclcte  oad  eesllilirle*»  '«e  ye* 
Mlirte  der'  Roltm  wohl  vor  Alfen  dem*  gtoeeartigen,  tfelteileii 
€rclBfe  oeiiiee  LdRerss  ond  «uniefcet  dem  geemmleo  LeMc5rper» 
ftllelo'  der  Tbell»  der  davon  auf  8«  enÜMIf;  iet  iilellt  der  ^Ingeie; 
und,  wenn  dae  k.  k.  polytecbniadie  Inatitnt  „iil«M  mMer  abeh 
Ffianitcfcnle"  ^or  Ausbildung  vielet  ausgezeielnieler  LehrlMlfle 
wnirde,  die  auf  den  zahlreichen,  später  zur  BfTielltmg  gelangten 
'terschiedenen  technischen  Lehranstalten  des  In-  und  Auslandes 
durch  Wort  und  Schrift  zur  Hebung  der  technischen  Wissenschaf- 
ten gedeihlich  wirkten*',  so  gebtihrt  wieder  nicht  der  mindere 
•Antheil  au  diesem  röhmÜchen  Erfolgf  seiner  wnhiberechneten, 
vortrefflichen  Methode.  —  Aber  nicht  bloss  als  Gelehrten,  def  die 
Wissenschaft  ihrer  selijst  willen  ht  und  pflegt,  und  dadurch  hellt 
und  namhaft  erweitert,  nicht  bloss  als  Lehrer,  der  mit  Bejjeiste- 
rung  zur  Begeisterung  binreisst  und  der  Art  Saanien  ausstreut, 
dass  im  weiten  Umkreiso  und  in  spSten  Jahren  noch  erquickende 
Saaten  aufsprossen  werden,  sehen  wir  ihn  unermüdlich  wirken, 
tiae  neue  Folge  der  Zeit  bringt  IbiD  einen  neuen  Wirkongsicrele» 
dem  er  nicht  mindere  Andtren|puiig  weihet,  in  dem  er  nkbi  ml»- 
der  zum  Wohle '»einer  AfHmenedfein  thStig  ist.  Dae  eegensfeleke 
Itoetttut  der  LeboReverHleliermig,  fn  Soj^attd  bereite  nur  BHNe  ge« 
yM,  begann  naeb  und  nacb  aucb  In  ÜeMecbtsiid  Wotud  su  fite* 
een»  und  Wien  war  In  den  dreiestger  Jabren  emeliidi  beedtÜH^, 
4h  Honareble  mit  der  *  Errichtung  eine«  eelefaen  an  begifleken. 
Das  Jahr  1899  lieae  fn  Wien  die  „  aligemeines  weebeeleMge 
'ApUailen»  und  Renten«  Varaiebemage^'Anetall*'  In'e  LelMnr  treten ; 
ProfeeeorS.  flbemabm  neben  seinem  liObramte  daselbst  die  Stelle 
'des  General •  Sekretfirs, '  nachdem  er  früher  schon  die  Riesenar- 
beit der  Berechnung  der  nOthigen  Tabellen  dieses  Institutes  voll- 
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krttcMe,  nmthdtm  er  mancheB  Msmb  Kampf  ^«ktopft  and 
asdÜcb  nif  anerkeoaaBgswerthester  Aufopfervng  der 
▼ortheilbafteflteo  VerhiltBtsse,  die  ikm  tmd  seiner  bereits  saht- 
reicbeo  Familie  die  eorgeofreieete  Zokinill  geboten  haben,  dei 
$mm  el  Igen  ei  neu  Wohle  Ton  ihm  eo  aehnllcb  gevronachten  Sitg 
davon  trog,  daas  daa  Insütot  keiner  Actiengesellechaft  an- 
heini  fiel,  aandem  daa  auf  echte  Philantropie  basirte  end  fib*  dif 
Mitglieder  Tertbeilbafteate  Princtp  der  Gegenaeitigkail 
siir  Gnindlage  seines  Bestehens  bekam«  Dieser  Anstalt  lebte  & 
bis  ze  seinem  Tode  mit  der  Blngebnng  eines  Menscbenfreandaa, 
der  in  den  Dankesthrfinen  won  Wittwen  and  Waisen  eteta  d« 
neae  Kraft  för  immer  neoe  Mfiben  Und.  Es  war  eine  natfirlicht 
nnd  nSchste  Folge»  dass  er  als  eigentlicher  Organisator  dieses 
Institutes  and  in  Folge  seines  wissenschaftUcben  Rnfe«,  den  er 
erlangte,  bald  vielseitig  in  ähnlicher  Bexiehung  za  Rathe  geaogea 
warde,  nod  wir  fioden  ihn  dadurch  bat  der  Organisation  mehrer 
neuen  und  Reorganisation  von  älteren  ähnlichen  Uumanitätsanstalr 
feo  thätig  mitwirkend;  sein  Scharfsion,  seine  grundliche,  omÜBs» 
sende  Sachkenntniss,  seine  Wahrbeito*  und  Gerechtigkeitslieba 
errichteten  ihm  dabei  manches  nnvergUnglicbe  Denkmal, 
Ungeachtet  dieser  ausgebreiteten  Nebenbescbättignogen,  die 
ihre  Anxiehungagewalt  durch  ihre  lebtte  unerlässliche  Begrundnag 
In  der  Wissenschaft  und  ihre  nnbescbreihlicb  woblthStigen  Folgsa 
JUiaObten,  aherlieCert  der  Welt  seine  Feder  Jahr  mm  «labr  cm 
aoderes  wiasensdmftlicbes  Werk;  nur  wenige  Zeit  sekiee  Lebeat 
war  ihm  zur  Erboblnng  gegOnnty  noch  weniger  benutzte  er  dnsa; 

eine  im  X  1847  unternommene  Rundreise  durch  Steiermark  und 
Itallesy  mit  einem  längeren  Aufenthalte  in  Robit^cfa  und  Venedig» 
so  wie  eine  daranffolgende  grossere  Reise  nach  Deutschland,  wa^ 
ren  allein  namhafterer  Art,  nm  seine  vielseitig  und  rastlos  ang^ 
etiengteo  Kräfte  zu  starken  und  zu  erfrischen,  und  dienten  an 
seiner  Freude,  um  maocbsn  nachhaltigen  Bund  mit  dem  einen  eder 
•»deren  Gelehrten  zu  knüpfen,  wie  aie  einender  bisher  bloss  aai 
,^ren  Werken"  gekannt  hatten.  —  Erat  im  J.  1848»  und  zwar 
durch  eine  unliebsame  Veranlassung  von  Aussen  sich  gedrungen 
ftlblend,  zog  der  bescbeidi^ne  anspruchslose  Mann  sein  30  Jahre 
Uußß  verscbwiegenea^  unbenutztes  Diplom  der  philosoplii^then  Doo 
tor*W0rde  an  den  Tag;  —  in  kurzer  Zeit  darnach  wurde  er  seiner 
vielen  Verdienste  um  die  Wissenschaft  wegen  mit  ISacbt»icht  aller 
Taxen  zum  wirkiicheo  Mitgliede  des  Doctoren -Coliegiums  der 
k«  k.  Wieoer- Universität  ernannt,  die  kaieerliche  Akademie  der 
Wiasenacbaftan  sandte  ihn  ihre  Erneqnang  wm  correspondirenden 
Uitgliede  derselben  zu;  das  hohe  k.  k.  Mii 
mi4  Uelerrioht  ernaonte  ifao  zum  Mllgliede  d 
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CommMM  «bet  lüferamtakiMUdatMi  für  Olier-Reaifiduüaii.  — - 
M  ebreiiTdtt  Ühm  iliai  keioesw^gs  gesuchten  AoteoiehMuir 
gl»  ite  ym  wanoi  m  «MprieMlich  4i«  WaU  Hf  4m  hiah<hli% 
tMi  2lv«gk«  gefr«M  kl#  Ar  füren  «le  gei^lm  nlM 

tüfcltB  Jahn  i»  Bmam  «a  ibinrMw  ImIIw,  dar  8dl»M  ikor 
teali  4mi  Tad  «alrfMM  fi«llKi^yidir>  «im  IhiKiifai  db 
Min  gewaltiger  Gaiat  woU  aaab  JUhie  Uadwdi  ohaa  BuilBAaB 
BiaiMa  «nf  aaia  kUrfwifelm  Wohtbafiadaa  «barwilcigte»  aileia 
Hl  ihaea  OMg  dar  Gmad  aa  aaahea  ada»  dar  Ua  jatst  io  Schlum- 
mer gelegene  Krankbeitokeime  endlich  zum  Auebmche  brachte. 

Dar  April  d.  J<  lUaa  &  ia  ein  UawabkMia  #erMkB»  .daaaan 
Symptome  alaogMdl  die  grSaata  Baa^rgniaa  amgan  omaataD» 
—  am  2»  JnJt  war  aa  die  lahnta  Morgenatande»  die  a^na  Saela 
Ta'a  beaaere  Jenaeits  trag! 

Wirft  man  noch  einen  Blick  muf  seinen  Charakter  ala  Metisoh» 
«ia  PMiM>  Ala  Gatte  und  Vater,  so  kann  man  Ihn  nicht  miadar 
eine  aeltene  Brach ekiMg  aennen,  »eiche  die  inoigste  Uocbachtuag 
abzwingt  und  die  um  ao  lauter  au  aellaii  Püakb  laT»  je  weoigflr 
Driepiiia  aolohar  AH  4ie  Zeit;  Mfaearaiaea  aMilagt  0«ai9i^ 
MMakait,-  dto  aÜ  Ma  aar  MhalaalapCnvag  §/mg^  ecMea  wabM 

•iMi  aath  allaa  tieitee  uTjNRmaaidteete  Je^  aalaar  UiM^Mpiaw 
«a  eiM  Baealiilrieilieit  «ad  Anapr  lihiiiil^lBrfl  b^leitotan,  «ia 
war  tiabar  baarar  fltlaea  eigea  ist;  eeba  VabrbadaiWba  aad 
ErgebMkatt  Mr  daa  gabatiawa  hialtab  aidi  b  dea  Uten  der 

Noib  trods  den  Sehwaabea  und  fatea  der  Tage  und  der  Umge- 
bung, und  gaben  den  überzeugendeten  Beweis,  da^^s  es  Worte 
seines  Herzens  wareu,  wenn  er  dem  Freunde  In  tranlicher  Stande 
erzählte,  wie  seine  Liebe  zu  Oesterretcfas  Herrscherhaus  und 
dessen  Tugenden  es  auch  TornebmlBch  war,  die  ihn  nach  Oestef»- 
reich  führte,  obngeachtet  ein  neues  Anstellung»' Decret  ihn  rAim 
Bleiben  bestimmen  wollte.  —  Seine  tiefe  ReliGfiuMtSt ,  die  ihn 
stets  mit  inniger  Ehrfurcht  den  Namen  des  Urhebers  aller  Uinge 
aeanen  lieaa,  war  ein  greller  Gegenaata  zu  laaoehem  geisttoaa^ 
Freigeiste,  der  im  Wahne,  wahre  Wtssensehaft  zu  betreiben^  dM 
H^hate  vad  Ueiligate  dar  abnschlieiiatt  Seele,  den  Gkahea  m 
€k>tt  aod  Uniiteihlbhkeit  zu  erschüttern  aacbt.  fib  saaleher  Ia 
«Nerilbakht  grummi  fbarakter  kennte  ala  LArar  taak  wbte 
4HMber  bilden,  un4  Uaiheode  «lBBiaii*>«aaimitti0.Md  lU 

iaiB  wmm  IMi  tiiftM^  Mbhe  jmba  BbwMsAf.Mf  jede» 

^rntmm  mtttK$/Ukm  ja^ieülihi  fliwü  pitaiirl  ebnij  4ar»gelge 
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haben  m^sto*  —  Naeb  diesMüteofidiiigen  seines.  kMMHft  Wesens 
itmrf  es  nickt  befmideo,  dass  man  &  «Mb  als  f^Milliwater  als 

I,  ml  Mi  «Mog  «Im  HAtm 

'«od  mIm  twwiwiii  Lahiiiii^ftiftto  liwpuiiiM«  MiMiTtd»"- 
«ffllfliolMlm  ilMi  kmwm  Mtmm  tgfwhw»     «ir  Umt*  irfr 
^  fir  rdw  imdk»  fe  ffiaiaiJ 


4* 


'  !  •    '    .  •  •  .  . 

GMehichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Alm»D«eh  4er  EaUerlkben  Akademie  der  Wiaaen- 
•ehftften.  Heebeter  Jahrgang.  1860.  Wien.  & 

Wir  haben  schon  früher  (oi.  s.  Literar.  Ber.  Nr.  XCVn.) 
•■f  die  Wichtigkeit  and  dea  interessanteo  Inhalt  dieses  regelmässig 
erscheinenden  Alnwliacbs  einer  der  eisten  and  bedeutendsten 
Abadeeiiaa  der  Wiasenecbaften»  die»  ungeachtet  ibrea  knnen  Be» 
elebeM»  eebon  eine  grcwse  Zahl  hOchsl  wichtiger  und 'Mbnaifbl' 
MÜger  Utemriaeher  Arbeilea:  geliefert,  und  daibi  eeh»n  flMbi 
der  MereD  Akadeniee  fibeidlgelt  bat»  Un^awieeed.  Aaeb:dtaiir 
Jebtgaag  mtikült  wUä»  »ietee  letertaeante  imd  Wlebtige.  Amm 
4mk  hidhst  ieteredeetttan  Beriebt  dba  Geeeral-'Salmsiakfl  der  AI» 
deiriet  Mraeere  Dr.  SebrA4ten  Iber  die  Wlibeankeit  dar  Akt 
4m%Bit  wieder  ebi  eebi  feilibtedea  BiM  vett  den  nigemiii 
grosaeb  TbA^gkeÜ  dieeer  berflbeiieii  gelebilen  Karyeieabnft  Ib- 
fert,  enthält  dieser  Jahrgang  des  Almanachs  einen  sehr  iotei^ 
essanten  Vortrag^  des  Präsidenten  Uer  Akademie^  Herrn  Frei- 
berrn  v.  Baumgartner,  über  y,dte  Macht  der  Arbeit",  eben 
ao  wie  der  vorhergehende  Jahrgang  die  so  ungemein  atiiiebeode 
und  lehrreiche,  im  Archiv  ThI.  XXV.  S.  57.  mitgetheilte  Rede 
dieses  berühmten  Gelehrten  über:  ,,dett' Zufall  in  den  iSatur- 
Wissenschaften"  enthielt.  Üieae  populären  Vorträge  Hes  Horm 
Freiherrn  v.  Baumgartner  erinnern  uns  jederzeit  lebhalt  au 
A rag 0*8  berfihmte  Arbeiten  dieser  Art  und  stehen  denselben  in 
Biekeieht  auf  wahre  Popularität,  Reichthuni  an  ietereasanten  Tbatr 
•eaclMB  ned  eine  V'Üle  lehrreicher  Bemedamgee  eiler  Art  keia^ 
eeeb»  eendern  übertreCin  dieselben  . naeb  tneeaer  Meinnii 
in  manehen  Beaiehuttgen,  indem  sie  ma  -naaielitiicfa  mtk 
nie  diene. iee  Bwvela  »  lie^  nebebien.  dann  aiab.adC  il- 
eeei  ediibril  yetw>iee>¥eilwge  dadi  anch  Sahir Ac  dep  B^pift 

aiMnge  eehr  wohl  veNen^M  leMMb  Wr 
in  fhftSk 
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n«Mr  iMMMMilM  VeHtt«  Aar  ^^le  M ««kl  4« üt ¥«41'« 
dfli  LM6ni'  4mi  Aidrtf^  wMUir  ta  bImw  dif  iiSriMMfCMlMiAlttll 
AltlMI«ii  m  fcnaaeiis  wosn  wlrt  weon  wir  aiieh  nkhA  MÜMt- 
▼Mi  VorlroflBcl|k«it  4i«M  Voitrags  «o.  «elnr  Ubemii^,  ivivMi» 
scfaoA  darin  TmalaMODg  iadea  wdrdeii,  weil  aaa'ia  ntumm 
grusatea  Yreada  ÜBr  die  MifUMilaiig*  des  Vortnyi'' " Aber 
dto-  Sotfall  ijr  den  Natorwiaaeaecbafla«^'  wt.  a«  Men 
Seiten  her  der  wSrniste  Dank  gesagt  worden  ist,  selbst  ven-iboehfr 
gestelltcD  Männern  4  die  sich  nicht  Mathematiker  oder  Physiker 
neünen.  Auch  der:  ,,Gold,  Kupfer,  Eisen"  überichriebene 
Vortrag  des  Herrn  Akademikers  Zippe  ist  sehr  lesenswerth  und 
▼erdient  den  Lesern  des  Archivs  empfohlen  zu  werden.  Ausser- 
dem enthält  die.ser  Jahrgang  des  Almanachs  noch  das  Lebei^ 
Prechtl's  (schon  mitg  etheilt  im  Arch'iy  ThI.  XJ^L  S.  391.) 
und  biographische  Notizen  über  Paul  Heiurich  Fuss  (S.  119.} 
und  l^auss  (S.  123.) 


•        .   -  » 

.Vmiiisdite  SchriAeiL 

Annaü  di  scienze  matematiche  e  fittiche,  compilati 
da  Baroaba'  TortoUni.   (Vergl.  Liter ar.  Ber.  Nr.CV.S.  )L) 

Maggio  1856.  Sulla  direzioni  degli  aerostoti.  Memoria  di 
Carlo  Gabussi  (Continuazione  e  fine).  p.  161.  —  Notizia  suUe 
piü  recenti  scoperte  fatte  intorao  agil  aoeUi  di  Satarao.  Notädel 
F.' A*  Secbi.  p.  194..        ,      .   ..  .  . 

GtugDO  1S56*  Kiitiaia' aalle  pin  leeeod  eooperte  fiitle'lnt<lf6e 
e|;il'«Belil  'di  Satiirae.  Nota  de!  P«  A.-  Seeebi  (Centiniiaatotie  k 
fine)  p.209.  —  Sopra  ana  formoia  di  trasformazione  pe^  le  'aeri^ 

doppiamente  infinite.  Nota  di  F.  Brioschi.  p.  214.  — •  Discorso 
4ie,  «Sig.  Agostino  Cauchy,  in  occasiuiie  de  luuerali  de  Sig.  Einet, 
p.  220.  —  Sulla  risultante  di  un  numero  quaiunque  d'equazioiii 
aigfibriche.  Teorema  generale  di  F.  Faa  di  Br 
Intorno  la  integrazlone  delle  fnnzioni  irrazionali,  Nota  di  F.  Ca- 
aorati.  p. 223.  —  Ricerche  aigebricbe  sulle  torme  Binarie.  Me- 
moria di  F.  Brioschi.  p.  231. 

L D g Ii o  Rieerebe  algebricbe  aaHe  fernie ßiafii^l^  Bfc^ 

maiiadi  F.  Brioschi  (Continnäzione  e  fine).  p.  241.  Caleiil  dee 
'^xpressions  g^ndräles ,  qui  donnent  la  yaleur  4es  diyer»(^l($ments 
de-röiiipse  et  de  l'byperbole.    Par  Georges  Dostor.  p.  243. 
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 feite  <er  Kaiserlieien  Akadeaie  4tr 

fte«  <■  Wie«^   CS.  Literar.  Ber.  ».  CIL  S.  15.) 

^Jakrgaos  l«fioi   Baa^  XTIiL   Hefl  1.  9187.  FriUck: 

dem  des  BmMtOTL  —  S.  116L  Hai^iagerr   BiB  «ptodb-Bt- 
«alocriaefcer  AaMnobe-CoaMcter.  —  S.143L  Kasckenhaaer: 
bor  die  i,fiTiiiB  Wiikug 

I 


1  Heft  2.  5.274.  Zcngcr: 

Im"       ||  tor^  als  lles«>lMtnuDeiite 

^        «-nM-       seSaderteo   Constmction.  — 

I       u«  Cas  ide  aiLS  dem  Sdinitte  eines 

•  K.  Zantedeschi:   Serie  di  memorie 

lardanti  U  statiea  e  b  diaamica  fisico- chemica  molecolare; 


1 


r—  —   —  —  — ^—««m*^  uoiecoiare ; 

S*.  ProfesÄore  Zantedescbi  c  IK.  Ingegoere  Laigi  Bor- 

5tto,  assUtente  alla  Cattedra  di  Fi«ca  nell"  J.  ß.  Unirersiti 
'adoTa.  —  S.  369.  A.      Et^        baoseo:  Ueber  die  oeuereo 

nein  for  das  an  einfach  br©  m  Medieo  reflectirte  und  ge- 
sehene Licht    (Sehr  za  beaclitenae  Abhandlung.) 

Jahrgang  1^.  Band  XIX.  Heft  1.  S.  1.  Grunert:  Nene 
■ähemngsweUe  Aoflusnng  der  Kepler'schen  Aufgabe.  —  S.  195. 
Hirsch:  Voransberechnang  der  totalen  Sonnenfinstemis«  am  18. 
JbU  ld60l  —  S.  226.  Grailich:  Brechung  und  Reflexion  dei 
Lichte«  an  Zwillingsflächen  optisch •  eioaxiger  Kry stalle« 

Jahrgang  1856.  Band  XIX  Hft2.  S.237.  Zantedeschi: 
Del  Densiscopio  differentiale  di  alcuni  liqnidi.  —  S.  374.  ß5hm: 
Ueber  Gaslampen  und  Gasufen  zum  Gebrauche  in  chemisches 
Laboratorien. 

Jahrganig  1856.  Band  XX.  Heftl.  S.  167.  Fialkowski: 
BestinnBuog  der  Azen  bei  den  Ellipsen.  —  S.  225.  Malier: 
Ueber  diejenigen  Kugeln,  welche  die  Kanten  eines  beliebigen  Te* 
traeders  berühren.  —  Littrow:  üeber  Fichte  Fäden  im  dnnklei 
Felde  bei  Meridian  -  Instrumenten. 


Nova  Acta  Regiae  Societatis  scientiarum  Upsalieo- 
•  Is.   Seriei  tertiae  Vol.  I.   Upsaliae.  1855.  4. 

Ib  diesem  neuesten  Bande  der  Schriften  der  Kuniglichei 
SocietMt  der  Wissenschaften  zu  Upsala,  mit  welchep 
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Uierart$cher  Berickt  CYI.  11 

lUea^  baf^mte  ^lehrte  Körperschaft  pi^ipe  Belli^  ^ei:  Jrofll* 
baren  Sammlung  ihrer  Schriften  beginnt,  befinden  sich  die  folgen- 
den trefflichen  und  wichtigen  mathematischen  und  physikalisclien 
Abbandlungen,  anf  die  wir  unsere  Leaer  gans  beaoodera  aulmexk- 
aam  su  machen  nicb^  ^y^^^O    .  '  .  '  '  ' 

L  Sut  l68  condliloDS  j4.;int«grabiliM  de  rdqvstlea 

dfffdreDtlel  dn  seeond  ordre 

<  .      .  .  • 

(pn(x)  d^signant  une  fonction  enti^re  de  x  du  degr^  n, 
par       ¥PK^  ^yt^^MpWß*       4*  «<^«^  b«|«h4eo«Fei^%^^UiaBdL) 

HL  De  fenctione  qnad^Pi  traeeeeadevtet  Aeetera 
Cte*  Victer«  <Ja#aia«w»  Leetore  SfregaeseiiaL  pag.  137. 

(Die  FaacCion,  mit  welcher  sich  diese  «chdne  Abbaadlaog  bMcluUiig^ 

rentes  prefeadeara      üpaal,  par  iair«  #•  AiiceMtai» 


pag.  147. 

(Diece  wichtige  Abhandlung  ui  acboa  im  Literar.  Ber.  Mr.  LIL&VI. 
8.95e»  angexeigt  worden.) 

VQ.  Sar  riatdgratien  dea  dqaittipaa  dtlfidt eaftelUf 
da  eeeead  ordris,  par  JlC  Vef€»  #r^ai]^€t|^  p.  ML 

(Die  DifferentialgleichoDgen ,  mit  deren  Integration  ticli  ^er  Hc|rr 
Tf.  in  dieaer  amgeidduielea  Abhandlung  heichäftlgt,  ihid  unter  der 
'aUgemeSnen  Feim 

«  « 

«9  f  eiae  Miebi^e  Fmiettaa  taiiMieet,  aaltaMP-) 
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D  e  terminaiiten 


Are  haaptsicUickea  ABveadmagi 


Dr.  Wramr^sm  MHm$cM 

i  toi  .-^ -.-^  I 


m  ¥#rw«rt  tm  Professor  Sckellbaek. 


Bfl  «er  pmen  Wkkd^xk,  welche  dfe  Theorie  te 

«■IS  ii  fiMt  dka  Gebiete  liitfcnMtik  eriueC  kal,  iil 
dm  ygirthij^H  lebrimck  toaefcca  «chon  längst  wiaschea»- 
wefdi  gewefCB.  Die  riBirli«  Abkandlaogen  aos^zeichne- 
ter  MadbcflHttiker  fiber  diesen  Gegenstand  sind  ohnedies  in 
dem  Tewchii denen  deatscheo  und  ans ir artigen  Journalen 
zerstmi  od  daher  wird  es  den  Gymnasiallehrem  und  Stn- 
dfcrrndf  kam  »dgiGch,  sich  den  znm  Selbststncfinm  nödii- 
ipen  Stoff  zu  Terschaffen.  Deshalb  wird  das  vorliegende 
Werk  de«  Professors  Brioschi,  weiches  die  gesammte  Theo 
rie  der  Determinanten,  so  weit  deren  Entwickelung  bisher 
fortgeschritten  ist,  in  klarer,  fnsiicher  Form  wohlgeordnet 
darstellt^  eine  wesentliche  Lücke  ausfüllen  und  sich  wegen 
der  vielen  Anwendungen  und  Beispiele,  die  jedem  theoreti- 
schen 8atze  folgen,  ganz  besonders  znm  Lehrbuch  und  znm 
Seibstiintcrncht  eignen. 
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\l'ilhelm  Gotthelf  Lohrmaiui» 

OiiMtor  der  KOniglieh  Sachaiwiim  C—wr«!  -  Vammwing, 

fi-eboren  am  31.  Januar  1796       i  _ 

t  SU  omiliiii- 
gestorbeii  am  20.  Februar  1840  \ 

(Dem  Archiv  gütigst  mitgetiieilt  von  Herrn  Director  t.  Littrow  in  Wien, 
■Mk  1km  Hann  J.  W.  (>li«r  in  Dre«deD  gemachten  icliriftlicheii 
MillhtHmiy.  Hem     Liftrow  daür  uievm  TerbindllihtteB  Dmüi.  O.) 

Lohrniton's  Vater»  der  Burger  und  Ziegetmeister  Willielm 
Gotthelf  LobrmaDo,  war  ein  «cJir  achtbarer  and  ia  «eUtem 
tettdiifle  erfahrener  Hann,  welcher  fOr  die  Eraiebnag  aeit|ea 

Sohnes  nach  besten  Kräften  wirkte,  um  ihn  einst  zu  eioem  ti'ich- 
tigen  und  dem  Staate  nützlichen  Manne  heranzubilden;  seine 
Mutter  Suphie,  geb.  Micbaeli«,  suchte  iichon  fräh  in  ilmi 
(strenge  Religiosität  und  einen  kindlich  frommen  Sinn  zu  wecken. 
Von  1802  an  besuchte  Lohrmann  die  damals  in  vorzuglichem 
ftafe  stehende  Garnisonschule;  unter  Leitung  ihres  würdigen  Re- 
vIqc«,  des  Cantors  PfeiUchmidt,  genoss  er  vortrefflichen  Un- 
terricht ,<ind  erwarb  sich  sehr  bald  die  höchste  Zufriedenheit  aeiner 
Lehrer;  geistig  und  körperlich  reich  verliess  er  im  Jahre  1810 
diese  Schule  und  ward  im  Mftra  dieses  Jahrea  io  der  KrenaMrclia: 
coafimilrt  Von  1811  an  beaucbte  Lobrmann  aelnen  und  aeine« 
Vstera  WArtaciiott  gemiaa  die  Banacbule  sa  Dreadeil;  ein  «um 
aererdentilebeii' matheoiatiacbeB  Talent,  däa  aieb  achon'Mber  ia 
laa'-Knebeo  eibnbärte»  entwickelte  aicfa  hfer  noch  nebr,  imd 
wie  er  in  der  Scbnie  Torzfiglidier  Scbfiler  geweaen,  so  aelgte 
sieb  ancb  hier  sein  ausserordentUcber  FlelaH  und  erwarb  ihm  auch 

TbLXXYU.urt.a.  a 
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hier,  wo  er  bis  1814  mit  regem  Eifer  ftir  seine  Zukunft  wirkte, 
die  höchste  Zufriedenheit  seines  Lehrers,  des  Uofbaumeisters 
Professor  Hölzer,  und  die  besondere  Zuneigung  des  Akademie- 
Directors,  des  berühmten  Professors  Seydelmann. 

Lohrroann*s  brave  Leistungen  erregten  bald  Aufmerksam- 
keit, und  ihnen  verdankte  er,  dass  ef  schon  1815  eine  Anstellung 
als  Landmesser  erhielt  und  ihm  vom  Ministerio  des  Innern  der 
Auftrag  v^ard,  sein  Vaterland  zu  bereisen  und  den  Plan  zu  einer 
Landesvermessung  zu  entwerfen,  wobei  sowohl  sein  kuf  immer 
mehr  wuchs,  als  sich  auch  seine  Gesundheit  durch  GewOhnaog 
an  Strapazen  kräftigte.  —  Das  Jahr  1817  war  für  Lohrmana 
von  besonderer  Wichtigkeit,  denn  am  1.  April  ward  er  als  Con« 
ducteur  bei  der  Landesvermessuncr  angestellt;  wie  aber  das  Gläck 
dem  Menschen  nie  ungetrübt  wird,  so  auch  hier;  am  24.  Decem- 
ber  dieses  Jahres  verlor  er  durch  den  Tod  auch  seinen  Vater, 
dem  die  Mutter  schon  früher  vorangegangen  war.  Anstrengeode 
Berufsarbeiten  Hessen  Lohrmann  sehr  wenig  Mussestunden,  lo 
diesen  beschäftigte  er  sich  mit  dem  Studium  der  Astronomie  and 
namentlich  mit  der  topographischen  Darstellung  der  sichtbaren 
Mondoberfläche;  diese  letztgenannte,  im  höchsten  Grade  mühsame, 
bis  jetzt  unübertroffene  Arbeit  unternahm  er  im  Jahre  1821  haupt- 
sächlich nach  einer  ihm  von  Encke  mitgetheilten  Methode,  and 
▼ollendete  sXmmtliche  Zeichnungen  in  einem  Zeiträume  von  fünf- 
zehn Jahren.    Mit  der  Redaction  des  erläuternden  Textes,  ao 
dessen  Bearbeitung  Lohr  mann  durch  dringende  ßerufsgeschäfte 
verhindert  ward,  ist  *  gegenwärtig  fQr  die  Barth 'sehe  Verlags- 
handlung in  Leipzig  Herr  Julius  Schmitt  beschäftigt,  und  kann 
man  demnach  das  vuHige  Erscheinen  dieses  wichtigen  Werkes, 
dessen  Publikation  schon  Lohrmann  begann  un<i  das  sich  selbst 
neben  Mädler's  trefflicher  Selenographie  behauptet,  in  nächster 
Zukunft  erwarten.  Zwei  kleine  Schriften:  „Das  Planetensystem 
der  Sonne;  Dresden  in  der  Rittner'schen  Kunsthandl.  1822" 
und  „Beschreibung  des  mathematischen  Salons;  Dres- 
den bei  Arnold"  haben  Lohrmann  ebenfalls  zum  Verfasser. 
Am  3.  Juli  1822  unternahm  er  eine  Reise  durch  Deutschland  und 
die  Schweiz,  von  welcher  er  am  4.  September  zurückkehrte.  Am 
Ii.  Februar  1823  ward  Lobrmann  zum  Vermessungs-Inspector 
befördert  »  tn».**  i 

Am  28.  Januar  1827  sab  Lohrmann  wiederum  sein  son$t 
so  UDgestOrtes  häusliches  Leben  durch  den  Tod  seiner  Gattio, 
mit  wel^h<»r  er  sich  im  Jahre  1819  verheiratbet  hatte,  die  ihm 
acht  Jahre  lang  liebend  zur  Seite  gestand**-  — — — — 

Mutter  ihrer  Kinder  gewesen  war,  deren 
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l^lQcklicbeD  Ehe  sechs  geschenkt  hatte,  getrübt;  ho  hart  Ihn 
ser  Schlag  traf,  übte  er  doch  keine  nachtheilis^en  Fofsren  auf  sein 
Berufsleben,  iiml  als  Beweis  der  hohen  Zutriedenheit,  die  ihm 
seine  Leistungen  fortwährend  erwarben,  ward  er  am  28.  Novem« 
ber  d«M6lben  Jahres  zum  Ober  -  Inspector  des  matliematischeii 
Salons  ernannt.  —  Im  folgenden  Jahre  fibernahm  tt  eile  ehren* 
inAle  Stelle  als  Vorsteher  der  fochniseben  Bildusgsanstalt  und 
TerMrathete  sieh  wieder  «m  17.  Februar  mit  der  swetteo  Toch* 
ter  des  Tersterbeiien  CSeoeral«(«b«*liedieoa  Dr.  Rasch  ig.  Nack 
9  Jabten,  irdebe  er  la  seiaer  tMtehiM  Berafathitigkeil  in  allga» 
lataar  Aaerfceaaaag  aabraebte,  trat  er  aach  Cffsallicb'  nlSt  «illti^ 
Hebeai  VoHrage  for  ein  geüldetaa  and  aaa  daa  bOberea  Madaa 
iMatehaadaa  Pobttkam,  hidem  er  am  9l  Min  1833  •Oaä  Vaila- 
wagaa  fibar  Aatooaaaila  arSAiata» 

Aaa  seinem  ruhigen,  durch  keine  StSraag  bia  jatst  unterbro- 
cbaocn  Amtsleben  rief  ihn  1836  eiae  an  ihn  ergaogtoa  Aufforda» 
mag  nach  Eiiglaad  sa  reisen,  om  daselbst  die  Teraügiicbataa 
EiaeabahaaD  an  beaachea^  die  ansgefabrien  oder  lo  AnaHlbnuif 
bagrifenen  derartigen  Baawerke  in  Angfaacbeui  an  nebaiaa.iiad 
die  Erfahrungen,  die  man  bei  Eisenliabnbanten '  in  England  .ge* 
macht  bat«  ae  wie  die  GrnndsStae  kennen  zu  lernen,  dle.niaB'lMi 
dergleichen  Unternehmungen  an  befolgen  sieb  veraalifaat.  Jadat 
Er  unternahm  diese  Reise  mit  dem  Kanfmana  Wieck  ana  Har* 
tban  bei  Gberontta  nnd  erhielt  durch  gute  Empfehlungen  Eintritt 
in  die  Institution  of  the  Ctrll  Engineers  In  London,  so  wie  auch 
bei  dem  berühmten  Mechaniker  Robert  in  Manchester.  Auch 
bei  den  vieltaltigeu  Versuchm  unserer  Zeit,  Eisenbahnen  zu  bil- 
den, ivussten  die  V'orsteher  solcher  Vereine  die  gründlichen 
Kenntnisse  und  den  erfinduns^jreichen  Geist  Lohrmann 's  gar 
wohl  zu  würdigen,  indem  &ic  bei  der  Errichtung  der  Leipzig« 
Dresdener  Eisenbahn  ihn  zu  Käthe  zu  ziehen  nicht  versäumten  und 
ihn  im  Jahre  1838  mit  der  Leitung  dor  Anlache  einer  solchen 
Bahn  in  die  Oberlausitz  und  das  Erzgebirge  beehrten.  Im  Jaljire 
1835  hatte  er  seine  Arbeit  über  den  Mond  beendigt  und  H^sa  mm 
eine  Uebersichtskartc  in  kleinerem  Alaasfstabe  erscheinen,  nach* 
dem  Mädler  ihn  mit  der  Herausgabe  einer  volUtändigen  Tepo- 
grapble  unaeres  Satelliten  völlig  fiberboU  hatte« 

*  Nachdem  er  pchoii  längere  Zeit  scliätzbare  Beiträge  zu  den 
MittheiluTigen  des  stalisfisrhen  Vert  ins  geliefert  lifitte,  übernahm 
er  nach  des  verdienten  Dlrectois  und  Kammerraths  von  Schlie- 
ben  Tode  die  Herausgahe  der  beiden  letzten  Lieferungen  erwähn- 
ten Werkes.  Am  17.  Januar  1840  ward  ihm  ein  neuer  Beweis 
den  ▼oUflten  JSatraaens  und  der  grOsaten  Zufriedenheit  Be- 


Digitized  by  Google 


UUrariscäer  ßerWU  CYIl 


hOrden  zu  Thell,  Indem  man  ihn  zum  Director  der  Cameral- Ver- 
roefsung  ernannte.  Nach  dem  Ratbscblusse  des  HimmeU  «oUt6 
4ie«  der  ieUte  und  hüchste  Punkt  seiner  irdischen  Laufbahn  Mu; 
wenig  Tage  oacb  dem  Antritt  seines  448ten  Lebensjahres  ward 
er  den  IL  Februar  von  deni.daroalt  in  Dresden  heftig  viCttbenjeB 
(ierveofieber  befalleii,  und  kaum  1  Monat  nach  Antritt  amom 
neuen  Stellung  unterlag  er  am  20«  Februar  1840  der  figvcbtharen 
Kmkhelt.  Fflnf  Kinder  und  eine  trauernde  Gattm  verloren  in 
Ihm  einen  sorgenden,  liebevollen  Vater  und  treuen  Gatten;  hd* 
sSbiige  Mittellose  und  Arme  einen  Ueffer  und  WobllbSter;  IM 
Kinder  waren  ihm  bereits  vorausgegangen  in  die  Ewigkeit,  ond 
noch  wenige  Monate  vor  seinem  Tode  betrauerte  er  den  Verlust 
eines  Sohnes  ;  in  der  Fülle  seiner  Gesundheit  ahnte  er  nichti 
dass  er  so  bald  wieder  mit  ihm  vereint  sein  würde.  Am  23.  Fe- 
bruar, Nachmittags  3  Uhr,  ward  seine  sterbliche  Hülle  unter 
Begleitung  sämmtlicher  Verwandten  und  Freunde  und  einer  gros- 
sen Zabl  seiner  Verehrer,  so  wie  auch  sämmtlicher  Schüler  und 
Lehrer  der  polytechnischen  neuen  Anstalt  auf  dem  Etiaskircbbofe 
bei  Dresden  dem  Staube  surfickgegeben.  Ein  schmuckloser  Stehi 
dec^  seine  irdischen  Ceberreste.  —  »»Sanft  ruhe  hier  was  »terb- 
lleli  In  ihm  war»  der  uns  auf  so  manchem  ernsten  Bernfswege  ib 
Mhrer  voranging;  als  ein  VermScbtniss  von  Ihm  bleibe  uns  sefai 
Benifeeifer."  —  Dies  sind  die  letzten  an  ihn  gericbteten  Worte 
seines  laingjäh  rigen  Freundes  und  Amtsgenossen  Professor  Dr.  L  9  w 
—  Körperlich  war  Lohrmann  ein  grosser,  wohlgebauter  Mann  voa 
frischem  Aussehen;  sein  freuiulliclics,  lic^cheidenes  und  ott  kind- 
liches Betragen  zog  Jedermann  an.  Dem  Vernehmen  nach  nird 
der  „Topographie  der  Mondoberflache*',  von  welcher  wir  nur  die 
1.  Abtheilung ,  beiläufig  ein  Fünftheil  tles  Ganzen,  noch  vonLftbr- 
mann  selbst  erhielten,  sein  wohlgetroffenes  Biidaiss  beigegebeo 
werden. 


Johann  i^'ciedrich  Pfaff  in  seinem  Verhältniwe 
n  Gauss  bei  des  letzteren  Aufenthalte  in  HelinstiUlt. 

In  der  ohnlSngst  mir  sn  HSnden  gekommenen  ScMfls  MGaufi 
von  W.  V.  Sartorius'*  finden  sich  einige  ErklSrungen,  wefbi 

der  Verfasser  jener  Schrilt  das  V^erhältniss  meines  verewigten 
Vaters  Johann  Friedrich  Pfaff  zu  Carl  Friedrich  Gaasi 
auf  eine  von  meiner  Auffassung  dieses  Verhältnisses,  wie  ich  in 
meiner  Biographie  Joh.  Fried  r.  Pfaff 's  sie  £i;egeben  habe»  in 
veaentUeben  Punkten  sebr  abweicbeude  Weise  darstellt. 
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Herr  v«  Sartorius  weigert  eicb  nicht»  die  hietoriecbeo  Üin* 
•tted«t  worauf  es  dabei  ankommt Toibläadiy  ala  wahr  ammar* 
fcanaaa.  Er  riant  ein 

1)  das8  Gauss,  nachdem  er  seine  Universitäteetudten  in 
Güttingen  beendigt  hatte,  nach  Hetmstadt  ging»  um  dort  eioea 
Aufenthalt  zu  machen; 

2)  dasa  Ganaa  wShreod  dieaea  Anfenthaltf  In  Uolmatidt  In 
Pfaffa  Hause  gewohnt  hat; 

3)  daaa  Ganaa  von  der  Pamltlt  hi  Heimatidt  aeiM  Prometlos 

nachgeancht  und  erhalten  hat; 

4)  daaa  Gau««  s  loaugural •  Uiaaertation  in  Uelmatädt  ge- 
druckt iat. 

Während  aher  S.  dfeae  thatsMchlich  feststehenden  Punkte 
elnrfiumt,  sucht  er  das  geistige,  literarische  Verbältniss,  wie  es 
diesen  Schritten,  welche  Gauss  in  seiner  Lebensstellung  damals 
that,  entsprechend  wäro ,  zu  leugnen  oder  doch  dieses  Verhäll- 
niss  aut  eine  dasselbe  herabsetzende  Weise  darzustellen. 

Herr  Sartorius  latrfiubt  sich  hauptsächlich  dagegen,  das 
Verhältoiss  Pfaff's  zu  Gauss  als  das  eines  Lehrers  zu  seinem 
Schuler  anzuerkennen:  er  bemüht  sich,  dasselbe,  als  ob  er  in 
Gauss's  Namen  tu  sprechen  habe,  von  diesem  abzuwälzen« 
Weaeotlieb  ist  jedoch  hierbei,  dass  8.  insofern  keine  Opposition 
macht  gegen  meine  Aaftmeog  und  Darateliong  des  erwähnten 
Verb&Jtoiaaea»  ala  er  nicht  einen  andern  auagezeichneten  Mathe- 
matiker ana  jener  Zeit  als  eigentlichen  nnd  hauptsächlieben  liell* 
rer  dea  veratorbenen  Ganaa  aubatitnirt»  aoodem  daa,  wetaql  ea 
ankommt,  vollatändig  augiebt. 

Als  Beweis  seiner  dessen  ohngeacbtet  abweichenden  Ansicht 
aocfat  Herr  v.  Sartoriua  beaondera  hervoranheben  die  Origlnali- 
tit  der  fintdecfcnngen  und  neuen  Untereuckaogen,  mit  welchen 
Ganee  die  WiaaenaekafI  fortwShreod  erweitert  habe:  nnd  dnie 
Oavaa  damale  ackon,  ala  er  nack  Helmattdt  kam,  eigentkam* 
litke  Feraeknngen  ontemommen  kabe.  Daraua  aber,  daaa  Ganee 
naek  Beendignag  aeiner  academlaeken  Stedten  InGdttingen,  nack* 
dem  er  eine  Zeit  lang  in  Braunschweit^  wieder  sich  aufgehalten 
batte,  diesen  seinen  Wohnort  verliess  und  nochmals  eine  öniver* 
fiität  zu  besuchen  fiir  ^ut  fand,  daraus  wird  es  doch  glaublich, 
.  dass  Gauss  danmU  ein  Bedürfniss  in  sich  spurte,  noch  mit  einem 
hervorrapfenden ,  genialen  Mathematiker  sich  in  Verkehr  zu  setzen: 
und  dass  er  dazu  anstatt  Güttingen  Helmstädt  wählte,  dies  he» 
melat  deck  weU,  damier  a«  Pfaffe  PeraOnMikeit  und  an  den« 
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MB  Bebao4loii|^  der  Wissenscbaft  ein  eatschiedeoes  Zntrmaei 
hegte.  Wäre  dies  eicht  der  Fall  gewesen,  so  v%ilrde  Gauss 
wohl  in  ßraonschweig  geblieben  oder  nochmals  nach  Gottingen 
oder  nach  Halle  oder  auf  eine  andere  Universität  sich  hegebea 
haben.  Pfaff  war  damals,  nachdem  sein  „  Vers  uch  einerneaeo 
Saromationsroethode"  im  Jahre  1788  erschienen  war,  Verfasser 
der  im  Jahre  1797  bekannt  gemachten  Disquisitiones  Analyti- 
eae,  ond  dass  Gaoss  einige  Jahre  darauf  zu  Pfaff  nach  Helmstidt 
ging  ond  in  dessen  Hanse  wohnte,  macht  es  glaublich  and  er- 
klärlich, dass  er  Pfaff  in  literarischer  Hinsicht  als  sein  Muster 
und  Vorbild  gern  betrachten  wollte  und  dass  er  kein  Bedenken 
trog,  durch  die  Tbat  dies  auch  anzuerkennen  und  za  gestehen. 

Wenn  aber  Herr  y.  Sartor  ins  S.  18.  seiner  Schrift  so  weit 
gebtj  in  Hinsicht  der  Zeit,  wo  Gauss  im  Jahre  1799  in  Helm« 
städt  in  Pfaff's  Hause  wohnte,  zu  behaupten:  „Dann  pflegten 
sie  —  —  —  sich  fiber  mathematische  Gegenstände  aosführlicli 
ZD  unterhalten ;  bei  solchem  gegenseitigen  GedankenaustaDSch 
glaubt  jedoch  Gauss  mehr  gegeben  als  empfangen  zu  haben*', 
80  muss  bei  einer  näheren  Betrachtung  der  thatsächlichen  Um- 
stlnde,  welche  bei  der  Gestaltung  des  äusseren,  sowie  des  gei- 
stigen Verhältnisses  beider  Gelehrten  obge^valtet  haben,  jedem 
Unbefangenen  es  einleuchtend  werden,  dass  die  gedachte  Andes- 
tong  des  Herrn  v.  S.  jedenfalls  eine  fibelwollende  Cebertreibuog 
enthält  ond  nur  aus  einer  von  ihm  unrichtig  aufgefassten  Aeusse- 
mng  des  verstorbenen  Gauss  erklärlich  wird. 

Wir  aber  unsererseits  finden  uns  nicht  ohne  grosses  und 
schmerzliches  Bedauern  genuthigt,  als  unsere  Ueberzeagung  es  za 
behaupten,  dass  diese' erwähnte  Aeusserunt^  des  Herrn  Sar- 
tori as  auf  eine  unwürdige  Weise  den  Werth  Pfaff's  als  Mathe- 
fiiatiker  überhaupt  und  insbesondere  in  scHiera  Verbfiltniss  la 
Gauss  herabzusetzen  sucht.  .. 

V 

..  ,,  Wenn  auch  zogegeben  werden  muss,  dass  Gauss's  mathe* 
matische  Entdeckungen  originell  und  ein  Product  seines  mathe- 
inatischen  Talentes  sind,  so  folgt  daraus  keinesweges,  dass  Pfaff 
Biciht  als  86in  Lehrer  zu  betrachten  sei,  dass  Gauss  nicht  des 
qfn  nwOlf  Jahre  älteren  Pfaff's  Nähe  aufgesucht  habe,  um  durch 
ihn  eine  höhere  wissenschaftliche  Anregung  zu  empfangen,  durch 
ihn  über  sich  selbst,  über  das  Maass  seiner  Fähigkeiten ,  seines 
.Wissens  nnd  seiner  Leistungen  in's  Klare  zu  kommen, 
•f  •  Inwiefern  jedoch  in  der  Richtung  im  Ganzen,  in  welcher 
Gaass's  Forschungen  und  Entdeckungen  sieb  bewegt  haben,  ins- 
besondere in  der  stillschweigenden  Oppositi  '  ^ 
Ihm  wohl  för  verkehrt  gehaltene  Tendenzei 
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Treiben  seiner  Zeit  eiti  Eitifluäs  der  damals  emporblühenderi  Fran- 
Bösischen  analytischen  Schule  zu  finden         iitwielern  aber  Pfaff 
in  der  damaligen  Zeit  unter  den  Mathematikern  in  Deutschland 
jene  Französische  analytische  Schule   repräsentirto   und,  nach 
A.  it.  Kästner 's  doch  im  ganzen  noch  ntehr  elenientarischer 
Behandluns;  der  raathematischen  Wissenschaften,   zu  seiner  Zeit 
aU  der  erste  in  Deuti^chland  mit  der  iieu(Mi  liehnndJunf!;  iiKithemti^ 
tiaeker  Untersuchungen  hervortrat  und  durch  die  Art,  wie  er  mit 
MiOM  •igeiitbiimlichen  Untersuchungen  uad  mit  seinen  neuon. 
Entdeckungen  auf  eine  ruhmwürdige  Weise  unter  dea  OaataalMii 
als  der  erste  seiner  Zeit  die  aaue  Bahn  betrat,  sein  mafbe«ati" 
ache«  Gaoie  beurkundete,  dies  werden  ejinaich tsvolle  Mathemali« 
her  der  gfacbichtliclian  W  ahrheit  gemäss  entscheidea  aaddeiAberf 
Zeugnlea  geben.  Ea  frerdea  unparteiiacbe  MaÜbcmatjker.  «biibeip. 
uitkelleii*  fewlefcTD,  den  bier  erUuterten  biat^ieebea  TkatabclieB-  « 
gemiae,  Gen««  aicbt  nur  ele  bi  Pfaff«  Scbale  aar  Reife  ge«: 
diehea»  «oadeni  aoeh  aU  ane  der  damals  IttDeoMeblaoddfifQji  PfmU. 
refttieentkrten  analytisebea  Schule  berrergegangease  belradbiefi  aei 
Wenn  wir  anrh  einräumen,   dass  Gauss 's  mathematische 
Entdeckungen  durchaus  originell  und  .sLllislaiidii;  sind ,   ko  fof^t 
doch  daraus  nicht,  da.««?  er  nirht  einen  Lehrer  gehabt  habe,  durch 
dessen  Unterricht  er  riie  Kenntniss  der  bis  dahin  aufgernndenp# 
inathematisL hen   Lelirsätzc   und  Metlmden   erlangt  habe,  durch 
dessen  Einwirkung  er  den  Zustand  dor  \Vi8senftchatt,  die  Rieh- 
tung,  in  welcher  die  neuere  Mathematik  ihre  Forschritte  machte# 
die  Stufe  der  Eatwicketung,  auf  welcher  die  matltema tische  PriiH 
ddetiviltt  aick  bewegte,  kennen  lu- lernen  gesucht  kabe.  Wenn 
Mt  anch  zagebea»  daaa  Crauss  aus  »eineni  eigenen  niathenatU 
««hen  Genie,  aue  aeiner  aus  sich  aelbet  schaffende»  UrsprungUcb" 
keil  «eine  wiaaenaehaftlichea  i^Mongen  bervorgebraelit-  bäke»  «e- 
felgt'dacb  ^lana  niebt^  daaa  er  nkbt  einen  Lebrer  gebebt  batai^  ' 
yon  dem  er  den  Beweia  dea  Pythageriieehen  Leli^eataea  gelernt  > 
hebe»  dann  er  nkbt  einen  Lebrer  gebebt  kabe«.  voa  dem  er  die 
ÜildqeCwn  der  Formel,  d«M  (a-f6)<»<i^-f2«i6-h6^  gelernt liabe*.. 
Unid  ee  folgt  aneb  «na  Gaoaa'e  Originalität  nkbt»  daca  eriniebl; 
einen  Lebrer  xo  finden  gewflneebt  und  geencbt  bahei  durch  dessen 
wiasenschaftiichen  Umgang  und  Unterricht  er  auf  die  Hübe  ge- 
lehrter Forschungen,  welche  die  Wissenschaft  zu  seiner  Zeit  er- 
reicht hatte,   hingeführt  \Mir(le,  durch  dessen  vvohlv\<dlend  ein- • 
gebendes  Urtheil  über  ihn  selbst,  durch  dessen  (Gedankenaustausch 
er  das  Maass  der  Kräfte,  welches  die  IVatur  in  seine,  des  ScJitl- 
lera  geistige  Fähigkeiten  gelegt  habe,,  zu  prüfen  und  kennen  zu  : 
lernen  in  den  Stand  gesetzt  würde.    Und  dass  für  Gauss,  nacht  • 
di|m  er  Kftetner  'a  acadeniiai^be  »rieeungen  al«,St«d#nt  geküii  • 


Digitized  by  Google 


8 


Utermriuhtr  Bericht  CJIL 


hatte,  ein  ftolclier  Lehrer  Pfaff  wr.r  md  vcrao^e  sriacr  geisfi^ 
Eit^thümlldikeit  tor  aBdem  so  mt'm.  bdahiet  war,  das  ist  anter 
dea  MatbematiLem  eine  hiatAri«db  beglaobiefe  Wkanata  That- 
i»ache.  Dasa  aber  Herr  t.  Sartorios  dieae  Thatirmche  leogaet, 
HideiB  er  absiehtlicb  die  Pankte,  ivroraof  es  dabei  ankoauBt,  aaf 
eiae  Terdralite  Weiae  daratelU,  Ist  anferkef-iibar  aaa  Eitelkeit  aad 
Anoiaajsaang  berroreegangeo. 

Eia  Beweia  tod  Pfafr«  f^rositarfiger  Humanität  ist  ea  jedea- 
fiüla,  daaa  er  Gaa»?,  oacbdem  dieser,  ob«cbon  er  Braanacbwei- 
giacher  Landes- Eingeborener  war,  im  J.  ITV^  in  Gottiagea,  also 
aof  einer  fremden  Universität,  seine  academis^chen  Stodiea  been- 
digt hatte,  auf  eine  woblwpUende  Weise  bei  sich  und  in  setnen 
Hansa  aofnahm,  dass  er  ihm  dazn  behulflieh  war,  als  ahaens  («rw 
eigcatlicb  gegen  die  strenge  academische  Observanz  war)  im  dl^ 
aaf  falgeaden  Jahr  1799  seine  Promotion  glucklieb  darchaofuhreo. 
Ea  ist  wohl  sa  vermnthen,  dass  Kästner  oder  auch  andere Got- 
tiagische  Gelehrte  aich  nicht  bereit  gezeigt  haben  vi  ürdes,  an  ihaea 
als  den  Lehrern  ein  Verhaltiiiss  anzunehmen ,  bei  weleliem  der 
Sehfiler  gtanben  würde  mehr  an  geben  ala  zn  eropfaBgen,  dasi 
sie  einen  Sehfiler,  welcher  solches  Verhaltniss  würde  geltend  lo 
laacheo  anchen,  wohl  nicht  neben  sich  geduldet  haben  wfirdeo. 
Wie  hätte  auch  för  den  Lehrer  ein  Verhaltniss  befriedigend  sein 
kSnnen,  wenn  dieser  hätte  denken  können,  dass  der  Schüler,  seine 
Vaterstadt  und  seinen  bisherigen  Wohnort  verlassend,  anch  die 
▼on  ihm  bisher  freqnentirte  UniFersitSt  amsefaend,  A&k  neuen 
Lehrer  aufsucht,  in  dem  Bewusstsein,  einer  höheren  wissenschaft- 
lichen Anregung  zn  bedürfen  sich  ihm  zuwendet «  dann  aber  doch 
glaubt,  in  diesem  Verhaltniss  zu  dem  Lehrer  mehr  gegeben  als 
emi^ssgen  zu  haben  und  in  solcher  Einbildung  sieb  befagt  glaobt» 
dca  Lehrer  ea  abzustreiten,  dass  er  (der  Schüler)  jemala  seiner 
bednril,  daaa  er  jemala  seine  Lehre  verlangt,  dass  der  Lehrer 
jemals  sein  Lehrer  gewesen  seL  •  .i  in 

Wenn  nun  aber  Sartorius  S.  18.  seiner  Schrift  geradem 
sagt,  Gauss  sei  nach  Helmstädt  gekommen,  nicht  um  dort  za 
atadieren,  sondern  um  die  dortige  Bibliothek  zu  benutzen,  so 
sieht  dies  (nach  dem,  was  wir  hier  schon  erörtert  haben)  einer 
Qowahren  Entschnidigang  doch  gar  zn  ähnlich.  Der  wesentliche 
Punkt  aber,  auf  den  es  dabei  ankommt,  welches  nebrolicb  die 
Motiire  gewesen  seien,  wodurch  Gauss  bestimmt  wurde,  nicht 
nach  GOttiogen  oder  nach  Wolfenbfittel  (was  doch,  besonders  in 
Hinsicht  der  daaigen  Bibliothek,  welche  damals,  wie  jetzt  weit 
badevtender,  reichhaltiger  ond  berfibroter  war  als  die  Helmstädter 

Bibliothek,  ihm  viel  näher  gelegen  hätte)  od«  — 

geiMk  nach  Helmstädt  la  gehen,  dieiier  P 
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aDv^hro  ftpto«lwldig|ipg  durchaus  nicht  beseitigt.  Wanderhar 
Uelbt  Anm  Oa«««  in  HelmstSdt  gerade  in  Pf  äff 's  Hanse 
milnm  wottte, -wesn  er  nach  HelmstSdt  ging  nicht  «■  Pf  äff« 
wülen»  nicht  um  In  UelnistSdt  sa  studieren,  sondern  um  die 
dortige  (oo4  swvt  die  üebnst&dtar  uod  nicht  die  Welfenbfittelcr) 
BiMielheh  an  htwtaen. 

Um  so  meiir  ist  eine  Ablehnung  eines  erwähnten  Verhältnisses 
awiscben  beiden  Gelehrten  von  Seiten  des  Herrn  Sartori  us  za 
▼erwunderu  und  zu  bedauern,  daGanss  anderweitig  die  entschie- 
denste Aneri^ennung  der  flöhe  zn  erkennen  gegeben  hat,  welche 
Pfafr s  nene  und  eigenthfimliche  Entdeckungen  in  der  höheren 
Analysis  erreicht  haben.  S.  sagt  selbst:  Gauss  hat  zwar  in 
sehr  anerkennender  Weise  Pfaff's  mathematisches  Talent  und 
sein  grumiUohes  liaiigehen  in  die  Wisaenacbaft  verehrt"  o.s.  vv. 

Uns  ^en  mannicbfacben  Aensserungen  Thcfle  von  Seiten 
mainee  Tesewigten  Vaters,  Theiis  too  Seiten  anderer  ansgexelch* 
neler  mir  nahe  etehender  Gelehrter»  dnrcb  weiche  le  meinepi  Be- 
wMeiMin  dae  Verhltttniea  aMiiiea  Velare  ev  'ßenee.eb  den.  den 
Siteren  Frenndee  nnd  Lehrern  eieh  feelgeelellt  het,  «rUI  feh  nnr 
Eine  Thateache  ht^  erwähnen«  deren  ich  mich  eher  ndt  vOHiger 
Sicherheit  und  Zn^erllaaigkeit  erinnere.  In  den  Tagen,  als  im 
April  den  Jahree  1685  mein  Vater  mit  Tode  abgegangen  war,  kam 
«der  mehreren  Ünireraitätslehrern  auch  der  Hochverehrte,  selige 
Attgust  Hermann  Niemeyer  (obschon  mit  ihm  mein  Vater 
zwar  in  cntierntem  geselliwea  Verkehr,  nicht  aber  in  nahem 
freundschaftlichen  Umgang  gestanden  hatte)  in  das  Uaus  meiner 
Matter,  um  ihr  einen  Condolenz- Hcsui  h  zu  machen.  Bei  diesem 
Besuch,  erinnere  ich  mich  deutlich  und  bestimmt,  dass  Niemeyer 
die  Worte  .sprach;  „Gauss  war  aueh  sein  (d.  h.  Pfaff  «>)  iS(:bü- 
ler.'*  In  Halle,  in  Niemeyer's  Nahe  al»  Lehrer  am  Pädagogium 
gekommen,  würde  als  dessen  Gewahrsmann  in  dieser  Hinsicht  be 
sonders  Moll  weide  zu  erwähnen  sein,  welcher  auch  in  jener 
Zeit  (zwischen  den  Jahren  1800  und  1803)  in  Helmstädt  unter 
Pfaff's  Leitung  dem  Stadium  der  Mathematik  sich  gewidmet 
halte  und  anf  Pfaffe  Empfehlung  aaeh  HaMe  an  dae  Pädagogium 
hemfen  «forden  Ist.  Jedeofalis  hat  Niemeyer  durch  Moll- 
weid^'e  Mittheiluagen  eine  Beatütigung  der  gedachten  fiotia 
üher  Genen  erhallen»  welehe  er  in  den  erwilmten  Werten  an 
etkennCD  gab:  «Ganee  war  noch  nein  (d.i. Pfaffe)  SchMer.'* 

Wie  ich  in  der  liiograpbiachen  Einleitung  zu  der  ven  mir  ber- 
ansgegehenen  Brlalaeannfang  meinee  Valere  angedeutet  iiabe^ 
pflegte  Pfaff  seit  den  frfihesten  Zeiten  seiner  aeademfechen  Wirk* 
samkeit,  wie  in  Halle  so  auch  schon  in  HelmstSdt  ausser  den  ei- 
gentlieheu  Universitäts- Vorlesungen  uuch  hebujidcfä  privatissioii9> 
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tu  !e*€n  ond  zwar  dieses  nar  for  Einen  oder  höcksteos  für  swei 
der  Mathematik  vorzozs'^eUe  sich  widmende  Stadiereode.  Dan 
häaßz  aacb  au^  entfernteo  Ländern,  ia«besoD«icre  aas  RmslaDd 
iio  wie  aas  allen  Theilen  DeaUchland«,  jüa^cre  .Matbematiker  lu 
Pfaff,  «ie  früher  nach  Hel.Ti^tldt  so  aach  naeb  Halle  La  tu  am 
in  solchen  privatissimls,  d.  h-  ^  orlesanjeo  im  enss^ten  Kreise,  darch 
ihn  zam  eigenen  8tndium  der  Mathematik  angeleitet  zu  werden 
dies  ist  in  meiner  Biozraphle  schon  erwähn t^wordeo.  Mehrere 
sehr  ausgezeichnete  Gelehrte,  welche  als  tüchtige  3IaÜiematiker 
ats  Lehrer  an  Universitäten  ond  Gy-mnasien  nachmals  sich  «»eltend 
semacht  haben,  konnten  wir  hier  nab.qihaft  machen,  fär  Welche 
Pfaff  ein«  solche  Vorlesung  sehalten  hat,  and  welche  mit  dem 
lebhaftesten  Wohlgefallen  der  heilsamen  Anre^og  sich  erinnem 
welche  durch  ein  Verbältniss,  an  da«  der   nähere  persönliche 
Cmsang  mit  Pfaff  sich  leicht  an.-oLloss,  ihnen  erwacbseo  ist 

Üass  mein  verewigter  V  ater  ei'i  solches  colleffinm  priratissi- 
mam  über  höhere  Mathematik  in  Helmstädt  für  Gauss  «^eleseo 
hat,  ist  mir  ans  den  Erzählungen  meines  Vaters  sowie  ai^  eele- 
^entlichen  Mittheilunzen  anderer  mir  befrenndeter  Gelehrter  alf 
feststehende  Thatsache  im  Gedächtuiss  geblieben.  Ich  kaoo  es 
nicht  für  slauhlich  halten,  dass  Gaoss  ^gegen  Sartorios  ein« 
hierron  abweichende,  diesen  Umstand  leugnende  Mittheilone  je- 
mals gemacht  haben  sollte. 

Heldrongeo  in  Thüringen  den  2.  Noremher  1856. 

-   Dr.  Carl  Pfaft 
Nachschrift  des  Herausgebers. 
!■  Meiner  Im  Literarischen  Ber.  \r.  CIV.  S.  1.  ab^^nicktea  Ai- 
a«i^  der  Schrift  des  Herrn     Sartorias  über  Gauss  hake  ich  resart, 
daas  diese  historische  Skizze  des  g^rossea  Verblicheatt  durch  di« 
Hini^baD^  and  Wärme  des  Gefühls,  mit  welcher  sie  ^e^chriehea  jedes 
fiähknde  Hers  ergreifen  müsse,  ood  habe  dieselbe,   mit  aasdrvcklicher 
lliodeatan«?  darauf,  das«  d  drio  nur  ein  allgemeinem  Bitd  den  UTcr^essli« 
ehen  Mannes  entworfen,  nicht  seine  wissenschaftlichen  tintdeckanren  re- 
•childert  werden  sollten,  den  Lesern  des  Archifa  auii  Ueberxeana^  sor 
Beachtung^  empfohlen.    Die  das  Verhältniss  von  J.  F.  Pfaff  za  Gaoii 
bei  des  letzteren  Aofenthalte  in  Helmstädt  betreffende  Scelle  hat  mich 
als  ich  die  Schrift  las,  freilich  auch  sehr  aaangenebin  berührt* 
nnd  zwar  natürlich  nm  so  mehr,  weil  dieLeser  des  Archirs  ans  den  frübereo 
Bänden  dieser  Zeitschrift  sieb  gewiss  noch  erinnern  werde«,    wie  sehr 
▼on  mir  selbst  J.  F.  Pfaff  verehrt  wird,  und  wie  viel  ich  demselben 
als  Schüler  Terdaake.    Ich  betrachtete  aber  jene  Stelle  daaials  eben  all 
ans  dem  aagemein  warmen  Gefühl  für  Ganss  nad  dem  noch 
^anx  frischen  nnd   lebhaften  Eindrucke  von  dem  erossen 
Verlaste,  dea  darch  seinen  Tod  die  Wissenschaft  erlitten 
alter  welchem  die  Schrift  geschrieben,  herrorgeiranjjen .   und   hielt  et 
daher  ancb,  nm  den  woblth  uenden  Eindruck,  den  die  Schrift  im  Ganzen 
auf  mich  gemacht,   in  mir  selbst  nicht  zn  Terwischen  und  za  trüben, 
für  das  Bette,   über  jene  Stelle  ganz  zn  scbweig^en,   nnd  zwar  um  lo 
■ehr,  weil  man,  wenn  ich  mich  ül>er  dieselbe  geäussert  hätte,  mir  g^ 
Wf«s  entgegnet  haben  würde,  dass  ich  mit  dem  erwähnten  Verhältninf 
änner  nicht  näher  bekannt  sein  könne,  was  ich  auch  zPTucebtt 

Jf'zwnngen  gewesen  sein  würde.    Um  so  lieber  ist  es  mir  aber  jelttt 
iMS  der  won  den  beiden  Söhnen  des  seeligen  Pfaff  noch  lebende  war* 
dige  Sohn  desselben.   Herr  Dr.  Carl   Pfaff  in   Ueldrungen,  ober 

jsaes  Verhältniss  in  den  obigen,  von  mir  gern  ia         Sai^k^i.  —  

■eoea  Zeiten  nähere  Aofklärong  gegeben  hat. 
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«pKychene  Wunsdb  iU  för  ItaKa»  allerdiiifS<9Qbali>  in  «lagezfeidlt 
Mli»  W«iMi  dsnb  die  vorherp^bMide  treffliclM  AbliriR  des  iM«ali 
AhfiJ»  GeMeebi  «rfüttl  «of^,  mich»«!»: ei»  mhn.Mt^km 
QtMmwitm  m  49^  jnm  Hiipm  IMdMMrver' B*ivciiiipdlfaii 
iMiaffeiitKGUra  £cMfteil  du»  liMliardo  tiIb  Pi4a .  «i  MMii- 
teD  kli  -  IM^- Irinder»  ater^  »Ml.  jeiwti  Wuntfdb  in  telahm« 
«nf  Ue«l«cliltii4  Uer  flednMitk  s«'.wl«dcirflol«to/>  itod>vrdit%M«M 
ai«br»  sk'wi  uns  eben  diese  Schrift  Tbn  fil«^»  Alifelo^  €FSsjio(i|elrf 
(lberzeu«[t  hat^  mI«  gerei'htfertigt  dieser  Wunach  lÄ  und  .wi« 'vle^ 
len  Nutzen  di«  i»ew(inffrh*e  cföiitsrhe  liearbeituiig  der  vielfach  iit»- 
teressaHten  und  lelii  r<  ii  licn  i^roblenie  unserem  iSchulunterriph(,e 
bringen  ^v^^r (Je ,  wobei  es  Sich  von  seihst  versteht,  dass  eine  solche 
deutsche  Bearbeitung  dureh  die  Schrift  des  Herru  A.  ttcnoechi 
sehr  wesentlieli  uiiterstiitst  und  erietebtert  werden  w.ür^es  Naqh- 
d«Qi  «ir  auf  di084  Weifi^  die  Tendena  dieser  Schrift  ink  Altgc- 
mio9m  deuttieb  gtmiff  bettoiebnet  zu  hal^a  glauben^  ierlauben  «Ir 
UD{>  noch  in  Kurzem  deren  Inhalt  etwfla  genaiuer  liaafgeNen: 
L  Nach  einer  »ebe  im  AifgeweintD  gebaltencin  Blnleitong  ^Aer  die 
Flau  lieopi^r4i  Bjg<|lli  pisatil  etc.  werden  die  fejtgeodeil  Anf- 
phfsu  bin  Sinne  der  neneren  Algebra  hebandeit:  .  1^.  ||e,tl!ibv9 
Dominll^ue  pec^dniajn  qonununeni  tiabentlbu^.-  Pf» 
qnlncine  nneieVia  reperiendle .ex  opoitiöriil^us  datii;. 
3^.  De  quatuor  honiinibus  et  bursa  ab  ei»  reperts^, 
q u e 8 1 i  o  n  o t a b i Ii 8.  Ü  e  c a  il e nt  r  e.  5^.  S  uji e  r  i n  v e  i)  ti Oj- 
n e m  t r i u m  n u m e r o r u  in.  6*^.  De  (j  u  a  t u o r  h o ni  i n  i  b  u 8  b i • 
rantioR  habentihtis.  7**.  Dp  quatuor  honiinibus  qui  in- 
veiierunt  bizantios.  8*^.  Questio  siniilis  suprascripte  db 
tribus  boniinibu8.  —  II.  1**.  De  avibus  emendis  secun- 
«ium  datam  propo rtionem.  2^.  Ue  eodeni.  3®.  Item  de 
avibus.  4P,  Aves  18  p(o  depariis  16.  5^«  A^iam  liui^a- 
modi  proponam  quetttionem.  fjfi.  Item  passeres«  --^  !□. 
Libro  de  '«aailraii.  K  Trokar  dne  quadrati  la  semin^i 
^•i'fMll  •ia.aB-qandrato.  ^  Altro  prieefpi«  ebe^erve 
iacraglireRe  lo  «befee«  problenia«'*  3^*.  Deaio^titlislos»  ilei 
filniipia  oia  riferito.  4<*.  Aitra.  eoliialoM.J«!!*  .t^ifqsb- 
lione  d^4yS=s2*»  lolta  dal  docim«  Llbre 'deilla- €Se^mi- 
Iria  d'Encllde.  Ö^.  Deniostrasione  del  principio  esposto 
al  num.  1**.  6®.  Data  uiia  soluzione  dell  'equaziüno 
^  zzz  a'^ ,  trovarue  un  altra.  7*^.  Teoremi  «opralamol- 
tipltcita  degli  spez^äauienti  dun  prodotto  in  quadrati. 
8**.  Le  forniole  del  numero  preeedeute  conducono  ad 
nUfe  nianiere  d  i  ^croglier  1'  eqiiaasioiie  ar*  j-y^^z^.  Data 
ana  aoiuziaiie  y=^d  dell  'equa^ioiif  aci^-^y^^^^ 

Hs^.q<^;»».p.W«»r«         q»Ä^i;*t4U  .lr4^fÄfW.  Ä#*ii»l*f*- 


Digitized  by  Google 


4 


UUrmriicMer  ßefi€ät  C¥/Ii, 


10  SoBna  den«  progrensiM«  »atorftle  da  'nvmerl  q«a» 
dwmtl  IT.  TmHm  «ei  Masnil.  Es  irM«  so  mit  iäkm, 
«w  eiaaader  lo  Misra,  was  hier  mtar  ,,€oiigr«i'' 
wird;  wir  ktonen  aber  den  Lesern  dfe  Veisidberuii|<  geben, 

Tbeil  der  Sefcrift  des  Herrn  A.  Genocchi  zn  den  fntor- 
geburl  —  \.  ^nestione  diverse  Intanio  ai 
^WÄdrmtl.  R  i .« o !  V  e  r  e  1  e  s  u  a  !  i  ta  (]  u  p  I  i  c  a  t  a  .T*  +  ar 
^  — ir=:2*  —  Kisohere  l'egualita  duplacata  piu 
generale  o:^  +  »u? ss=  y*,  s^—mx^z^.  -  Dt ffarMie  nells 
eerie  di  nameri  qaadrati.  —  Riselrere  l'eqoasloae  ia- 

datermioata  i* - =  ^ (y*— o:«).  -  Kender  e^uali  a  aa- 

l^arl  qaadrati  le  «— 1  somme  :ti*-\-jp^,  s:,*+xa«+a?3«,...., 

—  Qaestio  mihi  propnsita  a  Magistro 
Tbeodoro  (]ornini  imperatoris  phUoKopho.  —  Aofidsung 
der  Gleichuiige  n   r -f  y  +  x-f- — r -f  y-f-z -f  :r*+y*=i<», 
+  * +a:*-f     -f  i^  =  t?^«  —  Lemrai  che  occorreno  ptr 
|a  aoiuzione  deiia  qaestiea  preeedeate* 

Die  lisser  werden  ans  dieser  ziemlicb  ausführlichen  Inhalts- 
anzeige  ersehen,  «ie  vieles  Interessante  in  dieser  für  die  Ahe- 
bra  und  deren  Ge«:(  hirhTf'  v\i(  htigen  iS(  liritt  enthalten  ist,  und  ge- 
wiss uoserem  obigen  Wunsche,  dass  eine  deutsche  Bearbeitoog» 
idU  RGdwIcht  aef  deo  Schulgebraach,  unternommen  werdeamSge, 
beistimmen. 

Ganz  verwandten  Inhalts  ist  ctie  folgende,  ebenfalls  sehr  eiu- 
pfeliiungswerthe  Schritt; 

intoruo  ad  alciini  prohlemi  trattati  da  Leonardo 
Pisano  nel  suo  Uber  qua il  rator  u brani  di  littere  dal 
Sig«  Angeio  Genoccht  a  D.  Baldassarre  BoncompagoL 
Roma.  1855.  8* 

Da  diese  Schrill  mit  der  vorhergehenden  in  naher  Verbindoni; 
steht,  vielfach  auf  dieselbe  Bezug  nimmt  und  sich  weiter  über 
die  besprochenen  Gegenstände  äussert,  so  muss  hier  noch  gaoi 
besonders  auf  dieselbe  hlngevriesen  werden. 


ArUliuieük. 

Theorie  der  UeterminaDten  und  ihre  hauptsäch* 
licbalea  Anwendungen  von  ür.  Francesco  Brioscbi. 
lehem  Ptofeaaot  4et  %ti%«N<t«b^^V%iü  ^^ihematik 
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ao  der  Universität  rii  Pavia.  Aus  dem  I tall^eniselieA 
übersetzt.  Mit  eineiig  Vorworte  von  Pro  fessor  8chell* 
|}a<?b^  ßerliu.   (Dune k er  iiii<l  Humbiot)   läü&   4.    •  • 

Die  TheQrie  der  GT^IaBeDfor^eq^  iWeicke  aMm.  in  mpMAMe^ 
D.ei).  Gea^teo  uoter  iJeni  ,Piui^c;pi  Det$riiiini|iitfti^  in  ,^ie  A^ilyw 
ein]^föh;rt  jbat,  /ist  ^ri  Iii8tiwfi;9jt«d^  apalyfijiqh^  :Uiil«r«i|cl|im9,  * 
clesMii  grosse  Wichtigkeit  wir  uiclit  befcer  und  kfirzer  wk%  Uafr 

Professor  Schellbacii  in  seinem  Vorwort  zu  bezeichnen  vtAmh 
ten»  (Jaä8  dasselbe  nänilich  den  Mathematikern  das  Mittel  dar- 
biete, „ganze  Reihen  von  Begriffen  und  Gedanken  auf  einmal  in 
ihre  Operationen  einzuführen."  Wegen  der  grossen  Wichtig- 
keit dieser  Theorie  haben  wir  s(  hon  läno-st  die  Absicht  gehabt, 
nach  und  nach  eine  Darstellung  derselben  nach  ihrrtn  neuesten 
Zustande  in  dem  Archive  zu  liefern,  wozu  nns  schon  eine  ziem^ 
'lieh  grosse  Anzahl  von  Vorarbeiten  zu  Gebote  steht.  Wenn  «vir 
nun  hier  unumwunden  erklären,  dass  vt\i  diese  AH>eit,  als  j#tst 
nicht  mehr  ndtbig,  fiielit  liefern  werden,  so  sprechen  wir  dadordi 
sugleieh  aus,  wie  sehr  wir  uberzeugt  sind,  dass  durch  die  vol*« 
ItogMe  ltfkb«t  verdienstliche  llebmetiwvg  des  trefflich«»  Wai^ 
•te.  BriMvhr«  4m  BwifiHiii»«  «dlfttMig.  4hg#M«iii  'M»  .Ml 
lir  wie  »eilymltH  wir  4i«flelbe  in  jeder  Reiicfcain  haMem  Wto 
.wl^MMlit  let  ÜMf  Obeilelirar  Bert  ran. ie.  8erlii|.4et  HemM- 
geher  •  4ieB«i  elleii  Aefordmngaii  «k  eitfe  ««leite  Arheit  «eUkoai- 
adbn'»eilleprMhiM4eii.i  CeberselMeg.i  4m  wir.  4»iier  Rlr  Jieeelbe 
unaeren  «iifriehtigste»l)laiil&  *elleB«  '#e  >wle<|iaflli  namenttieb  Herrn 
Professor  Sehe  Ubach,  der  doch  gewiss  mit  die  Veranlassung 
zu  derselben  gegeben  und  dadurch  gezeigt  bat,  wie  richtig  «r 
das  BedOrfniss,  dem  durch  diese  L  ebersetzung  in  so  ausgeseicb- 
neter  Weise  entsprochen  wird,  zu  würdigen  verstand.  Die  Wich- 
tigkeit der  Schrift,  die  wir  zur  allgemeinsten  und  sorgfältigsten 
Beachtung  dringend  empfehlen,  veranlasst  uns,  ihren  Inhalt,  f«o 
wie  folgt,  vollständig  anzugeben.  5.  1.  Definitionen  und  Bezeicb- 
Dungen.  {.'2.  Bildungsgesetz  der  Determinanten.  $.  3.  Allgemeine 
Cigenschaften  der  Determinanten.  §.  4.  Von  der  Auflösung  der 
lioefiren  algebraischen  Gleichungeo       {.  5.  MultiplIeaEtloii  der 


*)  In  der  Vorrede  bemerkt  Herr  Brioschi  ganz  mit  Recht,  daitg  kls 
der  erste  Anfang  der  Theorie  der  Determinanten  die  von^  Cramcf^'  nnd 
.^ezont  gegebenen  Regeln  zur  Anflösung  der  linearen  algt^raiscUen  Glei- 
chungeo zn  betrachten  sind,  und  schenkt  aucli  rlca  bekannten  Arb^iliiB  'ifon 
'Vandermonde,  Laplace  n  s.  w.  «fie  -venlientc  Bpnchtnrfg,  *  Da  Itls 
lClii:^el'?rhp  mathematische  Wurterbuch,  in  dessen  Papplem« Il- 
ten im  Artikel  £iimiiiatioii  aucb  der  UerAiM§eber  de»  ArchiTs  eikiia 
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iMmtmmmmIttu  umä  der«»  Eriehng'  n  Pstenca.  §•  lAetenst- 
P— ta»  «lil  reetpr^ke«  ElOTWttten  «Wer  DeltmmBlM  Oalfl^ 
nmaoteiu  f. 7.  %m  EifMciailM  4m  riiiriitiiw>Miiw  |.& 
Voo  ileo  flkmchiafieBCtt  ml  •^snetriachtm  IfftifiMBii«  iL 
Vm  ira  DetenniBdiite«  der  Wmda  dier  ahcMbcftc«  CTeicii 
im  vmI  doi  Oetonafiiuilett  der  |i«rtÜndlPf  f «le|rrale  der  fioeäree 
Oifferentialeleichunsreii.  ^.  10.  Voo  den  FaActi«Mk«l-DetenMiiiaBteB. 
11.  Hesise'ft  DetermfaiaDte. 

Wir  empfebien  ^'^se  an^^ezeichDelt  CebcieeUMBg  de«  eebS- 
neo  Werke  des  treflicheD  Brioeelii  aecbnnle  m  seigfbltigrfee 
Beecbtaig  eoe  rollkoniaieDer  Cebenei^^ug.  G* 

i::><ftiiimlofi^  Ton  Aufgah^n  Bod  Beispielen  aus  der 
beeoutiereA  und  aUgemeineo  Aritbeietik»  so  wie  eiu 
der  Lehre  %-nn  den  Gleicbuiigeu  oder  Algebra»  Toe 
▲iberi  UiUiBg,  Dt.  pbil.  eed  GymnaeUUebrer  ssMabl* 
fcattsen»  BrAoaeebiretg  (C.  Sebwetecbke  ud  Sobi. 
ILBrnhB.)  1W7.  a 

AufgabenKammliing  unfer^beidet  sieh  vcm  deo  meistefl 
fhrer  Sebvrestem  dadiireb,  dass  sie  die  gernf>!r>e  und  allceiDeiiie 
Aritbinetik  ond  dre  Algebim  In  glekber  Weiee  benickeicbtigt 
Meeelbe  eelliilt  efoen  eebr  gmeeea  ReiebtbM  reo  Aofgebe^ 

Kamentllcb  ancb  ta  der  Bacbetabeorecbnanpr»  9^|paa  darea  Zvreek- 
mSeei^keit,  ee  weit  eich  aoe  einer  bioseea  Aaeiebt,  ohne  das 

liu'  h  selbst  längere  Zeit  gebraucht  zu  haben,  wonach  bei  eiaeni 
*iolchen  Btiche  erat  eio  v>  irklich  efiltiues  Urtheil  genült  werden 
kann,  urtlieilen  l§55st,  uir  im  Alli:enieii)en  durchaus  uichi^^  zu  er- 
innern wnM.<»ten  Wir  glauben  dah^^r  keinen  Anstand  »iie^Mnen  2U 
dCirfen,  das  Buch  als  ein  xweckiiiafi/;^iges  Uälf«iuiUei  beim  Uoter* 

richte  so  empfehlen. 


cigvRCkfiinlichca  BewcU  der  in  Rede  elektad«»  Regeln  gegeben  hat»  in 
llelien  nickt  «ehr  bekeant  sein  dürfle,  »o  darf  tick  der  anlcneicbueie  Hcr- 
«aegeber  wobl  erlaaben,  bei  dieser  Gelegenbeil  aa  jenen  «von  ihm  gcgebe- 
*neji  Beweie  aa  erinnern,  and  awar  nin  ao  niekr,  vreil  dereelba  in  den  meU 
•ICH  der  -vorauglichsten  deuttcben  I^hrbiither  der  Algebra  nnd  algebraiscbeo 
Aaaly«ift  Aornabme  gefunden  bat,  wie  man  z,  B.  in  den  durch  wahre  malbe- 
matiache  Strenge  aasgeaeicbnetea ,  and  bei  dieser  Gelegenheit  von  Neaea 
Empfehlung  Terdieneaden  Grundzügen  der  algebraischen  AnalTii» 
Ton  Dr.  J.  Dienger,  Professor  der  Mathematik  an  der  polj- 
letkiiiachen  Schule  zu  Karlsruhe.  Karlsruhe,  1861.  8.  S,  9N 
—  S.  2(rr.  uiitl  d<m  Lehrbuch  der  allgemeinea  ArithaAetik  to« 
J.  II.  1.  Muller,  Halle  1838.  Ö.  329— S.  335, ,  so  wie  an  anderen  Orlen. 
Aeheii  kann.  ^* 
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D©  affectiniie  ciirvaruin  Ä(}d  itaTOeii  t  a  quaedam. 
AattOtore  F.  8.  H.  8eb»  ar?:  ( Ahhamiliu  nsren^ide*  iiaturwi«- 
•Anschaftlfchen  Vereins  für  Sachsen  «iiH  Thüringen 
ia^lftftfcl«  V»L  k)...4ftmliau  BoMeluia»n.  1856»  r 

'  Diese  tinpfeh!un£?  zu  soraf.jlligerBeachtqfigyfrtfi^riendc  QcnrU| 
beschäftigt  sich  mit  verschiejlenen  sehr  allgemeinen,  ^rö«8tentheilj? 
iieueii  Eigensrhaftrn  der  Curven,  iHsst  ssich  {ii>er  hier  nicht  näher 
anzeigen,  indem  wir  uns  mit  der  lol^enden  Angabe  der  üeber- 
schrlften  der  eioaielnen  Paragraphen  hej^nügen  müssen:  §.  1.  De 
aeqnatione  curvae  n'»  ordinis  universali.  $.  2.  De  punctis  nuilti- 
pUcilMM  paiica.  3.  De  eontactu  s^cnndi  ordinis.  §.  4.  De  con- 
taeta  tertii  ordinitf.  $.  5.  De  suigulari  aequationui  dimeiiMO- 
nlM  «km«8fomiftti«ne..  Ue  «Aurali  «bntrarii  pvnetis,  qiiae  <^rvia 

MM*  «idlal»  itoftimt  f^  fu  Ahtih  9.l(lclmi»i  *tlioMeniatwi  >A«mofii 
flIiAtiih*  4.a  •VbMmata  fU  currii.  iertii  »et  dijo»  HM  wälM 
^monslmlio.  iiim'ibi.» 

Die  he^QT  werden  hieraus  schon  ilen  <i«st:,  in  wefdi^m  idii^Ä 
JSchrUt  gebaiten  isl,  bioreichend  erkennen,  und  Jeder,  v^^er  Mch 
für  solche  ganz  allgemeine  Untersuchungen  und  Sätze  inlefeaiq^t, 
vird  ^ie^Blbe  nicht  f^fcoe  Beiebruiig  ays  ßqr  ^jaiif         „  j  / 

'  *•  ...  1  i'        ; .   t  '  *'    "^1  t«->**'^i"i'l 

>  '"Ii 
•  .    ■         -  .      ,   !  .  ♦    i  'X    t  'i 

Astronomie.  . 

'  Der  Jahrgang  ibo7  fies  Kalanders  dir  rille  Stände,  hert. 
ausgege  ben  von  Hemi  Directof  V.  Llttr  o  w  in  W  ie  n,  atif 'rtesse^rt 
In  tnehrfacb«r  Beziehung  inleressaTiten  und  lehrreichen  Inhalt  wU 
sdifni  orters  in  diesen  literarischen  Berichten  (m.  s.  z.  B.  INr.  XCV. 
&;6.)  aufmerksam  gemacht  haben,  enthalt  wieder  einen  recht  rbr* 
dWetlicheii  Aufiiats^  ,,Ueher  dU  heiie'steii  FoHschrhle 
4^  A«ts«weiiii«**9  <d«r  ipewisBermas^en  ets  >elne  Fort5reft2un^ 
4if.iB  «bBifOliere«  Mifga»0efi  gelie(biMi  Auftetiit^i  '»»V^bi^«^* 
ilijii  F<e»t0C)bfllte  •dir  A^erewbmle-  Iw  disiii  Mitl^ti* 
MBMhm*^  Mraohlel  w^tfden  ImiK  -di^  Q^gimAaMiy  >idlt^ffeil«h 
•küb-dlaaBf  Avlbatii  iln  'MfreMer  Weise  iMeMlIrHgt,  üiMkrie^l^ 
ii^de»}  ^,'DwrchmesMf  ond-Msfsseft  4er  AMi^ru^lvi^nl'U^ 
Satellit  des  Neptun.  — ^••Kom^ten.  Verän<>t^  rti  ch  e 
Si<erne.  — •  treschichte  der  heohacht'(*n^en  Aistro n oTn4e; 
(Macb  It.  Otant  HistoTy  of  pliyt*ica1  Astron omy.)"  — 
Als  tteiUi|9e  enthiält  der  Aw^s^atr  elite  (iberaiis-vollfirfjindfge  .,U  e  h  e  r- 
•icbt  d«e  4S^n««n^syBtems'*  uni^  den  4ieideii"AI>tbeiilftligekk-: 
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..  A«ter  oiden"   und      F>J eoieo te    «äni mt lieber  Planeten- 
ita bnen'%  eine  üeberüieht,  die  io  solcher  VolUtiodigkcit 
iB  4mm  ncvetien  ZwteDde  4er  IViaMfl^chaffc  so  r^llkMMii  at- 

•IM  muhnm  Ohm  MrtraffM  »m  BBchle.  WS^  Uer  4bt 
»Dgpruefcdo^e  BgcMtip,  4mnk  immm  Bmmm§ahm  «db  aber  jedm- 
iUls  Herr     Littrow  forlirikreDd  eis  aaefkennrngswerthes  Ver- 

ifienst  om  die  Verbreitung  der  Resaltate  der  herrlichsten  der 
Wissenschaften  unter  einem  grüsperen  Publifeum  erwirfol,  auch  ia 
aeioem  oeuesten  Jabrganga  die  nofal  verdieulr  Beadituag  finden. 


a  u  t  i  k. 

Gaida  allo  atudio  dell*  Astronoaia  aantica  del  Dt. 
F.  Schaab,  Profeaaara  di  Aatroaamia  aaatica  nelT  L 
WL  Accademia  di  conaiereia  e  aaaticm  a  aeU'  L  B.  Ac- 
cadaaiia  della  »arina«  Direttore  delT  L  R.  aaaarfate* 
ria  aatroaamico  ia  Triaate.  Trieate.  Itf6.  a 

Wbr  kabea  in  Literat.  Ber.  Nr.  S.  1.  aof  die 

icroaae'  Vorzl^ieiikeU  aad  ZwedLaiiaalgIceif  dea  Leftfadeaa  für 
den  Uaterriebt  ia  der  naatiacbea  Aatronomle  Toa  Hem 

Professor  Dr.  Sebaob  in  Triest  aufmerksam  gemacht  und  das 
Buch  nanifntlich  auch  seiner  Deutlichkeit  und  streneen  Wissen- 
schaftliclik*  it  wegen  allen  tiauti^clien  Lehranstalten  eiiipl'ohleu. 
Ein  deutlirlier  Beweis  lür  die  HichtiekeU  unsers  l'rtheils  wird 
jeUt  dadurch  geliefert,  dass  von  dem  Buche  unter  obigem  Titel 
aa  ebea  eine  italienische  Uebersetzung  veranstaltet  trordeo  ist,  die 
wir  daher  auch  hier  kurt  anznzeigea  f&r  unaere  Pfliciit  halten, 
aad  swar  am  so  mehr,  weil  diene  Ueberaetaung  auch  einige  Zu« 
aitze  erhalten  bat,  über  die  wir  Folgendes  bemerken.  Zuerst 
ist  die  Mitte  rnathtsverbesserung"  heigefujrt  frorden  :  «lann 
die  von  Herrn  Dr.  Hreroiker  in  Berlin  im  astronomischen  Jahr- 
buche IVir  1857  seijehene  Formel  für  M  fnul d  i  s t  a n z  e  ii .  welche 
eine  bequeme  Anwendung  gestattet»  wenn  der  Höhenunterschied 
der  beiden  Gestirne  sehr  klein  Ist;  endlich  eine  Modification 
der  Littrow'acben  Metbode  zur  Aat'findung  der  Breit« 
and  Zeit  durch  zwei  Hohen  ausser  dem  Meridiane, 
welche  auch  deatach  in  der  österreichischen  Marine  *  Zeitschrift 
abgedruckt  ist  unil  hier  zu  besonderer  Beachtang  empfohlen  wird, 
so  ^\ie  wir  denn  überhaupt  diese  italienische  Uebersetzune  des 
seinem  Zwecke  in  ausgezeichneter  Weise  entsprt  rli enden  Buciis 
der  Aufmerksamkeit  unserer  Le<»er  für  sehr  werth  liaUeu. 
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